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Aufgabe 39 : Verschrinkungsreinigung (5 Punkte)

a) (1 Punkt) Betrachten Sie den Dichteoperator fiir den Zustand,

1_
"1

pw(r) =71|D) (P4 +

Y

wobei 0 < r < 1. Geben Sie die Matrixdarstellung von py () in der Produktbasis {|00) , |01) , |10) , [11)}
an und bestimmen Sie die Eigenwerte )\; von py (r) und berechnen Sie danach die Concurrence

Clpw(r)) = max{A; — Ay — A3 — Ay, 0},
mit Ay > Ay > A3 > Ay, als Funktion von r.

b) (1 Punkt) Berechnen Sie die Giite (fidelity) F(r) = (P, |pw (r)|P4) und zeigen Sie, dass
1-F
pw(E) = F @) (D] + —— ([W4) (W] + [ W) (T | +|P) (D).

¢) (2 Punkte) Betrachten Sie die unitdren Matrizen fiir das bilaterale XOR- (oder CNOT-) Gatter

1 0 00 01
UBXORI:(O 0)®12®12®12+(0 1)®12®<1 0)®12,

10 00 0 1
UBXOR2:]12®(O 0)®12®12+12®(0 1)®]12®(1 0)

und Upxor = UsxoriUsxore- Bilden Sie p = Ugxor (pw (F) @ pw (F)) UQ;XOR und berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit p., dass sich die zwei letzten Qubits, nach Messung in der Produktbasis, in
einem der Zusténde |00) oder |11) befinden.

d) (1 Punkt) Berechnen Sie die Giite des neuen Zustands,
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Wie héngt II mit p. zusammen? Was passiert mit F(F') fir 1/2 < F < 17
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Aufgabe 40 : Concurrence

Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden Definitionen der Concurrence, C := \/2[1 — Tr(p%)] und
C = | (|0 |v) | fiir reine Zustédnde in einem bipartiten Hilbertraum H = H @ Hp mit dim(H,4) =
dim(#Hp) = 2. Dabei ist die Wirkung des Operators 6 auf einen Zustand [1)) = ago |00) + gy [01) +
@10 ]10) + aqq |11) gegeben durch 6 [¢) = 0, ® o, [)" = —a7, [00) + afy [01) + af; [10) — agy |11)
und ps = Trp |¢) (] ist die Dichtematrix im Teilsystem A.

Aufgabe 41 : Eigenschaften der Von-Neumann-Entropie (5 Punkte)

Die relative Entropie zweier Dichtematrizen p und o ist definiert als
S(plo) = Tr[p(log p — log 7)].

a) (1 Punkt) Zeigen Sie S(p|o) > 0.
Hinweis: Benutzen Sie, dass die Funktion f(x) = —xlogx konkav ist, d.h. f (D>, Niz;) > > Mif(x;

~

fiir \; > 0mit >, A\; = Lals auch f(y)— f(z) < (y—=)f/(x), um zu zeigen, dass Tr [ f(B)— f(A)] <
Tr [(B — A) f’(A)] fiir zwei hermitesche Operatoren A und B gilt.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie mit Hilfe von a), dass S(p) < logd gilt, wenn p eine d x d-Matrix ist.

c¢) (1 Punkt) Nutzen Sie a) um die Subadditivitét der Von-Neumann-Entropie zu zeigen,

S(pag) < S(pa) + S(pp).

Hinweis: Betrachten Sie die relative Entropie der Dichtematrizen ps ® pp und pap.

d) (1 Punkt) Zeigen Sie mit Hilfe von ¢) die Konkavitét der Von-Neumann-Entropie, d.h.

S <Z )\ipi) > Z AiS(ps)

fir A; >0 und >, \, = 1.

Hinweis: Verwenden sie die Subadditivitét beziiglich des Zustands pap = >, Ai (pi) a®(|¢0) (i) B,
wobei (p;)a = p; (nicht mit der Bezeichnung fiir die reduzierte Dichtematrix verwechseln!) und
{l1i) g} eine beliebige orthonormierte Basis ist.

e) (1 Punkt) Zeigen Sie die Araki-Lieb-Ungleichung (Dreiecksungleichung),
S(pap) 2 15(pa) — S(ps)l-

Hinweis: Erweitern Sie das System auf ABC mit einem reinen Zustand |t)), sodass pag = Tre [¢) ().
Wenden Sie dann die Subadditivitdt auf pge und pac an.



