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Aufgabe 36 : Nielsen-Theorem

Alice und Bob besitzen einen gemeinsamen Quantenzustand |¢)) € H s ®H g, den sie mittels lokaler
Operationen und klassischer Kommunikation (LOCC) manipulieren diirfen. Die Von-Neumann-
Entropie S(p%) mit p' = Trp |¢) (] ist ein Ma# fiir die Verschréinkung von [¢)).

Das Nielsen-Theorem [Nielsen, Phys. Rev. Lett. 83, 436 (1999)] besagt, dass eine Transformation
zu einem anderen reinen Quantenzustand |¢) € Ha ® Hp mit Wahrscheinlichkeit 1 genau dann
moglich ist, wenn die Eigenwerte (AY > Ay > - > X¥) von p durch die Eigenwerte (A{ > \J >
.-+ > A%) von p% majorisiert werden, d.h.

a) Betrachten Sie den Zustand

=20 W g0, L0,

Alice fithrt nun eine projektive Messung mit den Projektionsoperatoren Py = |0) , , (0] + [2) 4 4 (2]
und P, = 1—-F = |1) , , (1] aus. Welche Zusténde |tp) und |¢;) werden dadurch mit welcher Wahr-
scheinlichkeit erzeugt? Bestimmen Sie die Eigenwerte von pﬁ, pﬁo und pff und die zugehérigen
Von-Neumann-Entropien. Entscheiden Sie mit Hilfe des Nielsen-Theorems, ob eine Transformation
1)) — |1p1) mit Wahrscheinlichkeit 1 mittels LOCC mdglich ist.

b) Betrachten Sie nun die Zusténde

) = \/;:2[|0>A @105+ Da® )] + \/%[I% ® 125 +13)4® )5 ),

9= /2104 0+ (4@ 1y + 12, 512)5]

Ist |¢) — |¢) oder |¢) — |¢) mittels LOCC und mit Wahrscheinlichkeit 1 moglich? Ist die
Abbildungen [) ® |x) — |¢) ® |x) auf diese Art moglich? Dabei ist

0=y 2 e ihs+ s e,

ein weiterer zwischen A und B verschrankter Zustand.
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Aufgabe 37: Singulett-Zustand (4 Punkte)
Betrachten wir den Singulett-Zustand von zwei Spins 1/2:

1

V2

a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass (o1 + 02)|V_) = 0. Hier ist o; der Pauli-Matrizen-Vektor fiir Qubit
1, O; = (Ji,xaai,yaai,z)-

W) (Dl D2 =[Pl 1)2).

b) (1 Punkt) Was bekommt man fiir (V_|o(2)|¥_)7
¢) (2 Punkte) Benutzen Sie das Ergebnis aus a) und b) um zu zeigen, dass
(U_[(n-oy)(m-o5)[ V) = —1r-m,

wo n und m zwei dreidimensionale Einheitsvektoren sind.

Aufgabe 38 : Quantenteleportation (6 Punkte)

Alice mochte den Inhalt ihres Qubits |1)), an Bob senden (tele- A 1\
portieren). Dafiir teilen sich Alice und Bob zwei verschrinkte | % | . ;
Qubits (2 und 3, siche Abb.) und wollen nun, dass Bobs Qubit = _ ‘:
(3) in den Zustand |¢);iibergeht. Betrachten Sie den Quan- s 4

tenzustand [¢)) = a|0) + b|1) mit |a]? + |b]* = 1 und bilden

Sie den Zustand [¢) = [¢); @ [P )ys.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass |¢) sich als

6) = 5184012 @ (@0} +B11))g + 518 ), @ (a]0) — b1))

510D @ (@1) +510)); + 5 1) ® (al1) = b[0)),

schreiben lésst. [®.) = % und [Vy) = |01>j§|10> sind hier die Bell-Zustinde und bilden zu-
sammen die Bell-Basis.

b) (2 Punkte) Zeigen Sie, wie eine Messung der zwei ersten Qubits von |¢) verwendet werden
kann, um den Zustand |¢) als drittes Qubit zu bekommen.

c) (2 Punkte) Nehmen Sie an, dass die direkte Erzeugung von Verschrinkung nur iiber einen
maximalen Abstand [ moglich wire. Betrachten Sie die Situation, in der Alice und Bob sich in
der Entfernung 2/ von einander befinden. Dazwischen befindet sich ihr Freund Carl. Alice und
Carl teilen sich jetzt ein Qubitpaar in einem Bell-Zustand und Bob und Carl ein anderes. Der
Gesamtzustand lautet also |®,) @ |P). Zeigen Sie, dass durch Kenntnis iiber das Ergebnis einer
Messung in der Bell-Basis von Carls zwei Qubits und lokale Operationen, ein Qubitpaar in einem
Bell-Zustand zwischen Alice und Bob erzeugt werden kann.



