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Aufgabe 1 : Logarithmen (3 Punkte)
a) (1 Punkt) Leiten Sie die Sterlingformel
Inn!~nlnn—n
fiir n — oo her. Betrachten Sie dafiir Inn! als Abschitzung eines Integrals und berechnen Sie
dieses Integral exakt.

b) (1 Punkt) Driicken Sie die Sterlingformel mit log, n statt Inn aus.

c¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Entropie einer vollkommen ungerechten Miinze null ist, d. h.,

lim{—plogp — (1 —p)log(l —p)} = 0.
p—0

Aufgabe 2 : Warscheinlichkeiten und Entropie

a) Aus einem Topf mit zwei blauen und drei roten Kugeln werden zwei gezogen (ohne Zuriicklegen).
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden blau sind?

b) Ein Kartendeck mit n Karten in der Reihenfolge 1,2,...,n wird erstellt. Eine Karte wird
zuféllig entfernt und zuféllig an einem anderen Platz im Deck plaziert. Was ist die Entropie des
finalen Decks?

Aufgabe 3 : Konkavitidt der Shannon-Entropie

a) Zeigen Sie die Konkavitdt der Shannon-Entropie, d. h., beweisen Sie fiir zwei Wahrschein-
lichkeitsverteilungen p; und p, iiber dasselbe Alphabet X, dass die Shannon-Entropie H(p) =
— > sexp(x)logp(x) fiir die gemischte Wahrscheinlichkeitsverteilung p, gegeben durch p(x) =
wpy(z) + (1 — w)pe(z), die Ungleichung

H(p) > wH(p1) + (1 — w)H (p2) (1)
erfiillt wobei 0 < w < 1. Sie diirfen verwenden, dass eine Funktion mit nicht positiver zweiter

Ableitung konkav ist.

b) Zeigen Sie, dass das Gleichheitszeichen in der Ungleichung (1) nur gilt, wenn p; = ps oder
w e {0,1}.

c) Wir betrachten nun ein Bit, d. h. X = {0,1}. Stellen Sie H als Funktion der Wahrschein-
lichkeit p(0) grafisch dar. Veranschaulichen Sie nun die Konkavitéit der Shannon-Entropie, indem
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Sie die Werte fiir H(wp; + (1 — w)ps) und wH (p1) + (1 — w)H (pe) fiir ein w € (0,1) und zwei
Wahrscheinlichkeiten 0 < p;(0) < p2(0) < 1 einzeichnen.

Aufgabe 4 : Shannon-Entropie fiir zwei Ereignisse (4 Punkte)

Sei p die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir eine Botschaft der Lange 2 wobei das erste Zeichen, x,
aus dem Alphabet X und das zweite, y, aus dem Alphabet Y stammt. Die Zeichenkombination
x,y tritt mit der Wahrscheinlichkeit p(z,y) auf. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen p, und p, fiir
die einzelnen Symbole sind dann gegeben durch p,(z) = > oy p(x,y) und p,(y) = > cx p(,y).

a) (2 Punkte) Beweisen Sie H(p) > H(p.), H(py)-
b) (2 Punkte) Wann gilt H(p) = H(p,)?

Aufgabe 5 : Shannon-Theorem I (3 Punkte)

a) (1 Punkt) Wieviele Permutationen von n Objekten gibt es, wenn jeweils n; (i = 1,2,...k)
Objekte identisch sind?

b) (2 Punkte) Schitzen Sie basierend auf der Buchstabenhéufigkeit
(https://de.wikipedia.org/wiki/Buchstabenhaufigkeit) ab, wieviele Typische Botschaften der Lénge
100 es gibt. Um welchen Faktor kann man eine lange Datei mit einem deutschsprachigen Text kom-
primieren?

Hinweis: Ubertragen Sie die Tabelle mit den Hiufigkeitsangaben in eine Excel-Datei (oder verwen-
den Sie eine dhnliche Software), wm die anschlieffende Rechnung durchzufiihren.
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