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Aufgabe 21: Runge-Lenz-Operator und /[-Entartung (schriftlich - 8 Punkte)
Im Wasserstoffatom mit dem Hamiltonperator H = % — 1 existiert aufgrund des 1/r-Potentials ei-

ne zusétzliche Erhaltungsgrofie, der Runge-Lenz-Vektor (81ehe Keplerproblem in der Mechanik). In der
Quantenmechanik wird ein analoger Runge-Lenz-Operator eingefiihrt, der aufgrund der Nichtvertausch-
barkeit von p und L symmetrisch definiert wird zu

a)

b)

A= (Lxp—pxL)+ =

2m r
(2 Punkte) Zeigen Sie, dass (L x p)}
Vektor hermitesch ist.

= —p X L = L X p—2ihp und damit, dass der Runge-Lenz-

(2 Punkte) Man kann zeigen, dass A, wie in der klassischen Mechanik, eine Erhaltungsgrofe ist,
also sowohl mit dem Hamiltonoperator H als auch mit dem Drehimpuls vertauscht. Die bekannten
Losungen des Wasserstoffatoms sind also auch Eigenfunktionen von A.

Nun definiert man einen speziellen Operator

1 m
J_§(L+”_ﬁA)’

der fiir die gebundenen Zusténde (£, < 0) wohl definiert ist. Zeigen Sie, dass [J;, J;| = ifie;jxJg.

Hinweis: Sie konnen verwenden, dass [L;, K;] = ihe; K, und [K;, K;] = ihe;jpLly mit K =
Vg A

(2 Punkte) Zeigen Sie ausgehend von A% = 2H(L? + h?)/m + ~?, dass

H= _m—72_

2(4J2 4+ h?)

Hinweis: Zeigen und verwenden Sie A-L=L-A = 0.

(2 Punkte) Offensichtlich ist J ein Drehimpulsoperator. Verwenden Sie ihr Wissen iiber Drehim-
pulsoperatoren (insbesondere J?), um die Energieeigenwerte des Wasserstoffatoms zu erhalten:

2 1
=™
h? 2n?
Die zusitzliche ErhaltungsgroBe des 1/r-Potentials dulert sich hier also in der sog. [-Entartung
des Wasserstoffatoms.
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Aufgabe 22: Wasserstoffatom im Magnetfeld (miindlich)

a)

f)

Welcher Hamiltonoperator H beschreibt ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢ in einem Zentralpoten-
tial V() in einem Feld (Vektorpotential) A(r)?

Verwenden sie die Wahl A(r) = —ir x B (mit zeit- und ortsunabhéingigem Magnetfeld B) um H
umzuformen in H = Ho + Hy + Hy mit H; = =52 L - B und Hy = qQEQTi.

Betrachten Sie den Operator H = Hy+ Hi. Was ist die Bedeutung von H;? Zeigen Sie fiir das Coulomb-
Potential, dass die Eigenzustdnde von H Eigenzustinde des Wasserstoffatoms sind.

Betrachten Sie die Zusténde {|n = 2,1 = 1, m)}. Wie lautet die Zeitentwicklung eines Zustandes |¢) fiir
¢(0)) = a(0)2,1,1) + 5(0) 2,1, -1)7

Man wihle a(0) = B(0) = % Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man das System im Zustand

% (12,1,1) + |2,1,—1)) zur Zeit t = ;7 Interpretieren Sie das Ergebnis.
Hinweis: |2,1,1) + 2,1, —1) ~ p, oder p,.

Berechnen Sie den Erwartungswert des Drehimpules L. Warum ist dieses Ergebnis nicht tiberraschend?

Aufgabe 23: Hybridisierung (miindlich)

Aufgrund der Linearitét der Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom sind nicht nur die Eigenzustédnde
fiir ein festes [ Losungen zu einer festen Energie, sondern auch beliebige Linearkombinationen von verschie-
denen [-Zustdnden mit gleichem Energieeigenwert. In Molekiilen ist es moglich, dass Linearkombinationen der
reinen atomaren Wellenfunktionen, sog. Hybridorbitale, energetisch giinstiger sind und damit im bevozugten
Grundzustand auftreten. Die Form des Methanmolekiils C'Hy ldsst sich mit der Hybridisierung der 2s- und
2p-Wellenfunktionen des Kohlenstoffs verstehen. Die fiir n = 2 moglichen Hybridwellenfunktionen sind

1
2
1

1
3 = 3 (25 — thap, + Vap, — h2p.) s tha = B (Y25 — Yap, = Vop, + 2. »

1
P = 3 (Vs + thap, + Yop, + Vap. ), V2 = = (Vas + V2p, — Yap, — V2p. )

mit den orthonormierten Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms (¢, 1.,m)

a)

b)

c)

has = 12,0,0,
1

Yop, = 7 (21,1 —Y211),
7

Yap, = —= (2,1,-1 +¥211)

V2
Yop. = P2.1,0-

Zeigen Sie, dass die Hybridwellenfunktionen orthonormiert sind und alle den gleichen Energieeigenwert
haben, wenn der Energieunterschied zwischen s- und p-Orbitalen vernachléssigt wird (I-Entartung).
Berechnen Sie fiir 1)1 und 9 die Richtung maximaler Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte.

Hinweis: Verwenden sie kartesische Koordinaten und stellen Sie Beziehungen zwischen den einzelnen

Koordinaten auf.

Bestimmen Sie anhand der in b) ermittelten Ortsvektoren den sog. Tetraederwinkel des Methanmolekiils
von etwa 109, 5°.



