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Kombinatorik - Permutation

Permutation:
Anordnung von n Elementen

{1,2,3}: 123, 132, 321, 213, 231, 312, 321

Anzahl:
P, = n!

Anzahl mit Wdh.:

Berechnung:

nl=1-2-..n (iterativ)

n! = n(n — 1)! (rekursiv)

math.factorial(int), scipy.special.perm(n, k),
math.perm(n, k) [Python 3.8]
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Kombinatorik - Permutation

Fiir groBe n (Stirling-Formel):

n
nl =~ v2mn <ﬁ)
e

bzw.
lg(n') =~ n(lnn—1)

Anwendungen Fakultat:

» Binomialkoeffizient (siehe Kombination)
Binomischer Lehrsatz
Pascalsches Dreieck
Exponentialfunktion (357 %)
Taylorreihe
Leibniz-Produktregel

vV vy vy VY VY
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Kombinatorik - Variation

Variation: Auswahl k aus n Elementen (mit Reihenfolge)
2 aus {1,2,3}: 12, 13, 21, 23, 31, 32
Anzahl:

Anzahl mit Wdh.:
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Kombinatorik - Kombination

Kombination: Auswahl von k aus n Elementen (ohne Reihenfolge)
2 aus {1,2,3}: 12, 13, 23

Anzahl:
C o mG N n! (N
TP T Kin— k) \k/) |

from math import comb # Python 3.8
2 | print ("%d_over %d_=" % (n, k), comb(n, k, exact=True))

[u—y

[uy

from scipy.special import comb
2 | print ("%d_over %d.=" % (n, k), comb(n, k, exact=True))

In Python: itertools (s. Ubung)
Tipp: 1ist(...) erzeugt eine iterierbare Liste, set eine Menge (ohne
Wiederholungen)
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Kombinatorik - Beispiel

Catalan-Zahlen

ARz N

https://de.wikipedia.org/wiki/Catalan-Zahl

C, = 1 <2n>
n+1\n

2(2n+ )C}

n+2

Cn+1
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https://de.wikipedia.org/wiki/Catalan-Zahl

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zuerst: Zufallsexperimente mit diskreter Anzahl an Ergebnissen.

1. Beispiel: Binomialverteilung
Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es k positive Ergebnisse bei n
Versuchen eines Bernoulli-Experiments (" Miinzwurf")?

P(K) = Baslk) = () P40 )"

Mit k=0,--- ,n. ist die Anzahl der Kombinationen, da egal

n
k
ist, wann die positiven Ergebnisse auftreten.

. n\ 1kin—k n Cp
Ideale Miinze (p = 1/2): P(k) = <k> It =1 <k> — Snk

n,2
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Binomialverteilung

from scipy.stats import binom
import pylab as pl

k=pl.arange(0, n + 1, 1)
pl.bar(k,binom.pmf(k,n,p),width=0.4,align="center")

o~ WN

Binomialverteilung n=10, p=0.200

Wahrscheinlichkeit
o
=
o

0.00 - - T T
0 2 4 6 8 10
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Kumulative Binomialverteilung

Wieviele Ereignisse sind kleiner als ein Wert ky: Summierte
Wahrscheinlichkeit

Lko] n
Fi(ko) = P(K < ko) = Z (k) p¥(1 — p)nk

k=0

1| pl.bar(k0,binom.cdf(k0O,n,p),width=0.4,align="center"])

Kummulierte Binomialverteilung n=10, p=0.200

Wahrscheinlichkeit

0 2 4 6 8 10
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Binomialverteilung

Eigenschaften:
» Normierung;:

n n n n—k binom.Lehrsatz
> k—o P(K) =220 (k> pr(1 — p)n—k PO
(p+(1-p)"=1

> Erwartungswert: ;1= (k) =,  kP(k)=---=np
(= Summe der einzelnen Erwartungswerte)

> Varianz: 0% = 370 (k — p)?P(k) = ((x — p?)) = -+ =

() = (x)?=---=np(1 - p).

Damit ist die relative Breite:

D.h. Mittelwert I3sst sich fiir n — oo beliebig genau bestimmen.

S. Gerlach Computerphysik 11



Binomialverteilung - Beispiele

1. Qualitatssicherung:

Situation: Produkte am Fliessband sollen kontrolliert werden. Gesucht ist die
Fehlerquote p.

Idee: Messe Wahrscheinlichkeit fiir Null Fehler P(0) bei Auswahl von jeweils n Teilen:

PO) = Bupk = 0) = (§) 201 — p)" 0 = (1= p)"

Damit

p=1-+/P(0)|

Beispiel: n = 3, gemessen P(0) = 0,25 — p=0,37.

TR
SRLN

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
P(0)
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Binomialverteilung - Ising-Modell

Kette von Spins mit Moment m; = +1 mit N, (up) und N_ (down)

Magnetisches Moment: M = vazl m;
M=Ny-(+1)+N_-(-1)= Ny — (N — Ny)=2N, — N,also
_ M+N N—-M

N, = N_ = .
+ 2 2

P(Ny) = (/\Il\i) pM (1 — p)N = By ,(N,)| Binomialverteilung

Damit:
(My= (2N, — N)=2(N;) — N=2(Np) — N=N(2p—1).
0?2 = 4Np(1 — p).

o _ [4p(1-p) 1
(M) N(@2p-1)? VN
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Poissonverteilung

Grenzfall n — oo bei konstantem Erwartungswert A = np (d. h.
p — 0):

A

P)\(k) = ﬂe

Poisson Distribution PDF

Al

Random Variable

—A=1
— A=10

— A=50

Anwendung: viele, aber seltene Ereignisse

1 |from scipy.stats import poisson
2 | pl.bar(k, poisson.pmf(k,|),width=0.4,align="center")
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Poissonverteilung

Eigenschaften:
» Normierung:
= A=A — oA Ak Aph
ZZO ()_Ziookle =€ Z?Okl_e e’ =1.
» Erwartungswert: j = 02 =

Relative Breite: % =~

5.'“

Poissonverteilung lambda=2.000
u=2.00,0=1.414214

Wahrscheinlichkeit

Ereignisse k
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Poissonverteilung - Beispiel 1 - Blitzeinschlage

Im Mittel wurden 0,1 Blitzeinschlage pro Hektar in Deutschland
registriert. Mit welcher Wahrscheinlichkeit schlagt kein, ein, zwei, ...
Blitze auf einen Hektar ein?

uw=01=X\

— 90% kein Einschlag, 10% ein Einschlag.

Poissonverteilung lambda=0.1

0.8

0.6 1

0.4

Wahrscheinlichkeit

0.2

0.0+ I
1

Einschlage pro ha und Jahr

3 4
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Poissonverteilung - Beispiel 2 - Schachbrett

Es regnet auf ein Schachbrett. Wieviele Tropfen pro Feld erwartet man?
N = 64 Felder, n =100 Tropfen: A = u=n/N = .1, 56:
Immerhin mit 5% Wahrscheinlichkeit 4 Regentropfen im Feld.

Poissonverteilung lambda=1.562
64 Felder 100 Tropfen

Wahrscheinlichkeit

-1 0 1 2 3 4 5 6 7
Tropfen pro Feld
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Poissonverteilung - Beispiel 3 - Radioaktiver Zerfall

Die Zerfille pro Zeiteinheit At folgen fiir At < ty der Poissonverteilung
mit A = pN. p = aAt ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Zerfall, N die
Anzahl der Teilchen.

Beispiel: N = 10'® Atome, tg = 4,5 Mrd. Jahre. Damit o = In2/tg und
fir At=1s:

A=aNAt~49.
Es gibt also im Mittel 5 Zerfélle pro Sekunde mit der Verteilung:

Poissonverteilung lambda=4.9

0.1754

0.150

0.125 4

it

€ 0.100

o
o
N
&

Wahrscheinlichke

0.050

0.025 4

0.000 -
0.0 2.5 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5 20.0
Zerfalle pro Sekunde
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Ubergang

Mehr Beispiele: Ubungsblatt

— Diskrete Verteilungen oft unhandlich. Betrachte Grenzfille:
A=np=const

Binomial B, (k) = Poisson P (k)
n—oo

N\ n— 00 v A= 00
Normal N, ;(x)

— Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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Numerische Integration

Um mit kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu arbeiten,
miissen wir nun nicht mehr Summieren, sondern integrieren. Numerisch

brauchen wir dafiir die Numerische Integration.
Yy A

Dafiir sind wichtig:
» Newton-Cotes-Formeln und zusammengesetze Formeln
» Uneigentliche Integrale
» GauB-Quadratur

— siehe Buch Kapitel 9.5
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Newton-Cotes Formeln

Nahere Funktion durch interpolierendes Polynom:

/ab f(x)dx ~ /apr(X)dX

b b N N b N
/ F(x) dx ~ / S FeaLi(x)dx =3 f(x,-)/ Lix)dx = (b—a) 3 wif(x),
: =0 i=0 N i=0

a

=:(b—a)w;

Wegen Runge-Problem (Ozillationen in Polynomen héherer Ordung), nutze
Newton-Cotes Formeln fiir summierte Formeln:

/;b f(x)dx = ,izol/:m f(x)dx
j=0 "%

Beispiel:
Rechteckregel:

b
/ f(x)dx = (b — a)f(xo)

xo = (a + b)/2: Mittelpunktsregel

Summierte Rechteckregel: fab f(x)dx = ZJ’.’;OI hif(x;)
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Newton-Cotes Formeln

Rechteckregel:

b
/ f(x)dx =~ (b — a)f(xo)

Trapezregel:

(a) + (b))

b 1 _
/ f(x)dxz(bfa)ZWif(Xi): b_e
a i=0

Simpsonregel:

b 2 —a a
/ fF(x)dx ~ (b—a) > wif (x) = b 5 a) +4f(%b) + (b))
a i=0

Regel Stiitzstellen Gewichte Fehler Sum. Fehler
Rechteck a 1 b_a - =5 (E)] O(h)
Mittelpunkt atb 1 lboal a‘ IF©) | o)
Trapez a,b %% ‘b a‘ [f"(&)] O(h?)
Simpson 2,2 b 121 ‘28;3 IFOE] | oh*)
Simpson-3/8 a,%b,z(ai;b),b é,%,%,% ‘%};gﬁlf(“)(é)l O(h*)
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Newton-Cotes Formeln

Rechteckregel Mittelpunktsregel

4~ @ 1)

J(5)
fla) f(a)

a b atb b
Trapezregel Simpsonregel

f(b) f(b)
EOF GO
fla) 1 f(a)

ath
a 3 b
x

S. Gerlach
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Uneigentliche Integrale

Substitution:

b+a b-a

dndert jedes Integral zu

/abf(x)dx: b

§

0o 1

/ f(x)dx = /o f(a+1€€)(11£)2d€’
a 1 _

[ f(x)dx = /Of(a—lég);df,

oo 1 5 1_'_52
[e = [ i@
B ! f(atanh¢) /2 f tan§
= [ e /n/z cos?e ¢
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Gauss-Quadratur

Idee: sowohl die Gewichte w; als auch die Lage der Stiitzstellen x; als Unbekannte
aufzufassen.

Damit erreicht man, dass mit N Stiitzstellen Polynome bis zum Grad 2N — 1 (statt
N — 1 bei den Newton-Cotes-Formeln) exakt integriert werden.

Beipiel: 2-Punkt-GauB-Quadratur
! 2 3 !
/ (a0 + arx + ax® + a3x°) dx = D wif(x;) = wof (x0) + waf(xq).
J-1 i=0
2 _ 2 3 2 3
2ap + gaz = wo(ag + a1xp + a2xy + asxy) + wi(ap + arx1 + axxy + azxq)
2 2
= ag(wg + wi) + ar(woxo + wixy) + az2(woxy + wixq)
+a3(W0)<g + wle).

Koeffizientenvergleich:
2 2 _ 2 3 3
wo + w1 = 2, woxp + wixy = 0, woxg + wixy = 3’ woxg + wix; =0,

mit der einfach zu priifenden Lésung wg = wy = 1, xg = 1/+/3, xg = —1//3.
Wir kénnen daher mit nur zwei Stiitzstellen jedes Polynom bis zum Grad 3 exakt integrieren. Die
2-Punkt-GauB-Quadratur lautet

1

1
/_lf(x)dxzf( ) | Q)

1
V3
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Gauss-Quadratur

Fiir me?r als zwei Stiitzstellen: x; sind Nullstellen der Legendre-Polynome mit
w; = f_l Li(x)dx.
Also, z. B. 3-Punkt-GauB-Legendre-Formel

1
[ a2+ 2ror+ 2y [ &)

die Polynome bis zum Grad 5 exakt integriert.

Tabelle: Ubersicht iiber die verallgemeinerten GauB-Quadratur-Methoden

Name Intervall Gewichtsfunktion | Orthogonale

g(x) Polynome
GauB-Legendre [-1,1] 1 Legendre-Polynome
GauB-Laguerre [0, 0] e X Laguerre-Polynome
GauB-Hermite [—o0, 0] e Hermite-Polynome
GauB-Tschebyschow [-1,1] 1/v/1—x2 Tschebyschow-Polynome
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Num. Integration - Beispiel: Kurvenlange einer Ellipse

Mit 7(t) = (Z‘;’:;) (t € [0,27]):

[v(t)| = Va2sin?t + b2cos? t = ay/1 — e2 cos? t.

Damit ist die Kurvenlange:
7/2

27
L:/ |y(t)|dt = 4a V1—e?cos?tdt.
0 0

E(£2),Elliptisches Integral

Umfang Ellipse

6.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Exzentrizitat £
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Num. Integration - Beispiel: Periodendauer des math.

Pendels

4 . 2 0
dp = — K(sin? 22).
p= (sin 2)

4 (M2 1
T:/
wJo \/1—sin2%sin2gp

scipy.special.ellipk(k**2)

Periodendauer eines math. Pendels

® T numerisch
—— 2/pi*K(sin(¢/2)**2)

T(¢)/T(0)

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
Auslenkung ¢ in rad
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Kontinuierliche Verteilungen

» Gleichverteilung

» Exponentialverteilung
» Lorentz-Verteilung
» Normalverteilung

sieche auch Maxwell-Boltzmann (Buch)
Mehr Beispiele: Ubung
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Gleichverteilung

P(x) = (a<x<b)

i)

a b
> Normierung: [0 P(x)dx = fab dx =..=1
> Erwartungswert: = [2xP(x)dx = .. = 252
» Varianz: 02 = fab(x —p)?P(x)dx = .. = (bI;)z

» — Standardabweichung fiir [0, 1]: o7 1) = 1/V/12



Exponentialverteilung

Betrachtet man Ereignisse, deren Anzahl in einem beliebigen Zeitintervall
Poisson-verteilt ist (sog. Poisson-Prozesse), und fragt sich, wie der zeitliche Abstand
einzelner Ereignisse verteilt ist, so gelangt man zur Exponentialverteilung. Diese wird
fiir t > 0 mit der Funktion

Pa(t) = ae =t (3)

Normierung: [ po(t)dt =1
Erwartungswert:

u:/olootpa(t)dt:é (4)

Man erwartet also eine mittlere Lebensdauer von 7 = 1/a mit p(7) = a/e.
Kummulierte Verteilung:

t t ’
P.(t) = /0 po(t)dt’ = a/o et dt/ =1 —e (5)

Fiir t = 7 = 1/« ist die Verteilung auf p(t = 7) = /e abgefallen und wegen
P(t=7)=1-—1/e~0,63 damit ca. 63 % zerfallen. Genau die Hilfte ist zerfallen,
wenn P, (ty) = 1/2. Damit folgt ty = In(2)/a und p(ty) = /2, also ist genau die
Halfte zerfallen, wenn die Verteilung auf die Halfte abgefallen ist.
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Lorentz-Verteilung

(In der Mathematik: Cauchy-Lorentz-Verteilung)

1 Y
F(x) ==
) my% + (x = x0)?

Lorentzverteilung

0.30 1

0.25

0.20 1

0.15 A

0.05 A

0.00 T T T T T T T
-6 -4 =2 0 2 4 6
X —Xo
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Lorentz-Verteilung

Ursprung: Fourier-Trafo vom exp. Zerfall
Daher bekannt aus: Resonanzkurve, Spektrallinie,
" Breit-Wigner”-Resonanz

Eigenschaften:

> Erwartungswert: p = [0 xf(x)dx = ool

> Varianz: 0% = [%_x*f(x)dx = oc!
Verwende daher Median xo und FWHM (full width half maximum)
[ = 2~ als Linienbreite.

Vertrauensintervall: f r/» = 50%.
CDF: F(x) = [*_f(x')dx' = atan(X,YXO) +

N
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Normalverteilung

1 x=p)?
p(x) = e

oV 2T

1
e 207 = 5= FWHW = 2xy = 2v21n 20 = 2, 35480.

0,4

T 0,31

=

2

=l

T 0,2

g FWHM

©

£

3 0,14

0,0 -
—4 -2 0 2 4

z—p

P(x) = P(< x) = %(1 +erf(%)), erf(x) = % /OX e dt
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Schatzmethoden

Suche anhand einer Stichprobe die besten Parameter einer
Verteilung bzw. Funktion

— Anpassung der gesuchten Verteilung/Funktion (Modell) an die
Stichprobe/Messwerte durch Optimierung der Parameter

2 wichtige Verfahren:
» Kleinste-Quadrate-Methode (/east square, LS) Kap. 9.6
» Maximum Likelihood-Methode [ML] — Kap. 18.2.1

™Y <1l
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Anpassung an Daten

Anpassung (fit) einer Modellfunktion f an (Mess-)Daten durch
Optimierung der Modellparameter.

Messwerte: y;(x;) (i=1,---,n)
Modellfunktion: f(x; a1, - ,am )

=a,Modellparameter
— Suche Parameter a, sodass die Abweichungen (Residuen) des Modell

von den Daten moglichst klein sind.
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Kleinste-Quadrate-Methode

— Minimiere die quadratische Abweichungen der Modellfunktion () von
den Daten (y):

N
m|n Z(y, f(xi, ) = moi‘n Z r’(a) = moitn (). (6)
i=1

x2: sum of squared residuals (SSR) / residual sum of squares (RSS)

Beispiele:

» Lineare Anpassung/Regression: Modellfunktion ist linear
(f(x; a, b) = a+ bx) —. Optimale Parameter lassen sich direkt
berechen. (— Kapitel 9.6.1)

» Polynomregression: Modellfunktion ist ein Polynom (— Kapitel
9.6.2)

» Polynomapproximation: Anpassung einer bel. Funktion mit einem
Polynom (— Kapitel 18.2.2)

» Allgemeiner Fall: Nichtlineare Anpassung
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Lineare Regression

Modellfunktion: f(x; a, b) = a+ bx, (x) = 1 DX

mlnx (a)—man(y:—a—bx,) :
i=1

d
0= i = —ZZ(y, —a— bx;)x;

ZX,-y;:bZX, +aZx,-
(xv) = b{x?) + a(x) ]

f—:—zz yi —a— bx;)
Dovi=b) xitay
(y) =b{x) +a (8)

(&h)=(a &3)6) (©)
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Lineare Regression

a = () - bl (10)

b <><<Q>—_<x)>(§;2/> _ covg); ¥) )
Ergebnis:

by _ L cov(x, y)

(Q&(Mm»wwwg (12)
Kovarianz:

cov(x,y) = ((x= 0Ny = ) = Gy + )y) = x(x) =y () = () = (X))

cov(x,y) = 0— (xy) = (x)(y)(unkorreliert)
cov(x,x) = ((x— (x)D) = () — (x)? = o

Kovarianzmatrix:

C(X’y):<cov(x7x) cov(x,y)):< o2 cov(z,y)) (13

cov(y,x) cov(y,y) cov(x, y) oy
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Lineare Regression

Korrelationskoeff. (norm. Kovarianz):

_cov(x,y)
Px,y = \/@
— Correlation.png
Beispiel: 1 § g
(x) =2y > 2, (xy) = 13/3, <X2>:<y2>—14/3
—of = (x*) = ()2 =2/3,07 = (y?) — (x)* = 2/3
cov(x,y) = {xy) — (x){y) = 1/3
b = 1/3/2/3=1/2
a = 2-1/2x2=1
f(x)=x/2+1
_ 3
Pry = \/2/3-2/3_1/2>0
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Lineare Regression

Uber die genaue Bezeichnung und ihre Abkiirzungen gibt es international keine
Einigkeit. Die natiirliche deutsche Abkiirzung fiir die Residuenquadratsumme bzw. die
Summe der (Abweichungs-)Quadrate der Restabweichungen (oder: " Residuen”), ist
SAQRest, oder SQR. Die englische Abkiirzung SSR ist vieldeutig und fiihrt zu
anhaltenden Verwechslungen: Sowohl Sum of Squared Residuals
(Residuenquadratsumme) als auch Sum of Squares due to Regression
(Regressionsquadratsumme) werden als SSR abgekiirzt. Allerdings wird die
Regressionsquadratsumme oft auch als erkldrte Quadratsumme (Sum of Squares
Explained) bezeichnet, deren natiirliche englische Abkiirzung SSE ist. Die
Abkiirzungsproblematik wird dadurch verschirft, dass die Residuenquadratsumme oft
auch als Fehlerquadratsumme (Sum of Squares Error) bezeichnet wird, deren
natiirliche englische Abkiirzung ebenfalls SSE ist (diese Bezeichnung ist besonders
irrefiihrend, da die Fehler und die Residuen unterschiedliche GréBen sind). Des
Weiteren findet sich fiir Residuenquadratsumme ebenfalls die englische Abkiirzung
RSS, statt der Abkiirzung SSR, da statt der Bezeichnung Sum of Squared Residuals,
oft auch die Bezeichnung Residual Sum of Squares verwendet wird. Auch diese
englische Abkiirzung kann mit der Regressionsquadratsumme verwechselt werden, die
im Englischen auch als Regression Sum of Squares bezeichnet, deren natiirliche
englische Abkiirzung auch hier RSS ist.
(https://de.wikipedia.org/wiki/Residuenquadratsumme)
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Lineare Regression

> S — )= 05: sum of squared total (SST) — "gesamte”
Variation

> >(f(xi) = (y))? = o: sum of squares explained (SSE), sum of
squares due to regression (SSR), regression sum of squares (RSS)
— "vorhergesagte” Variation

> >".(f(x;) — yi)?: sum of squared residuals (SSR), residual sum of
squares (RSS), sum of squared errors (SSE) — "restliche” Variation

| SST = SSE + SSR |

Giite der Anpassung: R? = _g_gf_ — 1 (Wieviel der Variationen wird durch

das Model erklart)

Giite der Anpassung: x? — 0 (Wieviel der Variationen bleibt iibrig)

Unsicherheit:

MSE = SSR/(n — p) = SST(1 — R?)/(n — p), p - Anzahl Parameter
b=+MSE /oy

— linreg.py
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Lineare Regression

NumPy:
x.mean(), x.var (), numpy.cov(x,y)
bias - Normierung mit N, statt N-1
— linreg-numpy.py
SciPy:
scipy.stats.linregress()
P intercept: a
slope: b
rvalue: v R2

pvalue: Hypothesentest auf b=0

stderr: op

vVvyyYyyvyy

intercept_stderr: o, (ab SciPy 1.6)
— linreg-scipy.py

S. Gerlach Computerphysik 11



Regression mit Unsicherheiten

Beriicksichtigung von Unsicherheiten:

yi £ oj

X =Y wilyi — f(xi, @)

Gewichtung: w; = 1/0?
Ergebnis (WSSR):

Mo b2 =3 <YI — i,._ bX;>2

(<<kyy>>) B <<i> <<xX2>>> (b)

mit (x) = > ; wix;, etc. (vgl. Mittelwertbildung von diskreten
Verteilungen)
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Polynomregression, Polynomapproximation

> Erweiterung: Anpassung eines Polynoms an Daten:
Buch Kap. 9.6.2
numpy.polyfit
polyreg-numpy.py
polyreg-numpy-interpolation.py
» Anwendung Kleinste-Quadrate: (globale) Ndherung einer
Funktion durch ein Polynom:
Buch Kap. 18.2.2
polyfit.py
polyfit-legendre.py
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Nichtlineare Anpassung

Losung des Optimierungsproblems fiir eine allg. Modellfunktion
mithilfe von Minimierungsmethoden der Linearen Algebra
(— Kapitel 18.2.3)

Idee:

Minimierung durch Anwendung des (mehrdimensionalen)
Newton-Verfahrens auf den Gradienten der Modellfunktion. Bei
Verwendung von x?(a) ergibt sich das GauB-Newton-Verfahren.
Um die Konvergenz zu garantieren, fiilhrt man einen Parameter A
ein und erhilt endlich den Levenberg-Marquardt-Algorithmus.
(— Kapitel 11.3)
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Nichtlineare Anpassung

(Iteratives) Finden von Nullstellen mit dem Newton-Verfahren:

f (xn)
Xp+1 = Xp — f/(X,,)

Mehrdimensionales Newton-Verfahren:

Xpi1 = Xp — J;l(xn)f(x,,)

Jr = (0xf;) - Jacobi-Matrix
bzw. 16se LGS

J(xn)(Xn41 — xn) = —F(x5)

und berechne x,11 = x, + Ax,.
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Nichtlineare Anpassung

Optimierungsaufgabe: Finde Nullstellen der Ableitung von f(x)

Xpi1 = Xp — Jg}(x,,)Vf(x,,)
mit Jyr = Hf = (%) - Hesse-Matrix

bzw.

\ HeAxy, = —Vf(x,)

Wende Newton-Verfahren auf Methode der kleinsten Quadrate an:
Suche Minimum von x?(a):

0= Vax’(a) = 2J7(a) - r(a)

In Newton-Verfahren:

xpi1 = Oy — Je)lcz(an) : VX2((1,,)

Api1 = Op — (J;F . Jr)il : J;r(al‘l) : r(an)

bzw.
(J;F “Jr)Aa, = _J;F(an) -r(ap)
genannt Gauss-Newton
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Nichtlineare Anpassung

Gauss-Newton Verfahren: Keine garantierte Konvergenz (vgl.
Newton-Verfahren)

Losung: erzwinge Abstieg durch Marquardt-Parameter ),

(U Jr + AD) A, = —JF () - r(ey)

A — 0: Gauss-Newton
A = 00! Qpi1 = a, — 7, VX?(x,) Gradientensuchverfahren

D = diag(JT - J) (Levenberg):

(ST I+ A diag(UT - N)Aa, = ST (a) - r(e)
genannt Levenberg-Marquardt-Algorithmus
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Nichtlineare Anpassung - Python

popt, pcov = scipy.optimize.curve fit(f,x,y)
popt - opt. Parameter

pcov - Kovarianzmatrix der Parameter

— nonlin-scipy-curve_fit.py

Parameter:
[ 0.73 0.89321429 —0.12678571]
Kovarianz:
[[ 0.01348572 —0.00821786 0.00105357]
[—0.00821786 0.00577207 —0.00079018]
[ 0.00105357 —0.00079018 0.00011288]]

DO WN

. @sapy
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Nichtlineare Anpassung - Programme

Nichtlineare Anpassung von x-y-Daten mithilfe von Gnuplot:

1 | gnuplot> f(x) = a + b*x + cxx*x

2 | gnuplot> fit f(x) ’'data.dat’ using 1:2 via a, b, ¢

3

4 |iter chisq delta/lim lambda a b c

5 | 0 3.0526400000e+03 0.00e+00 1.15e+01 1.000000e+00 1.000000e+00 1.000000e+00
6 |1 8.5395989215e+00 —3.56e+07 1.15e+00 9.562654e—01 7.937995e—01 —5.543010e—02
7 2 2.2894535222e—02 —3.72e+07 1.15e—01 9.111005e—01 7.828294e—01 —1.125989e—(1L
8 |3 1.2674068032e—02 —8.06e+04 1.15e—02 7.399362e—01 8.869045e—01 —1.259600e—01
9 4 1.2642857154e—02 —2.47e+4+02 1.15e—03 7.300058e—01 8.932106e—01 —1.267852e—(1L
10 |5 1.2642857143e—02 —8.52¢e—05 1.15e—04 7.300000e—01 8.932143e—01 —1.267857e—0Q1
11

12 Final set of parameters Asymptotic Standard Error

13

14 a = 0.73 +/— 0.1161 (15.91%)

15 b = 0.893214 +/— 0.07597 (8.506%)

16 | c = —0.126786 +/— 0.01062 (8.38%)

17
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Nichtlineare Anpassung - Programme

GUI-Programme mit Fitfunktionen: LabPlot, Origin, Igorpro, ...

Edit View Spreadshes

New F30pen.. [

Project Explorer
Search/Fiter
Name
& Project
B Spreadsheet

% Worksheet - Spreadsheet
& Plot - Spreadsheet
Lx

Ly

Ly

w2
vl

£ residuals

£ print..

Worksheet

2 Print Previen

‘o=
Type 1
Project 2
spreadsher 3
Column 4
Worksheet 5
Cartesianp |
ws
s

Axis U
Axis 9
Histogram | 10
XeFcure | 11
Cotumn

cet Analysis

= 2ouble} 1)
0763374
42074
0742914
22809
0773734
13555
069632
18042
057715
038587
oaz7an1

o Windows Tools Setings Help

% Project xplorer 5 Properties xplorer

& Workbook

I Spreadsheet

) Matix (€ Worksheet

°
[

Frequency
2
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< Data:
source: Histogram
Histogram: |2
© Weights:
xeighe No =
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Modet Gaussian (Normal)
A= )
© Parameters: | Name Strtvalue Fixed Lowerlimit U
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3p 00501445 | O
°
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Maximum-Likelihood-Methode

Suche Parameter « einer vermuteten/bekannten Verteilung

f(y; &) anhand einer Stichprobe y; (n unabhingige Messungen).
Maximume-Likelihood: Die besten Parameter ergeben die héchste
Wahrscheinlichkeit die Stichprobe zu erhalten.

Likelihood-Funktion: Datenpunkte unabhangig, d.h.
Wahrscheinlichkeiten multiplizieren sich:

'D:f(YL)Qa- 7}/n:04)—f(}/1,0t) }/nya) ny,, =: L(Oé)
Losung:

oL(a)| ohnL(a)|

aT A = 0 bZW. 870{ R = 0

(Log-Likelihood-Funktion meist einfacher zu berechnen, da
Logarithmus von Produkt = Summe)
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Maximum-Likelihood-Methode - Beispiel (Fische im

Bodensee)

Stichprobe: Einen Tag angeln. Ergebnis: 14 Felchen, 6 Saiblinge.
Likelihood-Funktion (Binomialverteilung):

L(p) = Easlp) = () 412"

n

InL(p) = In <k> +kinp+(n—k)In(1—p)

d !
@'n L(p)lp = =0
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Maximum-Likelihood-Methode - Beispiel (Fische im

Bodensee)

Stichprobe: Einen Tag angeln. Ergebnis: 14 Felchen, 6 Saiblinge.

k
p=—=14/21=70%
n

Maximum Likelihood Schatzer
0.200

— L(p) = Bao,p(14 Felchen)
0.175 4

0.150 4

0.125 4

0.100 4

0.075 4

Likelihood Funktion L(p)

0.050 4

0.025 4

0.000
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Parameter p
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Maximum-Likelihood-Methode - Poissonverteilung

F(kiA) = Ak =

Stichprobe ki, .., k. Likellhood—Funkt|on:
A2 ki
T

InL(A) = (kiln X —In(k!) — \)

L()\) ,,,)\
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Maximum-Likelihood-Methode - Exponentialverteilung

;) =Xxe™ (A>0)
Stichprobe xi,

, Xn. Likelihood-Funktion:
L(X) = Ame™* i

InL(A) =nIn A=A x;

d |
N 1 1
)\: = —
%Zixi (x)
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Maximum-Likelihood-Methode - Normalverteilung

f(x; p,0°%) = e 2\

Stichprobe x, ..., x,. Likelihood-Funktion:

1 1 2
L, 0?) = 5 i)
07 = o
In L(y,02) = —g(ln(Qn) Ino2) § (x — u)?
) , 1 N
@'nL(%U Na=-—32 (xi—i)=0

analog (ai):

1 Z
n =
i
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