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1 Einleitung

Die Computersimulationen von Gitter-Gas Modellen finden zunehmendes Interesse bei
der Erforschung von Nukleations-Phidnomenen. Trotz der starken Vereinfachung kann
man so mit Teilchen, die einen festen Gitterpunkt im Raum besetzen, Effekte simu-
lieren, die den Ergebnissen aus Experiment und Nukleations-Theorie stark dhneln. Es
ist bekannt, dass Nukleations-Theorie, Experimente und Simulationen in quantitativen
Analysen nur bedingt {ibereinstimmen [Kall3, S. 139]. Dennoch koénnen gemeinsame
Gesetzmafigkeiten gefunden werden.

In dieser Arbeit werden das Ising-Modell und ein erweitertes Potts-Modell [DP09] fiir
Systeme aus zwei Komponenten mit Metropolis Monte Carlo untersucht. Dabei kommen
fortgeschrittene Methoden wie transition path sampling und Metadynamik zum Ein-
satz. Uber das Fluktuations-Dissipations-Theorem werden die Aussagen der transition
state theory hergeleitet, womit die Nukleationsraten bereits fiir Systeme mit Moleku-
lardynamik berechnet werden konnten [tWF98]. Dazu wurden die beiden Methoden fiir
die beiden Systeme implementiert.

Beim transition path sampling wurde sich strikt an die in [PC04] vorgeschlagene
Implementation gehalten, wobei dort nur das Ising-Modell untersucht wurde. Um die
Dynamik der Pfade im Zwei-Komponenten-Potts-Modell zu beschreiben, wurde die Ra-
te des Teilchenaustausches, wie in [AP14] vorgeschlagen, an die Diffusionskonstante des
Systems angepasst. Zur Simulation von Nukleation in Gittergasen mit Metadynamik
wurde keine Referenz gefunden. Das Verfahren wurde implementiert und mit bestehen-
den Ergebnissen aus anderen Verfahren (umbrella sampling) verglichen.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Kristallisation aus der Losung mit dem Zwei-Komponenten-
Potts-Modell zu untersuchen. Das Ising-Modell dient dabei als vereinfachtes System, an
dem die Rechenmethoden leichter getestet werden konnen. Des Weiteren sollen Reak-
tionsraten berechnet und nach Effekten des Kristallwachstums aus der Losung gesucht
werden.

In Kapitel 2 wird auf physikalische Grundlagen der klassischen Nukleations-Theorie
und der Kristallisation eingegangen. Kapitel 3 beinhaltet die verwendeten Rechenmetho-
den und Kapitel 4 die Beschreibung der Modelle, die zur Simulation verwendet werden.
In Kapitel 5 werden konkrete Informationen zu den durchgefithrten Simulationen und
die Ergebnisse prasentiert.



2 Grundlagen

2.1 Klassische Nukleations-Theorie

Die Nukleations-Phénomene, die in dieser Arbeit simuliert werden, konnen anschlie-
Bend auf Plausibilitdt gepriift werden, indem sie mit Effekten aus dem Experiment
oder der Nukleations-Theorie verglichen werden. Da die Beschreibung aller Ansétze zur
Nukleations-Theorie jeglichen Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, werden hier nur
die wichtigsten Grundziige der klassischen Nukleations-Theorie erkldrt und dem Leser
bei tieferem Interesse die Referenz [Kall3] empfohlen.

Betrachtet wird ein System aus N Teilchen, in dem zwei Phasen mit Teilchenzahlen
N und N, auftreten. Das System wird stets ins thermodynamische Gleichgewicht stre-
ben, bis schliefslich die Entropie S = S + So maximiert wird, was unter anderem auch
durch Teilchenaustausch zwischen den Phasen erreicht werden kann. Im Gleichgewicht
gilt
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Aus der Grundrelation der Thermodynamik

(1)
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kann nun gefolgert werden, dass
oS 1
oN =T ®)

was bedeutet, dass im Gleichgewicht % = % gelten muss. Da nach Definition die Tem-
peraturen im Gleichgewicht 77 = T3 erfiillen, folgt, dass Teilchen die Phase wechseln
bis p1(p, T) = p2(p,T) gilt. Die Untersuchung des Uberganges zwischen den Phasen
ist Gegenstand dieser Arbeit. In den Simulationen wird die Differenz der chemischen
Potentiale konstant gehalten, wodurch ein Wachstum der energetisch giinstigeren Phase
auftritt. Dieses Wachstum ist jedoch nicht kontinuierlich. Es tritt eine thermodynami-
sche Energiebarriere auf, die das Wachstum einer Phase einschrianken kann. Um dies
einzusehen, muss die Energie der Grenzfliche zwischen den Phasen mit eingebunden
werden.

Besteht noch kein Cluster der neuen Phase in einem System mit N Teilchen, so
ist das thermodynamische Potential G bei konstanter Temperatur 7" und konstantem
Druck p gegeben durch das chemische Potential der Teilchen in der anfénglichen Phase
w1 und der Anzahl der Teilchen Nj:

G1= Ny (4)

Durch die Bildung eines ersten Clusters in der neuen Phase mit Ny Teilchen ergibt sich
eine Anderung um das thermodynamische Potential des Clusters G(N>)

Go = (N1 — N2)u1 + G(N2) (5)

Die Arbeit, die benétigt wird, um das Cluster zu bilden ist schliefslich die Differenz der
thermodynamischen Potentiale des Clusters und der gleichen Anzahl von Teilchen der



anfénglichen Phase.

AG(Ny) = Gy — Gy = G(Ny) — Nopy (6)

Die klassische Nukleations-Theorie nimmt nun an, dass die sich bildenden Cluster
der neuen Phase stets kugelformig sind und eine vom Radius r unabhéngige Oberfla-
chenspannung haben, die dem Wachstum entgegengerichtet ist. Das thermodynamische
Potential G des sich bildenden Keims mit Ny Teilchen in der neuen Phase und der
Oberflachenspannung v > 0 ist

G(N2) = Napg + dmr?y (7)
Eingesetzt in Gleichung (6) folgt nun
AG(Ny) = NoAyi 1 dmr™s ®)

Der Faktor Ap = p; — po wird auch als Ubersittigung bezeichnet. Nun kann man die
Gleichung noch in eine vom Radius des Clusters r abhéngige Form bringen

4 3
AG(r) = g%Au + 4mr?y 9)

wobei vg das Volumen pro Teilchen in der neuen Phase ist. Es ergibt sich eine Bar-
riere in der freien Energie, die fiir das Wachstum der energetisch giinstigeren Phase
iiberschritten werden muss (Abbildung 1).
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Abbildung 1: Freie Energie der Cluster-Bildung aus der klassischen Nukleations-
Theorie fiir verschiedene Ubersittigungen Ap. v = v, = 1.

Das Uberschreiten der Barriere ist ein zufilliger Prozess. Man spricht hier von
Metastabilitdt, da das System sich in einem lokalen energetischen Minimum befin-
det, dieses jedoch getrieben von Fluktuationen verlassen kann. Die Hohe der Barriere
AG = 372, ist dabei Maf fiir die Wahrscheinlichkeit und damit auch fiir die Rate,



21“1 des Nukleations-
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Keims erreicht wird. Eine Beschreibung eines solchen Uberganges liefert die statistische
Physik des Nichtgleichgewichts mit dem Fluktuations-Dissipations-Theorem.

mit der das Maximum der Barriere bei der kritischen Grofe 7o =




2.2 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Man betrachte ein thermodynamisches System, das sich nahe dem Gleichgewicht be-
findet. Nach der Regressions-Hypothese von Lars Onsager (1930) kann man aus dem
zeitlichen Verlauf zuriick ins Gleichgewicht nicht unterscheiden, ob es sich bei dem Nicht-
Gleichgewichts-Zustand um eine zuféllige selbststéndige Fluktuation des Systems oder
um eine durch externe Einfliisse entstandene kurze Stérung des Systems handelt. Die
Relaxation zuriick ins Gleichgewicht folgt in beiden Féllen den selben mikroskopischen
Gesetzmabigkeiten.

Diese Hypothese ist eine Folge aus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem, das die
Briicke zwischen mikroskopischer und makroskopischer Betrachtung von Fluktuationen
schliigt. Betrachtet man eine physikalische Grofe A(t, »V (t), p™V (t)) = A(t) eines ther-
modynamischen Systems mit N Teilchen, das sich zeitlich nach den Gesetzen der Physik
entwickelt, so kann die Relaxation einer Abweichung AA(t) vom Mittelwert (A) durch
die Korrelationsfunktion C(t) beschrieben werden:

AA(t) _ % (10)
AA(0) C(0)
Dabei ist AA(t) = A(t) — (A) die Abweichung vom Gleichgewicht und fiir die Korrela-
tionsfunktion gilt

C(t) = (0A(0)0A(1)) = /drN dp™ f(r™, pM)SA(0, 7 (1), PN (1)) 6 A, 77 (1), PN (1))

mit f(rY, p") als Verteilungsfunktion des Systems auf N Freiheitsgrade fiir Impuls und
Ort.

Eine Anwendung ist die Reaktionskinetik, bei der die makroskopischen Gleichun-
gen fiir Konzentrationen c4(t) und cp(t) von verschiedenen Stoffgruppen (in dieser
Arbeit verschiedene Phasen) A und B mit mikroskopischen Gleichungen in Verbindung
gebracht werden soll. Die phdnomenologischen Gleichungen, in denen bereits die Reak-
tionsraten kg4 von Stoffgruppe A nach Stoffgruppe B und umgekehrt k4p auftreten,
lauten

de
7: = —kpaca(t) + kapes(t) (11)
de
ch = +kpaca(t) — kapes(t) (12)

Wegen Massenerhaltung muss fiir die Konzentrationen c4(t) + cp(t) = konst. gelten.
Im Gleichgewicht muss die Gleichung

—kpa(ca)+kap(cp) =0 (13)
erfiillt sein, woraus <Z'; g = % folgt. Mit einer kleinen Fluktuation als Anfangsbedin-
gung Aca(0) = c4(0) — {ca) ist die Losung der Gleichung (11) gegeben durch

Aca(t) = ca(t) = (ca) = Aca(0) exp { —t ] (14)

Trmn

mit der Relaxationszeit 7'7;% = kap+kpa. Uber das Fluktuations-Dissipations-Theorem
kann nun eine Variable n4(t), die von allen Freiheitsgraden des Systems abhéngt, mit



der makroskopischen Konzentration in Relation gesetzt werden, um so eine Relaxati-
onszeit als Korrelationsfunktion der Fluktuationen én4(t) anzugeben.

ACA(t) _ <(5nA(0)6nA(t)> — ex ;t
Rea0) — (Gna?) P {] (15)

Diese Gleichung bildet die Grundlage der verwendeten Algorithmen zur Berechnung
der Nukleationsraten. Diese werden in Kapitel 3 hergeleitet [Cha87, S. 237 f.].




2.3 Kristallwachstum

Mit dem Potts-Modell wird in dieser Arbeit bei den verwendeten Parametern die Kris-
tallisation aus der Losung eines Zwei-Komponenten-Systems untersucht. Eines der Ma-
terialien nimmt die Rolle des Losungsmittels ein, wiéhrend der Wachstumsprozess der
anderen Komponente untersucht wird. Fiir gewohnlich sind hier Druck, Temperatur
und Konzentrationen die relevanten Grofsen, jedoch hat der Druck geringe Auswirkun-
gen auf den Phasenwechsel zwischen fest und fliissig, weshalb hier Temperatur und
Konzentrationen der Materialien betrachtet werden. Es ergeben sich vom Material ab-
hangige Wertepaare von Temperatur und Konzentration, bei denen keine, nur eine oder
beide Komponenten fest bzw. fliissig sind. [Mul72, S. 104 f.]

Damit Kristallisation eintreten kann, muss zunéchst eine Unterkiihlung (unterschrei-
ten des Gefrierpunkts des entsprechenden Materials) oder Ubersittigung (Erhéhung der
Konzentration iiber den Gefrierpunkt) auftreten. Beim Kristallwachstum wird dann zwi-
schen zwei weiteren Schritten unterschieden. Zum einen die Bildung eines ersten Kris-
tallkeimes (Nukleation) und zum anderen das weitere Wachstum des Kristalls, wobei
die charakteristischen glatten Oberflachen auftreten.

Bei der Bildung des Kristallkeimes spricht man von primérer Nukleation. Das Stich-
wort homogene Nukleation wird verwendet, wenn kein Fremdkorper anwesend ist, der
den Prozess beschleunigt. Der letztere Fall wird als heterogene Nukleation bezeichnet.
Der Begriff sekundére Nukleation wird verwendet, wenn der Nukleations-Prozess durch
Anwesenheit eines bereits vorhandenen Kristalls der betrachteten Substanz beschleunigt
wird.

Das Kristallwachstum (bis zu sichtbaren Gréfenordnungen) tritt ein, wenn die Nukleations-
Barriere bei der Keimbildung iiberschritten wurde. Fiir dieses Wachstum gibt es meh-
rere theoretische Ansétze, die anhand ihrer betrachteten Gréfsen in drei Gruppierungen
unterteilt werden kénnen.

Oberflichenenergien: Kristalle wachsen in einer Form, in der die Oberflachenenergie
minimiert wird.

Adsorptions-Schicht: Kristallwachstum tritt nur schichtweise auf, d.h. die Schichten
wachsen nacheinander.

Diffusion: Teilchen treffen mit einer Diffusionsrate, die proportional zum Konzentra-
tionsgefille zwischen der Kristallfliche und der Losung ist, auf den Kristall.

Bei der Adsorptions-Schichten Theorie wird angenommen, dass, wenn ein neues
Teilchen auf die flache Kristalloberflache gelangt, dieses dort umherwandern oder den
Kristall verlassen kann. Treffen mehrere solcher Teilchen aufeinander so muss die gebil-
dete Insel mit einer Schichtdicke von einem Teilchen eine kritische Groéfse erreichen, bis
der Kristall um eine Schicht weiter wachsen kann. Dies kann auch als ein zweidimensio-
naler Nukleations-Effekt beschrieben werden [Mul72, S. 136 f.]. Dieses Phénomen wird
bei der Untersuchung des Potts-Modells auftauchen.
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3 Rechenmethoden

3.1 Monte Carlo-Methode

Die standard Monte Carlo-Methode kommt unter anderem in der statistischen Physik
zum Einsatz, wenn die Systemeigenschaften (Hamiltonfunktion H, Dimension, Rand-
wertbedingungen etc.) eine analytische Losung entweder unmoglich machen, oder nu-
merische Verfahren aufgrund hoher Teilchenzahl N mit zu hohem Rechenaufwand ver-
bunden waren. Im Folgenden wird die Methode allgemein fiir ein klassisches System aus
N Teilchen mit jeweils drei Ort und Impulskoordinaten erklért.

Die hochdimensionalen Integrale, die in der statistischen Physik gelost werden miis-
sen, haben die Form von Erwartungswerten physikalischer Observablen A:

_ [ dp*N dr3N A(r, p) exp[—BH(r, p)]

(A) [ dp3N dr3N exp|-BH (7, p)]

(16)

Hier ist § = kI%T mit T als Temperatur, kg als Boltzmann-Konstante und (r, p) €
RSN ein Punkt im Phasenraum. In dieser Arbeit wird die Methode nach Metropolis
[MAR 53] verwendet, die nun kurz erldutert wird.

Die Gleichung (16) ist gelost, wenn das Verhéltnis der beiden Integrale im Zéhler
und Nenner bekannt ist. Der Nenner heifst Zustandssumme

Z= / dp*N dr3N expl—BH (r, p)] (17)

und die Wahrscheinlichkeitsdichte n(r, p), das System in einer Konfiguration in einem
infinitesimalen Volumenelement um (7, p) zu finden ist
exp[—BH(r,p
n(r,p) = oxp|~fH(r.p)] Z 2] (18)
Die Grundidee der Monte Carlo Methode ist, Punkte im Phasenraum zu erzeugen,
deren Dichte der Verteilungsfunktion des Systems entspricht. Dann kann der Erwar-
tungswert aus Gleichung (16) bei L erzeugten Punkten iiber

il

1 L
(A) ~ _ZA(ri,pi) : (19)

berechnet werden. Man startet nun bei einem beliebigen Punkt im Phasenraum und er-
zeugt schrittweise neue Konfigurationen, die entweder anerkannt oder abgelehnt werden.
Wird die Konfiguration abgelehnt, so wird vom vorherigen Punkt aus erneut versucht,
eine neue Konfiguration zu finden. Wenn eine Konfiguration anerkannt wurde, so wird
von dieser aus ein neuer Schritt vorgeschlagen. Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein neuer
Schritt anerkannt oder abgelehnt wird, muss nun so gewahlt werden, dass die Verteilung
der Punkte am Ende die gewiinschten Eigenschaften aufweist.

Der Algorithmus, mit dem die Punkte erzeugt werden, muss die detailed balance-
Bedingung erfiillen. Um die Notwendigkeit dieser Bedingung einzusehen, stelle man
sich die fertige Wahrscheinlichkeitsverteilung bei einer ausreichend hohen Anzahl von
erzeugten Punkten vor, die bereits der analytischen Lésung des Problems geniigt.
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Wiirde man von jedem dieser erzeugten Punkte aus mehrere neue Konfigurationen
erzeugen, so miisste man Wahrscheinlichkeiten angeben, wie die neu erzeugten Konfi-
gurationen aus dem jeweiligen Punkt hervorgehen, sodass sich die gesamte Wahrschein-
lichkeitsverteilung (equilibrium distribution) nicht &ndert. Dazu muss die Wahrschein-
lichkeit n(r;, p;), an der Stelle (r;, p;) zu sein, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit,
von (7, p;) einen Schritt nach (r;,p;) zu machen, 7((r;,p;) — (7;,Pp;)), gleich dem
umgekehrten Schritt sein:

n(ri, p)w((ri, p;) = (r5,p;)) = n(rj,p;)w((r;, p;) = (ri,p;)) (20)

Ein Algorithmus, der diese Gleichung erfiillt, wird bei ausreichender Rechenzeit ge-

gen eine Gleichgewichtsverteilung konvergieren. Man kann die Wahrscheinlichkeit einen
Schritt durchzufiihren 7((r;, p;) — (r;,p;)) aufteilen in das Produkt

m((ri,p;) = (r5,p5)) = al(ri, p;) = (r5,p;)) - ace((ri, p;) — (r5,p;5)), (21)
wobei a((ri, p;) = (r;,p;)) die Wahrscheinlichkeit ist, von der Konfiguration i aus die
Konfiguration j zu erzeugen und acc((r;, p;) — (7, p;)) die Wahrscheinlichkeit, diesen
Schritt zu akzeptieren.

Die Wahrscheinlichkeiten, Punkte zu erzeugen, werden im Schema nach Metropolis
symmetrisch gewahlt, d.h.

a((riapi) - (rjapj)) = a((rjapj) - (rhpz))

Damit kann man die Gleichung (20) wie folgt umschreiben:

n(ri, p;) - acc((ri, p;) = (r5,p;)) = n(r;,p;) -acc((rj,p;) = (ri,p;))  (22)

Will man diese Regel nun Anwenden, so geht man wie folgt vor:

1. Starte bei einer Konfiguration 4.
2. Schlage eine zuféllige neue Konfiguration j vor (Symmetrie von a!).

3. Akzeptiere die neue Konfiguration mit der Wahrscheinlichkeit
p = exp[-B(H(r;,p;) — H(ri,p;))], falls p < 1 und sonst immer.

4. Starte bei 2. erneut. Wenn j akzeptiert wurde, wird die Konfiguration j zu ¢, sonst
wird von der alten Konfiguration i aus ein neuer Schritt erzeugt.

5. Das Ende ist erreicht, wenn das Verfahren ausreichend konvergiert ist, d.h. wenn
sich die Zustandsdichte bei weiterer Durchfiihrung nicht mehr dndert.

In dieser Arbeit wird die Erzeugung der Schritte dynamisch interpretiert. Es ergibt
sich die Bewegung eines random walkers, dessen Weg auch als Losung der Langevin-
Gleichung angesehen werden kann, wenn die Dadmpfung des Systems sehr hoch ist.
[NCKO00]

Weitere Informationen zu Monte Carlo-Verfahren sind unter der verwendeten Refe-
renz [FS02, S. 23 f.] zu finden.
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3.2 Transition path ensemble

Mit iiblichen Simulationsmethoden wie Monte Carlo oder Molekulardynamik scheint
die Untersuchung von seltenen Ereignissen (rare events), wie dem Uberschreiten einer
hohen Barriere in der freien Energie, eine duflerst aufwendige Aufgabe zu sein. Es wird
gewaltiger Rechenaufwand betrieben, bei dem sich das System grofiteils nur im metasta-
bilen Zustand befindet. Dieser Umstand wird beim transition path sampling [DBG02,
S. 1 ff.] umgangen.

Diese Methode kann auf Systeme mit einer Dynamik nach den Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen, Monte Carlo-Schrittdynamik oder Markov Prozesse angewandt wer-
den. Ein Pfad 2(T) = {xo, zA¢t, T2At - - - &7} im Phasenraum mit der Dauer 7, der durch
einen Zeitschritt der Dauer At in L = T /At + 1 Zwischenschritte unterteilt ist, tritt
bei einer Simulation mit der Wahrscheinlichkeit

T/At—1

Pla(T)] =plxo) [[ p(@iar— zainar) (24)
1=0

auf. Dabei ist p(z¢) die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Startpunkte, die der Gleich-
gewichtsverteilung des Systems (bei kanonischem Ensemble p(zg) o exp[—B8H (z0)])
entspricht, und p(z;a: — Z(i+1)a¢) die Wahrscheinlichkeit, dass das System wenn es
zur Zeit 1At am Ort x;a¢ ist, im Zeitintervall At zum Ort z(;41)a; propagiert.

Stellt man sich nun ein eindimensionales Problem vor, bei dem eine hohe Barriere
an freier Energie iiberschritten werden muss, und bei dem speziell der Ablauf eines
solchen Ubergangs untersucht werden soll, so bendtigt man reaktive Pfade. Diese sollen
also bei zo auf der einen Seite der Barriere (Bereich A) sein und mit dem Endpunkt
x7 auf der anderen Seite (Bereich B). Diese Einschrinkung wird durch Einfiihrung der
charakteristischen Funktionen der Bereiche A und B erreicht.

1 ,z€eA 1 ,x€eB

ha(z) = o hp(r) = (25)
0 ,z¢A 0 ,z¢B

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines reaktiven Pfades (von A nach B) ist

Pasla(7)] = AL (o) (26)

mit Z4p[T] als Normierung der reaktiven Pfade.
ZanlT] = [ D(T) ha(an) PIa(T () 2

Bei der Notation fiir das Integral [ Dz(T) wird iiber alle Pfade (7" integriert. Durch
Gleichung (26) wird das in richtiger Weise gewichtete transition path ensemble definiert.
Nur Pfade, die A und B verbinden, treten auf und haben eine relative Haufigkeit, die
durch die in P[z(7)] enthaltenen Systemeigenschaften bestimmt ist.

Die geometrische Gestalt der Mengen A und B im Phasenraum des Systems ist noch
zu definieren. Hier hat man einige Freiheiten, wobei es auch wichtige Regeln gibt, die zu
beachten sind. Die Mengen miissen jeweils ein anderes lokales Minimum im Potential
enthalten, und dieses weitrdumig umschliefsen, sodass kleine Fluktuationen aus dem

13



Minimum heraus immer noch in der entsprechenden Menge liegen. Punkte, die in A
liegen, diirfen durch die Dynamik des Systems als ihr wahrscheinlichstes Ziel nicht das
Minimum in der Menge B haben. Sonst wiirden eventuell nicht-reaktive Trajektorien
akzeptiert werden.
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3.3 Transition path sampling

Das Verfahren, mit dem reaktive Pfade erzeugt werden, die der Verteilung von Pfaden
(26) gentigen, ist dem Monte Carlo-Algorithmus aus Kapitel 3.1 sehr &hnlich. Es wird ein
random walk im Raum der Trajektorien durchgefiihrt, wobei hier auch jeder Schritt mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit akzeptiert wird oder nicht (importance sampling).

Gegeben sei eine alte (o—old) reaktive Trajektorie x(°)[T]. Aus dieser wird ein neuer
(n=new) Pfad z(™(T) erzeugt. Dieser neue Pfad wird mit einer Wahrscheinlichkeit
akzeptiert, die eine detailed balance-Bedingung im Raum der Trajektorien erfiillt. Die
Begriindung ist dieselbe wie bei Gleichung (20), nur mit Pfaden statt Punkten im
jeweiligen Raum.

Pap[e(T)]ale(T) = 2"(T)] = Papla™ (Tale™(T) » «(T)]  (28)

Hier ist 7[z(®)(T) — 2™ (T)] die Wahrscheinlichkeit, vom Pfad 2(°) zu starten, und
im n#chsten Schritt den Pfad 2(™) akzeptiert zu haben. Diese Wahrscheinlichkeit kann
wieder als Produkt aus der Wahrscheinlichkeit P, [z(®)(T) — 2™ (T)], einen Pfad
zu erzeugen, und der Wahrscheinlichkeit Ppe.[z(?)(T) — 2(™)(T)], diesen Schritt zum
neuen Pfad zu akzeptieren, geschrieben werden.

w2 (T) = 2" (T)] = Poenla(T) = #(T)] X Pacel2'”(T) = 2™(T)] (29)

Die detailed balance-Bedingung liefert nun ein Verhéltnis, das fiir die Akzeptanzwahr-
scheinlichkeiten gelten muss.

Pacela'(T) = 2N(T)] _ Paple™ (T Pyen[z™(T) = 2)(T)]
Pocele™(T) = aO(T)] — Paplal®(T)]|Pyen[2)(T) — =) (T)]

Und analog zur Monte Calro-Methode kann mit der Metropolis-Regel eine Wahrschein-
lichkeit fiir die Akzeptanz von dem altem zum neuen Pfad angegeben werden.

(30)

Pacc[x(o) (T) _> x(n) (T)] — min (1 PAB[LE(R) (T)]Pgen[x(n) (T) - I‘(O) (T)]) (31)

" Pap[z O (T)|Pyen[z)(T) = (T

Der alte Pfad war bereits als reaktiv vorausgesetzt, d.h. er erfiillt hA(x(()o)) =1 und

hB(x(;)) = 1. Damit kann die Bedingung (31) in Abhéngigkeit von der Verteilung
nicht-reaktiver Pfade angegeben werden.

Pocel(T) = 2™(T)] = ha(a{")hp($)

Pla™) (T)] Pyen[z™ (T) — x(°)(T)]>
Pz (T)| Pyen[#©)(T) — 200 (T)]

X min (1, (32)

Hier sind xg") und x%? ) Anfangs- und Endpunkt der neuen Trajektorie. Wie in der

Monte Carlo-Methode fiir den Zustandsraum koénnen auch hier Barrieren im Raum der
Trajektorien iberschritten werden, da Pfade von geringerem statistischen Gewicht auch
anerkannt werden kénnen. Die Anwendung der Akzeptanzregel ist analog zu Kapitel 3.1,
nur mit Pfaden statt Punkten.

15



Die Methoden zur Erzeugung der Pfade kénnen in zwei Gruppen unterteilt werden.
Beim shifting werden Anfangs- und Endzeitpunkt in der Zeit verschoben und das Sys-
tem entsprechend in der Zeit weiter entwickelt und beim shooting werden von einem
zufilligen Zeitschritt entlang des alten Pfades aus eine neue Trajektorie erzeugt (bei
deterministischer Dynamik &ndert man auch die Impulse in entsprechendem Mag).

Da in dieser Arbeit nur shooting moves verwendet werden, und die Dynamik des
Systems stets der random walk einer Monte Carlo-Simulation ist, wird hier nur dieser
spezielle Fall geschildert. Eine genaue Beschreibung der anderen Methoden, z.B. bei
deterministischer Dynamik, ist jedoch in [DBGO02, S. 15 f.| zu finden.

Ein shooting move beinhaltet die Auswahl eines Punktes mg,o) auf der gegebenen
Trajektorie z(°)(T). Durch die Eigenschaften des random walkers muss dieser Punkt
im Phasenraum nicht geéindert werden, um eine neue Trajektorie 2(™) (7)) zu erhalten,
wenn das System von t’ aus 1n der Zeit nach vorne zu t = 7 und nach hinten zu t = 0
propagiert. Daher kann man J}t/ " — zg, setzen.

Die Wahrscheinlichkeit den neuen Pfad zu erzeugen ist das Produkt der Wahrschein-

lichkeiten fiir jeden Zeitschritt vorwéarts und riickwérts.

T/At—1 t' /At
Pyen[z)(T) = 2™(T)] = H pleix, — I(1+1)At H plein, = m(i)l)At] (33)
i=t' /At

Fiir die detailed balance-Bedingung wird auch die umgekehrte Wahrscheinlichkeit be-
notigt. Aus dem neuen Pfad erzeugt man den alten Pfad mit der Wahrscheinlichkeit

T/At—1 t' /At
Pyenle™(T) = 2@ (T = [ pleid, = 21 a0 ¥ H PRy = a1 - (34)
i=t' /At

Dies wird in Gleichung (32) eingesetzt, und schrittweise die Akzeptanzwahrschein-
lichkeit fiir einen shooting move in einem System, bei dem die Pfade selbst auch durch
Monte Carlo-Dynamik entwickelt werden, berechnet.

Pl (T)| Pyenlz™ (T) — 2N(T)] _
PlzO(T)|Pyen[2)(T) — (T
) 1

)\ T/A n n T/At— o o "IA o
(a:é /ﬁ pla EA)t — szJ)rl)At] /ﬁ ' pla z('A)t - szJ)r1)At] tl/—[t plz EA)t = xgz) 1)At]
o (o (o n n) n) =
p(ﬂcé ) =0 plr zA)t —>x(1,-)',-1)At] i—v/ae Plz EA)t —>sz—i)-1)Af] -1 plz §At _“ng Hadl
A
p(ac(() )) ' /ﬁ ' ple ig.)t - xézﬁ)—l)At]p[ Ef—)&-l)At - fﬁfZ)A

(35)

plzg”) o p[wélﬁl) = s, — xé:-)&-l)At]

Da p(z) eine Gleichgewichts-Verteilung ist, und diese bei der Monte Carlo-Dynamik
erhalten bleibt, kénnen die Verhiltnisse der Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
verschiedenen Zeitpunkten entlang des Pfades iiber Mikroreversibilitdt in Verbindung
gebracht werden. Unter dieser Annahme gilt

Pl = 2i7)n) _ P(r)ar) Pl = 5] () (36)
Pl = ab] ol T plal? 52N el
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wodurch sich die Akzeptanzwahrscheinlichkeit (32) mit der bereits vorausgesetzten An-
nahme, dass sich die Pfade bei t'/At schneiden, erheblich vereinfacht. Die Minimums-
funktion min(...) kiirzt sich vollstdndig heraus und es bleibt

Pocel#(T) = 20(T)] = ha(z{)hp (=) . (37)

Wird als Dynamik des Systems der random walker einer Monte Carlo-Simulation an-
genommen, so kann bei der Erzeugung des jeweils neuen Pfades ein zufélliger Punkt
auf dem alten Pfad bestimmt werden, und von diesem aus der neue Pfad entwickelt
werden. Das Entwickeln beinhaltet schlieflich die Monte Carlo-Simulation zweimal fiir
die entsprechende Anzahl von Schritten auszufiihren. Liegen Anfangs- und Endpunkt
in den Bereichen A und B, so wird der neue Pfad akzeptiert und von diesem ein neu-
er Punkt bestimmt. Beim zeitlichen entwickeln der Pfade muss dabei nicht zwischen
vorwérts und riickwéirts unterschieden werden, da die Monte Carlo-Simulation ohnehin
keine Zeitrichtung hat.

Die so erzeugten Pfade folgen der Verteilungsfunktion fiir reaktive Pfade (26). Wel-
chen reaktiven Pfad man nun als ersten Pfad in den oben beschriebenen Algorithmus
einsetzt ist unwichtig, da das System eigenstidndig in das Gebiet des Trajektorienraums
relaxiert, in dem sich Pfade mit verhéltnisméafig hoher Wahrscheinlichkeit befinden
[DBGO2, S. 1 fI.].

Reaktionskoordinaten

Systeme mit hoher Anzahl von Freiheitsgraden, was bei mikroskopischen Simulatio-
nen oftmals der Fall ist, konnen nicht in ihrer vollen Dimension veranschaulicht werden.
Man benétigt Reaktionskoordinaten, die sich aus den mikroskopischen Zustdnden ein-
deutig ergeben, und den untersuchten Sachverhalt ausreichend beschreiben.

Anhand dieser Groken kénnen die Bereiche A und B beim transition path sampling
festgelegt und die charakteristischen Funktionen (Gleichung (25)) bestimmt werden. Um
zu entscheiden ob ein Pfad in A oder B ist, miissen die Reaktionskoordinaten entlang
der Trajektorie berechnet werden. So kénnen die Pfade durch den hochdimensionalen
Phasenraum eines thermodynamischen Systems auf wenige Reaktionskoordinaten her-
unter projiziert und veranschaulicht werden. Durch weitere Untersuchung der Pfade
erhofft man sich Erkenntnis iiber die zugrunde liegenden Reaktionsmechanismen.

Commitor function

FEine wichtige Grofle, die beim transition path sampling untersucht wird, ist die
commitor function. Diese ist eine Funktion von den Reaktionskoordinaten und gibt an,
wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, von einem gewissen Punkt im Reaktionsraum (auf-
gespannt von Reaktionskoordinaten) zu Bereich B zu gelangen. Besonders interessant
sind Reaktionskoordinaten, bei denen die commitor function den Wert p = 0.5 annimmt.
Diese Stellen sind meist auf lokalen Maxima in der freien Energie und schliefilich der
Punkt, bei dem das System entweder reagiert oder nicht, und deshalb von besonderem
Interesse bei der Untersuchung von Reaktionen.

Die commitor function kann aus den reaktiven Pfaden berechnet werden, indem
von jedem Zwischenschritt eines Pfades aus eine grofse Anzahl von shooting moves
durchgefiihrt wird und dabei gezéhlt wird, wie oft das System nach A oder B propagiert.
Dies wiederholt man fiir alle reaktiven Pfade.

17



Man kann auflerdem anhand der Form der commitor function bewerten, wie gut
die Reaktionskoordinate gewahlt war und ob entlang dieser Reaktionskoordinate eine
Barriere in der freien Energie ist, oder nicht. Liegt keine freie Energiebarriere vor, so ist
die Reaktionskoordinate irrelevant bei der Aktivierung der Reaktion, also dem Verlassen
von Bereich A und Propagieren zu Bereich B [DBGO02, S. 65 f.].
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3.4 Metadynamik

In der Nukleations-Theorie (Kapitel 2.1) stellte sich bereits heraus, dass bei Nukleations-
Phénomenen eine Barriere der freien Energie iiberschritten werden muss. Die Berech-
nung der freien Energie eines Systems, bei dem diese Barriere hoch ist, kann sich jedoch
als duferst rechenaufwindig herausstellen. In dieser Arbeit wurde die Metadynamik
gewdhlt, um diesen Aufwand zu umgehen [LP06]. Es folgt eine kurze Beschreibung der
Methode, die in Molekulardynamik und Monte Carlo-Simulationen angewendet werden
kann, jedoch hier nur fiir die verwendete Monte Carlo-Simulation beschrieben wird.

Gegeben sei eine Hamilton-Funktion H(xz), nach der sich ein thermodynamisches
System im Phasenraum bewegt. Gesucht ist die freie Energie des Systems F'(s) in Ab-
hiingigkeit von d Reaktionskoordinaten s(x) € R? die sich aus den mikroskopischen
Zusténden x berechnen lassen. Die Gleichgewichtsverteilung des Systems ist in diesem
Fall gegeben durch
_ exp(—BF(s))

J ds exp(=BF(s))

P(s) (38)

und die freie Energie ist

F(s) = —n ( [ ds exp(-pH s - s<x>>) (39)

Eine Metropolis Monte Carlo-Simulation wiirde sehr lange in metastabilen Zustéan-
den bleiben. Um den Weg iiber freie Energiebarrieren nun zu vereinfachen werden nach
jedem Monte Carlo-Schritt die Reaktionskoordinaten s(z) der aktuellen Position x be-
rechnet und dort ein kleines repulsives Potential addiert. Dadurch wird die Hamilton-
funktion Hypetq (s(2x,t)) abhingig von Zeit und Vergangenheit des random walkers, wobei
mit Zeit ¢ € N die Anzahl der bereits durchgefiihrten Monte Carlo-Schritte gemeint ist.

2
Hunera(5(2,1)) = Hera(s(z,t — 1)) +w > exp ("""“”‘”“') (40)
t <t 7

Der erste Wert dieser gestorten neuen Gesamtenergie ist der ungestorte Fall Hperq(s(2,0)) =
H(s(z)). Die Breite o< 1/0 und die Héhe w der Gauf-Glocken werden klein gewéhlt,
wodurch der Fehler verringert wird, aber auch die Rechenzeit steigt. Wird nun diese
modifizierte Hamilton-Funktion fiir die einzelnen Schritte der Monte Carlo-Simulation
bei dem Metropolis-Kriterium zur Akzeptanz von Schritten verwendet, so wird der ran-
dom walker dadurch aus lokalen Minima gehoben. Die Landschaft der freien Energie
wird dabei aufgefiillt wie eine Form bei der Giefstechnik, wobei der random walker stets
an der Oberflache schwimmt. Nach einigen Schritten haben die vielen Gaufs-Glocken die
gesamte Landschaft iiberdeckt. Dann ergibt sich die freie Energie bis auf eine additive
Konstante aus der negativen Summe der iiber die Zeit addierten externen Potentiale.

Foials) == 3 exp (22200 )

g
t<=t'

Eine Illustration ist in Abbildung 2 dargestellt. Das Verfahren kann einfach parallelisiert
ablaufen, da die Systeme auf jedem der parallel rechnenden Kerne sich frei entwickeln
kénnen und nur die gemeinsame Vergangenheit der Wege aller random walker gespei-
chert und an jeden Rechnerkern geschickt werden muss.
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Abbildung 2: Berechnung des unbekannten Potentials V(z) mit Metadynamik. Die
Zahlen stehen fiir die Anzahl der bereits durchgefithrten Schritte. Das System spiirt das
modifizierte Potential, das stets durch die héchste gezeichnete Linie gegeben ist. Aus
[LP06, S. 288].
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3.5 Berechnung von Reaktionsraten

Nukleation ist ein aktivierter Prozess ist. Sobald die Energiebarriere iiberschritten ist,
tritt Wachstum bis zum Gleichgewicht ein. Deshalb wurde zur Berechnung der Reak-
tionsraten die transition state theory und das transition interface sampling gewé&hlt.
Die Einheit der Reaktionsraten ist die mittlere Anzahl von Clustern, die die Barriere
iiberschreiten, pro Zeit und Gesamtanzahl von Teilchen in der Simulation. Die Zeit wird
in Monte Carlo-Schritten gemessen, wobei die Ubertragung auf echte Zeiteinheiten nur
durch Anpassung an das Experiment moglich ist. Es folgt eine Herleitung der Reakti-
onsrate nach der transition state theory aus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem.
Dabei wird nicht jeder Schritt explizit ausgefiihrt, weshalb dem interessierten Leser die
Quelle [Cha87, S. 242 f.] zu empfehlen ist.

In der transition state theory wird angenommen, dass das System sich entsprechend
der statistischen Verteilungsfunktion verhilt. Aufierdem wird vorausgesetzt, dass jedes
Cluster, das das Maximum der Energiebarriere erreicht, kontinuierlich weiter wéchst.
Beim Fluktuations-Dissipations-Theorem in Gleichung (15) wird daher als Reaktions-
koordinate die Clustergrofse n(t) (Anzahl der Teilchen) und als mikroskopische Variable
na(t) bzw. np(t) die charakteristischen Funktionen

na(t) =0(n" —n(t)) und np(t) =0(n(t) —n"), (42)

durch die mit der kritischen Clustergréfe n* entschieden wird, auf welcher Seite der
Barriere sich das Cluster zur Zeit ¢ befindet (6 ist die Heaviside-Funktion). Die makro-
skopische Variable, zu der iiber das Fluktuations-Dissipations-Theorem eine Verbindung
hergestellt wird, ist die Wahrscheinlichkeit P4, das System im metastabilen Zustand
n(t) < n* zu finden. Die Abweichung vom Gleichgewicht AP4(t) soll die phénomenolo-
gische Gleichung

APA(t) = APA(0) exp (-i) (43)

erfiillen. Nach dem Fluktuations-Dissipations-Theorem gilt dann

) _ (Ana@Ana®) _ (6" = n(0)o(m" = n(®))) — (" =)’
o (-) = Sanon (O(n — ) (6(n — ")) -4y

Bei den Gleichgewichtsmittelungen, bei denen die Zeit ¢ keine Rolle spielt, kann das
Argument der Clustergrofie (n(t)) = (n) vernachléssigt werden. Diese Gleichung wird
nun nach der Zeit abgeleitet, wodurch die Relaxationszeit 7 den Wechsel zur Einheit
einer Rate bewirkt.

1 t (0(n* —n(0))8(n* —n(t)))
——exp|— ) = " . (45)
T ( ) (0(n* —n)) (0(n —n*))
Hier kann man die Zeitableitung auf die andere Heaviside-Funktion Ubertragen.
(O(n* = n(0))0(n* = n(1)) = = (B(n* = n(0)8(n* - n(t))) (46)
Fiir die Zeitableitung der Theta-Funktion wird die Delta-Funktion verwendet.
(" = n(0) = =A(0)(n(0) — ) (47)
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Nutzt man nun noch aus, dass die charakteristischen Funktionen direkt aneinander
anschliefen, d.h. O(n(t) —n*) = 1 —60(n* —n(t)), und dass die Geschwindigkeit 7(¢) eine
ungerade Funktion ist, woraus (n(0)§(n(0) —n*)-1) = 0 folgt, da die Verteilung der
Geschwindigkeit eine gerade Funktion und unkorreliert mit den Konfigurationen ist, so

L (Lt _ (a(0)3(n(0) = n7)0(n(t) —n*))
T p( ) O —n) (0(n —n7))

Nachdem sich das Vorzeichen nun drei mal geéindert hat, sind beide Seiten der Gleichung
positiv. Diese Gleichung ist jedoch nicht fiir alle Zeiten korrekt. Auf der rechten Seite
steht ein durchschnittlicher Fluss durch die Flache n = n* von Trajektorien, die in
Bereich B enden. Fiir sehr grofie Zeiten wird erwartet, dass sich das System wie die
Exponentialfunktion auf der linken Seite verhélt. Das phdnomenologische Gesetz auf der
linken Seite umfasst jedoch keine kurzzeitigen Relaxationseffekte, die auf molekularen
Zeitskalen auftreten und unter die auch der Nukleationsprozess fallt.

Fiir den Zeitbereich At zwischen mikroskopischer und makroskopischer Relaxation
wird exp(—At/7) ~ 1 angenommen und es folgt

erhalt man

(48)

L _ (n(0)6(n(0) = n*)0(n(At) — n*))

- = " " (49)
T (0(n* —n)) (O(n —n*))
und da % =ka_p + kp_ 4 gilt, folgt nun fiir die Rate in eine Richtung
(7(0)0(n(0) = n*)0(n(At) — n™))
k At) = . 50
A8 B —m) 0
Den Ubergang zur in der transition state theory verwendeten Reaktionsrate kf‘iTB

erhilt man nun durch Bildung des Limes fiir At — 0%.

Der erste Faktor ist die durchschnittliche Geschwindigkeit beim Maximum der Barriere,
die aus dem transition path ensemble berechnet werden kann, und der zweite Faktor die
Wahrscheinlichkeit, die Spitze der Barriere aus dem metastabilen Zustand im Bereich
n < n* heraus zu erreichen.

Liegt die freie Energie F'(n) in abhéngigkeit der passenden Reaktionskoordinate vor,

so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit im zweiten Faktor durch
ey = i) (52
n*—mn n
> exp(—=fF(n))

n=0

Die freie Energie wird in dieser Arbeit aus der Metadynamik berechnet. Die in
Gleichung (51) angegebene Reaktionsrate iiberschitzt jedoch die korrekte Reaktions-
rate, wenn ein System vorliegt, bei dem Trajektorien die Grenzfliche n = n* mehr-
fach durchqueren konnen. Hier fithrt man eine dynamische Korrektur durch, indem der
Transmissionskoeffizient x € (0,1) eingefiihrt wird.

kasp =r-ki%p (53)
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Die Auswahl der Grenzfliche n = n* (sowie der Reaktionskoordinate selbst) hat
ebenfalls Einfluss auf die Werte von x und k%°%;. Im Idealfall ist x sehr nah bei 1
und die transition state theory nahezu korrekt. Die Variation der Grenzflache bildet die
Grundlage der variational transition state theory, die hier jedoch nicht durchgefiihrt
wird.

Der Transmissionskoeflizient x soll beschreiben, wie schnell das System die Grenz-

fliche in Richtung B verlasst und wird iiber

(n(0)6(n(t) —n*))
(n(0)6(1(0)))

berechnet. In einer Simulation erhélt man diese Mittelwerte, indem man iiber Pfade

k(t) =

(54)

mittelt, die bei ¢ = 0 von der Grenzfliche aus starten. Im zeitlichen Verlauf von «(¢)
wird sich nach einer mikroskopischen Relaxationszeit ein Plateau ausbilden, das als die
dynamische Korrektur der transition state theory verwendet wird. [PCO04]

Ein weiterer Ansatz, mit dem Reaktionsraten berechnet werden koénnen, ist das
transition interface sampling [VEMBO03|. Hierbei wird der relevante Wertebereich in
den Reaktionskoordinaten von m Flachen zerteilt. Im eindimensionalen Fall der Clus-
tergrofe n sei eine Zerteilung des Gebietes {iber die Barriere hinweg bei den Werten
n=mng<n; <...ny, gegeben. Von jeder Fliche aus werden viele Trajektorien gestar-
tet, und die bedingte Wahrscheinlichkeit p(n; — n;y1|n;) berechnet, eine Schicht weiter
zu gelangen. Nach diesem Ansatz ist die Reaktionsrate

Kilp = m gp(ni — niy1lng) (55)

wobei der durchschnittliche Wahrscheinlichkeitsfluss (¢y,,) durch die erste Flache direkt
aus dem transition path ensemble berechnet werden kann, indem die Geschwindigkeiten
der Pfade bei der Grenzfliche n = ng gemittelt werden.

Das Produkt gibt schliefslich die Wahrscheinlichkeit an, von einer gewissen Cluster-
grofle n; aus weiter zu wachsen. Diese Wahrscheinlichkeit ist jedoch durch die commitor
function pg(n) aus dem transition path sampling bereits berechnet worden. Denn es
gilt, falls fiir jede Clustergrofe n eine Grenzfliche aufgestellt wird und Bereich B bei
Grenzflache n,,, beginnt,

pe(n) =[] p(ni = nialni) - (56)

i=n
Daher wird in dieser Arbeit dieser Wert statt des Produkts verwendet. Die genaue
Durchfiihrung wird in Kapitel 5 beschrieben.
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4 Modellierung der Systeme

In dieser Arbeit werden zwei Modellsysteme simuliert. Zum einen wird die Nukleation
beim Phaseniibergang Gas—Fliissigkeit mit dem Ising-Modell untersucht, wie es be-
reits in [PCO04] durchgefiihrt wurde. Zusétzlich werden hier die Reaktionsraten nach der
transition state theory berechnet. Aufserdem werden die Entmischung und die Kristal-
lisation aus der Losung untersucht, indem ein erweitertes Potts-Gittergas-Modell fiir
Zwei-Komponenten-Systeme [DP09] implementiert wird. Die beiden Systeme werden in
diesem Kapitel erklért, wobei die Grunddynamik sowohl beim transition path sampling
als auch bei der Metadynamik in der hier beschriebenen Form als Kern der Simulation
verwendet wird.

4.1 Ising-Modell

Das Ising Modell, bei dem die in einem hier kubischen Gitter angeordneten Spins die
Werte 0; = —1,1 annehmen kénnen, hat die Gesamtenergie

N
H:_ZJijain_hZUi~ (57)
(6,3) i=1

Dabei ist die erste Summe iiber néchste Nachbarn (7, j) im Gitter, J; ; die Kopplungs-
konstante zwischen den beiden Nachbarn und h ein externes Magnetfeld, das in die
Spin ¢ = 1 Richtung zeigt. Die Randbedingungen wurden stets periodisch implemen-
tiert. Fiir A = 0 und J;; = 1 weist dieses System bei der Temperatur 7, ~ 4.515 einen
Phaseniibergang auf, mit dem die Ubergangstemperatur zwischen Para- und Ferroma-
gnetismus berechnet werden kann.

In den aufgesetzten Monte Carlo-Simulationen wird zufillig ein Spin ausgewéhlt
und vorgeschlagen, diesen umzudrehen. Die Energiedifferenz, mit der dann iiber das
Metropolis-Kriterium die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Schrittes berechnet wird,
kann jedoch lokal berechnet werden, sodass nicht nach jedem Spinflip die vollsténdige
Hamilton-Funktion berechnet werden muss, was Rechenaufwand spart. Fiir zeitabhén-
gige Phinomene wird die Zeiteinheit sweep eingefiihrt. Ein sweep ist die Anzahl von
Spinflips, bei der im Durchschnitt jeder Spin einmal fiir einen Flip ausgewahlt wur-
de. Bei einer Simulationsbox von 16x16x16 Gitterpunkten entspricht ein sweep 4096
Spinflips, da die Wahrscheinlichkeit einen Spin auszuwéhlen rédumlich gleichverteilt ist.

Wurde nun mit dem Metropolis-Kriterium (23) die Wahrscheinlichkeit P berechnet,
mit der ein Spinflip akzeptiert werden soll, so wird eine Zufallszahl a¢ homogen verteilt
auf das Intervall [0,1] erzeugt. Ist a < P wird der Schritt akzeptiert und sonst nicht.

Man kann die Spins jedoch auch als Teilchen interpretieren, und die Zustinde o; =
—1 und o; = +1 als Zuordnung des Teilchens in unterschiedliche Phasen betrachten.
Das Magnetfeld h nimmt die Rolle des chemischen Potentials |Au| = 2h zwischen den
beiden Phasen ein und die Kopplungskonstante verursacht eine von Oberflichen der
Cluster abhéngige Energie, die als Oberflichenspannung v = 2.J interpretiert werden
kann.

Nukleation wird studiert, indem alle Spins auf o = —1 gesetzt werden und das Ma-
gnetfeld h > 0 und in Richtung von der Konfiguration ¢ = +1 zeigend gewéhlt wird.
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Liegt die Temperatur unterhalb der kritischen Temperatur 7, so wird der Phaseniiber-
gang zur energetisch giinstigeren Phase, was aufgrund des Magnetfeldes die Ausrichtung
aller Spins auf ¢ = +1 ist, bei einer Monte Carlo Simulation nicht sofortig auftreten
sondern mit einer endlichen Rate. Es wird beobachtet, dass die Wege ins Gleichgewicht
(fast) ausschlieblich die Bildung von Clustern beinhalten. Fiir diesen Umstand miissen
die Systemparameter entsprechend gewéhlt werden.

Als Reaktionskoordinaten wurden Anzahl N der Teilchen im groften Cluster und
die Oberflache des Clusters gewéhlt. Zur Erkennung der Cluster wurde der flood fill-
Algorithmus verwendet. Dabei werden mittels einer rekursiven Funktion, die sich selbst
fiir alle Raumrichtungen erneut aufruft, benachbarte Teilchen auf ihren Spin untersucht.
Néchste Nachbarn, die Spin o = 1 haben, werden als Cluster der neuen Phase akzeptiert.
Dass nur das grofite Cluster betrachtet wird und nicht die mittlere Clustergrofie, erklart
man mit der Annahme, dass es bei der Grofe der Simulationsbox und der Hoéhe der
Barriere in der freien Energie extrem unwahrscheinlich ist, zwei Cluster von relevanter
Grofe zu beobachten.
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4.2 Zwei-Komponenten-Potts-Modell

Um die Kristallisation aus der Lésung zu modellieren werden jedem Gitterpunkt p =
(4,7, k) eines dreidimensionalen kubischen Gitters zwei Werte m(p) = 1, 2 und s(p) =
1,...,24 zugeordnet. Der Wert von m(p) beschreibt, welche Substanz am Gitterpunkt
p vertreten ist, und s(p), welche Orientierung das Teilchen hat. Es wird die Zahl 24
gewahlt, da in einem Kubischen Gitter die einzelnen Teilwiirfel maximal 24 Orientie-
rungsmoglichkeiten haben [DP09].

Sind an zwei benachbarten Gitterpunkten Teilchen der gleichen Sorte m(p) = m(p’),
so soll das energetisch giinstig sein, um so die Loslichkeit der beiden Stoffe mit einzu-
beziehen. Zusétzlich soll es energetisch noch giinstiger sein, wenn die beiden Teilchen
aneinander haften bleiben und so zum mikroskopischen Kristall werden, was passieren
soll sobald sie die gleiche Ausrichtung s(p) haben. Die Gesamtenergie wird mit der
Hamilton-Funktion

2
H==>">" 0 kOme)c(Gr + Os(p).5() Ak) (58)
k=1 (p,p’)

beschrieben. Hier ist 6; ; das Kronecker-Delta. Die Parameter G und Aj, sind Kopp-
lungsenergien. Gy, kontrolliert die Loslichkeit der beiden Substanzen und Ay ist die
Energie, um die der Wechsel der Phasen fliissig—fest giinstiger sein soll. Es wird mit
periodischen Randbedingungen gearbeitet.

Bei der Monte Carlo-Simulation wurde analog zum Ising-Modell zunéchst ein zufal-
liger Punkt p ausgewéhlt. Dann wurde zwischen zwei verschiedenen Arten von Spinflips
unterschieden.

Orientierungsinderung: Dabei wird zwischen den 24 méoglichen Orientierungen s(p)
zufiillig eine neue gewdhlt und vorgeschlagen. Anhand der Energieinderung ent-
scheidet das Metropolis Kriterium (23) ob der Flip anerkannt wird.

Materialaustausch: Der Wert fiir die Substanz m(p) wird geéindert, wobei hier ein
erweitertes Akzeptanzkriterium eingefiithrt wird. Durch einen neuen Parameter,
dem Fugazititsverhiltnis f,/fo, soll die Ubersittigung kontrolliert werden. Bei
einem Wechsel von m(p) = 1 nach m(p) = 2 lautet das erweiterte Metropolis-
Kriterium

Pacetm(p) = 1) = (m(p) = 2)) = min (1, 2 expl(-58M) ). (69)
1
wobei AH wie gewthnlich die Differenz zwischen neuer und alter Gesamtenergie
des Systems ist.

Um die Dynamik des Systems korrekt wiederzugeben, miissen die Haufigkeiten, in de-
nen die beiden Spinflips angewendet werden, physikalisch sinnvoll bestimmt werden. In
[AP14] wurde ein Verfahren angegeben, nach dem die Frequenz, mit der der Material-
austausch durchgefiihrt werden sollte, an das diffusive Verhalten des Systems angepasst
wird. Die Materialkoordinate darf sich im mittel nur so héaufig &ndern, wie auch ein
fremdes Teilchen von auflerhalb der Simulationsbox quer durch die Box diffundieren
kann. Die Diffusionskonstante wird dabei durch Korrelationen der Teilchentrajektorien
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berechnet, wenn nur die Orientierungséinderung und eine weitere Art von Spinflip, dem
Néchste-Nachbarn-Tausch durchgefiihrt werden. Beim Né#chste-Nachbarn-Tausch tau-
schen zwei benachbarte Gitterpunkte ihr Material m und ihre Ausrichtung s. Weiteres
zur Umsetzung wird in Kapitel 5 beschrieben.

Die Reaktionskoordinaten, die in diesem Modell untersucht werden, sind die Anzahl
der Teilchen N, in Clustern, in denen alle néchsten Nachbarn die gleiche Stoffgrup-
pe m haben, und innerhalb dieser Cluster die Kristallkeime mit N, Teilchen, die aus
néchsten Nachbarn mit gleicher Ausrichtung s bestehen. Der Grad der Kristallisation
eines Clusters wird mit y = N/N,, berechnet. Fiir beide Arten von Clustern wird zur
Erkennung der flood fill-Algorithmus verwendet. Die freie Energie weist bei gewahlten
Parametern eine hohe Barriere auf, sodass davon ausgegangen werden kann, nur ein
Cluster zu finden. N,, und Ny stehen daher jeweils fiir die Teilchenzahlen der gréfsten
Cluster.
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5 Simulationen und Ergebnisse

Hier werden die genaue Herangehensweise sowie die verwendeten Parameter erklart
und zugehorige FErgebnisse présentiert. Das Ising-Modell und das Potts-Gittergas fiir
Zwei-Komponenten-Systeme werden getrennt behandelt.

5.1 Ising-Modell

Die Parameter J = 1, h = 0.55 und kpT = 2.709 wurden aus [PC04]| {ibernommen,
um die freie Energie und den Transmissionskoeffizienten x mit einer bestehenden Ar-
beit zu vergleichen. Dann wird die Reaktionsrate berechnet, die dort nicht mit dem
Fluktuations-Dissipations-Theorem untersucht wurde.

5.1.1 Transition path sampling mit dem Ising-Modell

Um einen ersten Pfad zu erhalten, wurden alle Spins im dreidimensionalen Gitter auf
o = —1 gesetzt. Ein Gitterpunkt mittig in der Simulationsbox wurde gewéhlt, um den
herum eine Kugel gebildet wird, in der jeder enthaltene Gitterpunkt den Spin o = +1
erhélt. Der Radius dieser Kugel wird so gew#hlt, dass die Anzahl der enthaltenen Spins
N einer geschitzten kritischen Clustergrofe entspricht.

Von dieser Startkonfiguration werden nun so oft Trajektorien mit der Metropolis
Monte Carlo-Dynamik gestartet, bis die Clustergréfien den Bereich A mit N < Ny =
20 und Bereich B mit N > N,,,; = 300 jeweils einmal erreichen. Zwischen diesen
Schranken wird eine hohe Energiebarriere erwartet, sodass der reaktante Zustand mit
Clustergrofe N < Ny und der Produktzustand mit N > N,,.. klar voneinander
getrennt sind.

Entlang dem ersten Pfad wird zuféllig ein Punkt ausgewéhlt und von diesem zwei-
mal erneut gestartet. Endet einer der Teilpfade nach entsprechend vielen Spinflips im
Bereich N < N,,;, und der andere in N > N,,,, wird der neue Pfad akzeptiert. Wird
der Pfad nicht akzeptiert, wird ein neuer Punkt auf dem vorigen Pfad gewahlt bis
schlieflich ein Pfad akzeptiert wird und sich das Verfahren wiederholt solange die ge-
wiinschte Anzahl von Pfaden noch nicht erreicht ist. Die Pfade wurden als Trajektorien
im Koordinatensystem aus Clustergrofie N und Oberflache S gespeichert.

Um Rechenaufwand zu sparen wurde die Erkennung der Cluster iiber den flood-
fill-Algorithmus nicht nach jedem Spinflip durchgefiihrt. Bei insgesamt 16x16x16=4096
Spins und einer mittleren Clustergrofie von 150 wird ohnehin nur alle 230 Schritte ein
Flip vorgeschlagen, bei dem sich die Clustergrofse &ndern konnte. Ob die Lange der Pfade
korrekt gew#hlt wurde, zeigt sich in der Berechnung der Funktion (§(N(t) — 300)) 45,
also der mittleren Anzahl von reaktiven Pfaden, die in A starten und nach ¢ sweeps den
Bereich B erreicht haben. Die Pfade sind lang genug, wenn diese Funktion linear wird,
da dann die mittlere Rate der ankommenden Pfade als konstant angenommen werden
kann (Abbildung 3).

Soll zusétzlich die commitor function pp (N, S) berechnet werden, so werden, nach-
dem ein neuer Pfad gefunden wurde, von jedem Zwischenpunkt aus viele neue Trajek-
torien mit Laufzeit bis zum Erreichen von A oder B gestartet, und gezahlt wie oft das
System die Grenzflichen Ny, und Ny, erreicht. Die Wahrscheinlichkeit pg(IV,S)
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Abbildung 3: Durchschnittliche Anzahl von reaktiven Pfaden (9(N(t) — 300)) , 5, die
nach der Zeit ¢t den Bereich B mit N > 300 Teilchen erreichen. Hier wurden 3080
reaktive Trajektorien verwendet.
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Abbildung 4: Commitor function pg(N) fir das Ising-Modell in Abhéngigkeit der
Clustergrofte N.

ergibt sich schlieflich aus dem Anteil aller bei (N,S) gestarteten Pfade, die in Be-
reich B enden. In Abbildung 4 ist pp(NN) dargestellt, wobei {iber die Abhéingigkeit
von der Oberfliche S und die verschiedenen Wahrscheinlichkeiten zur gleichen Clus-
tergrofe N gemittelt wurde. Anhand des Verlaufs von pp(N) erkennt man, dass eine
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freie Energiebarriere im betrachteten Bereich vorliegt, und daher stellt sich heraus, dass
die Clustergrofse N als Reaktionskoordinate geeignet ist. Es gibt eine mit N monoton
wachsende Wahrscheinlichkeit zur Reaktion. Die Clustergrofe mit der Wahrscheinlich-
keit pp(N) = 0.5 liegt bei N* = 115. Dort ist auch das Maximum in der freien Energie
zu finden. Das gleiche Ergebnis wurde in [PC04| gefunden. Einige typische Cluster mit
pp(N) = 0.5 sind in Abbildung 5 dargestellt.

Abbildung 5: Typische Cluster aus dem transition state ensemble mit 0.45 < pp(N) <
0.55 im Ising-Modell.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Abbildung 6: Transmissionskoeffizient x(¢). Startpunkte sind alle Schnittstellen von
reaktiven Trajektorien mit der Ebene N = N* = 115. Von jedem Startpunkt aus wurden
10 Trajektorien erzeugt. Insgesamt wurde x aus 5410 Pfaden mit Startwert N = N*
berechnet.

Zur Berechnung des Transmissionskoeffizienten x wurde analog zu [PC04| das Ma-
ximum der freien Energie bei N* = 115 als Grenzflache gew&hlt und Punkte reaktiver
Trajektorien mit dieser Clustergrofe als Startkonfigurationen verwendet. Die Mittel-
werte in Gleichung (54) wurden iiber diese Pfade durchgefiihrt, wobei die Anfangsge-
schwindigkeiten als die Differenz

N(0) = N(t = 1 sweeps) — N(t = 0 sweeps)
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gesetzt wurden. Da aufgrund der stochastischen Dynamik hier keine Einschréinkung
besteht wurden die gleichen Startpunkte fiir die Erzeugung von je 10 Trajektorien ver-
wendet.

Der Zeitliche Verlauf von x(t) ist in Abbildung 6 dargestellt und entspricht dem
Ergebnis von [PC04]. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich nach einer kurzen Rela-
xationszeit von ~20 sweeps ein Plateau mit dem Wert x(¢f) = x ~ 0.34 herausbildet,
das als Transmissionskoeffizient zur dynamischen Korrektur der Reaktionsrate aus der
transition state theory verwendet wird.
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5.1.2 Metadynamik im Ising-Modell

Wenn der Algorithmus aus Kapitel 3.4 auf das Nukleationsproblem angewendet werden
soll, muss beachtet werden, dass die Clustergréfie N und die Oberfliche S eines Clusters
nicht beeinflusst werden, wenn ein Spinflip weit aufterhalb des Clusters vorgeschlagen
wird. Wiirde man in diesem Fall auch einen Energiebeitrag wie in Gleichung (40) ad-
dieren, so wiirde man zusétzlich die Wahrscheinlichkeit abbilden, das Cluster mit dem
Spinflip zu erwischen.

Da jedoch nur die Energielandschaft der Clusterbildung unabhéngig von der Sys-
temgrofe berechnet werden soll, wird in der Simulation nur dann ein Energiebeitrag
addiert, wenn ein Spinflip vorgeschlagen wird, der eine der Reaktionskoordinaten be-
einflusst. Dies hat zur Folge, dass bei jedem Spinflip die Clustererkennung angewandt
werden muss, was in der Parallelisierung mit OpenMP die Hauptarbeit der Rechner-
kerne darstellt.

Damit wiahrend der Simulation kein kontinuierliches Wachstum eines Clusters ein-
tritt, wurden zusétzlich keine Spinflips anerkannt, bei denen das System die maximale
Clustergrofe Ny,q. iiberschreitet. Die Breite der Gauf-Glocken in Gleichung (40) wur-
de so klein gewéhlt, dass benachbarte Werte von N und S unbeeinflusst blieben und
effektiv nur an der aktuellen Stelle im Raum der Reaktionskoordinaten ein fester Ener-
giebeitrag AF,,¢1q addiert wurde.

Da der Reaktionskoordinatenraum nur diskrete Werte in N und .S annehmen kann,
konnte hier eine Matrix Fyetq(N,S) angelegt werden, in der die einzelnen Beitrige
aufaddiert wurden. Befindet sich das System beim aktuellen Monte Carlo-Schritt ¢ bei
den Reaktionskoordinaten (N (t),S(t)), und wurde fiir den Schritt ¢ + 1 ein Spinflip
vorgeschlagen, sodass die Energiedifferenz des Ising-Modells AH entsteht, lautet das
erweiterte Metropolis-Kriterium

Puce = min(1l,exp[—B(AH + Epeta(N(t+1),S(t + 1)) — Epmeta(N(t),S(2)))]) . (60)

Falls das Cluster bei dem vorgeschlagenen Spinflip unbeeinflusst bleibt, ist
Epmeta(N(t+1),S(t + 1)) — Epmeta(N(t), S(t)) = 0 und das System entwickelt sich frei
von externen Stérungen. Andert sich jedoch eine der Reaktionskoordinaten, so fillt die
Matrix Epeta(V,S) ins Gewicht.

Zu beginn ist Ee10(N,S) in jedem Eintrag Null. Jedes mal, wenn ein Spinflip
vorgeschlagen wurde, bei dem sich eine der Reaktionskoordinaten &ndert, wird

Ermeta(N(t),S(t)) = Emeta(N(t),S(t)) + AEpeta

gesetzt, wobei (N(t),S(t)) die Reaktionskoordinaten des Systems sind, nachdem die
Metropolis-Entscheidung fiel.

Es kann nun abgeschétzt werden, wie viele Schritte in einer Simulation durchgefiihrt
werden miissen, um ein bestimmtes Volumen auf die Freie Energielandschaft zu addie-
ren. Wird AFE,,¢tq = 0.01 gewéhlt und soll ein Bereich in den Reaktionskoordinaten von
1 < N <250 und 0 < S < 600 abgedeckt werden, so kann bei einer geschétzten Hohe
der freien Energiedifferenzen von AF = 50 vorhergesagt werden, dass mit 20 Rechen-
kernen rund 250 (600/2)-AF - (1/AEetq) - (1/20) = 18750000 mal der Betrag AE,,ctq
addiert werden muss. Im Faktor 600/2 fiir die Oberflichen muss beachtet werden, dass
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im betrachteten Modell nur gerade Werte von Oberflichen existieren. Dass genau die-
ser Betrag addiert wird, kann erreicht werden, indem ein Pseudoschritt eingefiihrt wird,
der den zeitlichen Verlauf der Clusterdnderungsvorschlége in Schritten zahlt, und die
Simulation beendet wird, wenn das gewiinschte addierte Volumen erreicht wurde. Um
eine zusédtzliche Glattung der freien Energie und damit eine Verringerung des Rechen-
fehlers zu erzielen wird im Anschluss der addierte Betrag AF,, .4, verringert und eine
weitere Simulation angeschlossen. Dadurch werden restliche Unebenheiten, wie auch in
Abbildung 2 zu sehen ist, abgeflacht.

Die freie Energie der Nukleation im Ising-Modell ist in Abbildung 7 dargestellt. Man
erkennt einen Flaschenhals, den die Cluster bei der Nukleation durchqueren miissen.
Die Abhéngigkeit von der Oberfliche S weist darauf hin, dass zu grofse Oberflichen
zwar unwahrscheinlich sind, jedoch die kleinst moglichen Oberflichen nicht die gréfste
Héaufigkeit haben und energetisch ungiinstiger sind als erwartet. Denn die klassische
Nukleationstheorie erwartet die kleinst mdégliche Oberfliche, die bei einer bei jedem
Wert von N gebildet kann. Natiirchlich ist die Kugelform bei einem kubischen Gitter
nicht erreichbar und daher zeigt sich hier ein erster Hinweis auf Abweichungen von der
klassischen Theorie.

Es wurden Auferdem die Stellen eingezeichnet, bei denen die comittor function
pp (N, S) einen Wert zwischen 0.45 und 0.55 annimmt (schwarze Kreuze), um die tran-
sition states zu markieren. Diese bilden eine Fliche, die nicht exakt senkrecht zum Pfad
mit minimaler Energie liegt.

600
550
500
450
400

350

250
200
150
100

50

50 100 150 200 250
N

Abbildung 7: Freie Energie aus der Metadynamik in Abhéngigkeit der Reaktions-
koordinaten N und S (contour plot); Werte, an denen fiir die committor function
0.45 < pp(N, S) < 0.55 gilt (schwarze Kreuze).

Um die so berechnete freie Energie mit der klassischen Nukleations-Theorie verglei-
chen zu kénnen, wurde sie noch auf die Clustergréfe N projiziert (Abbildung 8).
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Abbildung 8: Freie Energie F(N) aus der Metadynamik.

Hier ist fiir kleine Clustergroffen N < 8 eine deutliche Abweichung von der freien
Energie nach der klassischen Nukleations-Theorie zu erkennen. Im Ising-Modell scheinen
bei gewéihlten Parametern spontan gebildete Cluster aufzutauchen, die erst ab einer
Grofe von N = 8 Teilchen am Wachstum gehindert werden. Eine mogliche Erklarung
konnte die geringe Anzahl von Konfigurationen fiir geringe Clustergréfien sein. Wie auch
Abbildung 7 vermuten lésst, gibt es fiir kleine Anzahlen von Teilchen im Cluster auch
nur sehr wenige mégliche Oberflichen und damit auch weniger Konfigurationen als bei
grofsen Clustern.
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5.1.3 Nukleations-Rate im Ising-Modell

Um die Nukleations-Rate zu berechnen, wurde Gleichung (51) leicht abgeédndert. Der
Betrag in den Geschwindigkeiten (|n*|) beim Maximum der Barriere kann bei kineti-
schen Systemen wie Molekulardynamik verwendet werden, da die Geschwindigkeit ein
gerichteter Wert ist und das System eine Trégheit aufweist, weshalb die Geschwindig-
keiten vorwarts und riickwarts gleich sein sollten.

Der random walker einer Monte Carlo-Simulation hat jedoch keine Trégheit (high
friction limit im Langevin-Prozess), weshalb der Betrag und der Faktor 1/2 vernachlds-
sigt und die Geschwindigkeiten {iber

{|7*1) (n(t* + At) — n(t*) + n(t*) — n(t* — At))
—
2 random walker 2At

(62)

berechnet wurden. Der Faktor 1/2 auf der rechten Seite wird aufgrund der Mittelung
zwischen den Geschwindigkeiten vor und nach dem Zeitpunkt ¢t*, bei dem der jeweilige
Pfad das Maximum der Barriere erreicht, benotigt. At ist der Zeitschritt, in dem die
Pfade vorliegen.

Da das transition path ensemble per Definition insgesamt vorwérts lauft, stellt sich
trotz des fehlenden Betrages eine positive durchschnittliche Geschwindigkeit des random
walkers ein. Aus einem Ensemlbe von 3080 Pfaden wurde der Wert

(n(t* + At) — n(t*) + n(t*) — n(t* — At)) 1

= 2.0533
2At sweep

(63)

gefunden. Aus der mit Metadynamik berechneten freien Energie erhdlt man mit n* =

115
_ _BF *
EZEZ _ng; - ne*Xp( BFmetalm))  _ 4 16581070 , (64)
E eXp(_ﬁFmeta(n))
n=0
was im Produkt einen Wert von
1
EEST, =8.5539 1076 —— 65
A—B sweep ( )

ergibt. Mit der dynamischen Korrektur x = 0.34 ergibt sich eine Nukleations-Rate von

kap = rkh5T, =2.9083 1076 (66)

sweep

Dies soll nun mit dem Ergebnis aus dem transition interface sampling (55) verglichen
werden. Dazu wird in der committor function (Abbildung 4) der kleinste von Null
verschiedene Wert pg(N = 53) = 0.0054 gewéhlt. Dann wurde der Fluss durch die
Fliache N = 53 mit Gleichung (51) berechnet. Die Teilfaktoren sind:

(n(tnzss + At) — n(tn=ss) + ntn=ss) = Mltn=ss = A1) _ | ogeg 1 . (67)
2At sweep
(0(n = 53)) _ _exp(=BFmeta(53)) _ ; 196m 10-5 , (68)

(0(53 —n)) %_?io exp(—BFneta(n))
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(69)

kLIS = 9241231076
A=B sweep

Die dynamische Korrektur  eriibrigt sich hier, da sie teils in pg(53) enthalten ist und
nur bei lokalen Maxima der freien Energie Sinn ergibt. Die Ergebnisse unterscheiden
sich, was auch wohl zu erwarten war, da es einige Fehlerquellen gibt:

o restliche Wolbungen in F,erq(n)
e Ungenauigkeit in pg(n)
o statistischer Fehler in (n)

In wie weit die Rate k4, g aus der korrigierten transition state theory (Gleichung(66))
korrekt ist, wird nun tiberpriift. Dazu wird die gesamte Box auf Spin ¢ = —1 gesetzt
und so lange mit normaler Monte Carlo-Dynamik simuliert, bis ein Cluster der Grofe
300 entstanden ist, d.h. weit {iber die Barriere propagierte. Die Dauer bis dieses Ereig-
nis stattfindet kann nun mit dem Verlauf der mittleren Dauer 7,;, = ﬁ anhand der

Funktion
pp(t) =1 —exp(—t/Trz) (70)

verglichen werden. Beide Zeitverldufe sind in Abbildung 9 dargestellt.
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Abbildung 9: Vergleich der zeitlichen Verlidufe einer der Clustergrofe n(t) einer freien
Monte Carlo-Simulation aus dem metastabilen Zustand und der Rate 7,;,, mit der
Nukleation stattfinden sollte. Der Zeitverlauf der Clustergréffe wurde abgeschnitten
wenn die Clustergrofie n = 300 erreicht wurde.

Die Nukleations-Rate ist so niedrig, dass sie bei diesen Parametern aus einfachen
Monte Carlo-Simulationen nicht genau bestimmt werden kann. Das Auftreten eines
Ereignisses nach =2 1.47 - 10% sweeps kann als starkes Indiz betrachtet werden, dass die
hier berechneten Nukleations-Raten zumindest die richtige Grofenordnung haben.
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5.2 Zwei-Komponenten-Potts-Modell

Beim untersuchten Modell in Gleichung (58) wurde in [DP09] fiir die Parameter G; =
Gy =1, Ay = 1 und Ay = 0 festgestellt, dass so Kristallisation untersucht werden
kann. Diese Parameter werden hier auch verwendet. Um einen ersten Eindruck von
den Eigenschaften des Systems zu erhalten, wird die freie Energie mit Metadynamik
berechnet. Das Verhéltnis der Fugazititen wird auf f1/fy = 2.25 gesetzt.

5.2.1 Freie Energie bei der Kristallisation

Wie im Ising-Modell wird auch hier nur ein Energiebetrag zur Hamilton-Funktion ad-
diert, wenn sich durch einen vorgeschlagenen Monte Carlo-Schritt die Clustergrofie &n-
dern wiirde. Die Reaktionskoordinaten sind jedoch die Teilchenzahl des grofsten Clusters
aus dem gleichen Material IV,,, und innerhalb von diesem Cluster die Teilchenzahl Ny des
grokten Clusters mit gleichem Material m = 1 und gleicher Ausrichtung s. Daraus kann
der Kristallisationsgrad x = N;/N,, berechnet werden, mit dem die Nukleationsbarrie-
ren eindeutig dargestellt werden kénnen. In Abbildung 10 werden die so berechneten
freien Energien fiir die Temperaturen kgT = 0.6, 0.7, 0.8 dargestellt. Die Ahnlichkeit
zu den Ergebnissen in [DP09] lasst schliefen, dass die Metadynamik auch bei diesem

System funktioniert.
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Abbildung 10: Freie Energien F(N,,,x) des Zwei-Komponenten-Potts-Modells mit
N,,, Clustergrofe und x Kristallisationsgrad. Die Temperaturen sind kT = 0.6 (links),
kT = 0.7 (mitte) und kgT = 0.8 (rechts).

In diesem Bereich geschieht ein Umbruch im Verhalten bei der Nukleation. Bei
kT = 0.8 existiert zwar eine Energiebarriere, jedoch trennen sich lediglich die Stoff-
sorten m raumlich voneinander ab und Material 1, bei dem mit A; = 1 auch ein Cluster
in s erwartet wird bleibt ungeordnet in der Ausrichtung der Teilchen. Bei kT = 0.6
ist Nukleation dagegen bei hohem Kristallisationsgrad x wahrscheinlicher als bei nied-
rigem. Hier ist es fiir die Cluster energetisch giinstiger, sich beim Wachstum von N,
zuerst in s gleich auszurichten, um zusédtzliche Stabilitdt zu erlangen, und dann in m
weiter zu wachsen.

Eine weitere interessante Eigenschaft des Systems wird sichtbar, wenn die freie Ener-
gie auf die Reaktionskoordinate F(N,,) projiziert wird (Abbildung 11). Bei kT =
0.7, 0.8 erhélt man eine Energiebarriere dhnlich zum Ising-Modell. Fiir die Temperatur
kT = 0.6 tauchen Subbarrieren auf, deren lokale Minima genau bei den Teilchenzah-
len N, liegen, bei denen ein Quader aus ganzzahligen Faktoren (4x4x4=64, 4x4x5=80,
4x5x5=100...) gebildet wird. Es gibt auch einzelne Formen von Quadern, bei denen kein
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sichtbares lokales Minimum existiert, z.B. bei N, = 4x5x6 = 120. Dies ldsst schliefsen,
dass die Cluster die Wiirfelform stark bevorzugen und Schicht fiir Schicht wachsen.
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Abbildung 11: Freie Energie Fietq(Ny) fiir Temperaturen kT = 0.6, 0.7, 0.8.

Im Folgenden wird der Wachstumsprozess iiber das transition path sampling genauer
untersucht, wobei die committor function pg(N,,) eine wichtige Rolle spielen wird.
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5.2.2 Dynamik im Zwei-Komponenten-Potts-Modell

Wie bereits erwdhnt, werden hier zwei unterschiedliche Arten von Spinflips angewandt:
Materialwechsel (m) und Ausrichtungsénderung (s). Um die relative Héufigkeit dieser
beiden Spinflips zu kalibrieren, wurde in [AP14] ein Verfahren vorgeschlagen, das hier
nun auch durchgefiihrt wird.

Zunichst wird eine separate Simulation mit Ausrichtungsdnderungen und Néchste-
Nachbarn-Austausch bei gleicher Haufigkeit der beiden Flips gestartet. Aus den Tra-
jektorien der Teilchen wird das mittlere Verschiebungsquadrat (R*(t)) berechnet und
iiber dessen Steigung eine Diffusionskonstante D bestimmt (Abbildung 12, links).

(R%(t)) = 6Dt

Es stellt sich leicht subdiffusives Verhalten ein, was auf die endliche Boxgrofie L zuriick-
zufiihren ist. Anhand von D kann nun die Zeit 74;¢ ¢, bestimmt werden, die ein Teilchen
benétigen wiirde, um von aufen in die Simulationsbox hinein zu diffundieren.

L2
Tdif fu = D
6 1
L%D
0.9
5l
% 0.8
x
4t
X
A
- X
=3
=
v X
2 5 + [[oo] o]
x
0.2
1
( 01
0 . . . . . . . . 0 . . . . . . . .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
t [MC sweeps] t [MC sweeps]

Abbildung 12: links: Mittleres Verschiebungsquadrat der Teilchen (bzw. Gitterpunk-
te) zur Bestimmung der Diffusionskonstante D bei der Temperatur kg7 = 0.6; rechts:
blau: Relaxation der Fluktuationen von Nj bei einer Frequenz des Materialaustausches
von 1.2088 Sig’sp; rot: Fit einer Exponentialfunktion; schwarzes Kreuz: markiert die Zeit
t = Tdif fu, nach der exp(—1) erreicht werden muss.

Nun wird eine separate Monte Carlo-Simulation gestartet mit Ausrichtungsénderun-
gen und Materialainderungen und die Relaxation der Fluktuationen von Nj (Teilchen-
zahl der Teilchensorte 1) tiber das Fluktuations-Dissipationstheorem berechnet. Hier
soll gelten:

(6N1(t)0N1(0))

(0N1(0)?)
Die mittlere Frequenz, mit der der Teilchenaustausch pro sweep durchgefiihrt wird,
wird nun variiert, bis Gleichung (71) erfiillt ist. In Abbildung 12 rechts ist die beste
gefundene Relaxation eingezeichnet. Im Idealfall wiirden sich die blaue und die beiden

= exp(—t/Taif fu) (71)
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schwarzen Linien im gleichen Punkt schneiden. Die so bestimmte Frequenz des Material-
Austausch-Flips liegt bei 1.2088 ng:p.

Das so kalibrierte System kann nun als Subsystem eines gréfseren betrachtet werden
(Semi-Grofkanonisches Ensemble), bei dem Teilchen von aufien hinein diffundieren und
trotzdem periodische Randbedingungen vorliegen. Durch die geringe Rate des Materi-
alaustausches erhohen sich die Langen der reaktiven Pfade erheblich, da der Material-
austausch selten durchgefiihrt wird. Dies ist physikalisch sinnvoll, da die Rate, mit der

Nukleation auftritt, von dem diffusiven Verhalten des Systems abhéngig ist.
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5.2.3 Wachstum von Kristallflichen

Um grundlegende Effekte des Wachstums der Kristallflichen zu analysieren wurden
reaktive Pfade zwischen den in Abbildung 11 bei kT = 0.6 auftretenden lokalen Mini-
ma gesammelt. Der erste Pfad wurde wie auch beim Ising-Modell durch Vorgabe eines
Clusters mit xy = 1 erzeugt, von dem so lange Trajektorien gestartet wurden, bis die
entsprechenden Bereiche A und B verbunden wurden.

Entlang dieser Pfade wurde die committor function pg(N,,) berechnet. Zusétzlich
wurden die Konfigurationen mit pp(N,,) = 0.5 £ 0.05 zur Veranschaulichung gespei-
chert. Zwei typische Beispiele dieser Cluster sind in Abbildung 13 zu finden.

Abbildung 13: Typische Beispiele der transition states mit pg(N,,) = 0.5 + 0.05
aus dem transition path sampling im Zwei-Komponenten-Potts-Modell zwischen den
Grenzflaichen 64 < N,,, < 80. Die Farbe steht fiir die unterschiedlichen Ausrichtungen
s.

Die kritischen Cluster haben einige Gemeinsamkeiten. Neben den insgesamt sehr fla-
chen Oberfldchen tragen sie auf einer Flidche die meisten neuen Teilchen. Diese Teilchen
sind stets dicht gepackt und bilden eine Schicht mit der Dicke von nur einem Teilchen,
was an den in Kapitel 2.3 behandelten Fall der zweidimensionalen Nukleation in den
Adsorptions-Schichten Theorien erinnert.

Um zu iiberpriifen, ob hier tatséchlich ein zweidimensionaler Nukleations-Effekt vor-
liegt, wurde das Ising-Modell in zwei Dimensionen angesetzt. Hier soll das Magnetfeld
h = 1 die Kopplung an den Kristall ersetzen und die Kopplung der Spins J = 1
die Kopplung der Teilchen in der hinzukommenden Schicht im Potts-Modell, wenn so-
wohl Material als auch Ausrichtung iibereinstimmen. Dadurch soll der Fall des direkten
Wachstums mit Kristallisationsgrad x = 1 angendhert werden. Bei der Temperatur
kT = 0.6 wurde transition path sampling angewandt, um hier die kritische Clus-
tergrofe zu berechnen. Die so entstandene committor function ist in Abbildung 14
dargestellt.

Die kritischen Cluster, die iiber die Berechnung der committor function mit der An-
forderung pg(n) = 0.5 +0.05 gefunden wurden, haben ausnahmslos die gleiche Gestalt.
Es sind exakt N = 4 Teilchen, die als Quadrat angeordnet sind. Die iiber Metadynamik
berechnete freie Energie F/(N) weist keine direkte Barriere auf (Abbildung 15). Entwe-
der sind die Parameter nicht passend gewahlt, um das Potts-Modell zu approximieren,
oder die kritische Clustergrofse von 4 entsteht durch die Kombination aus Erzeugungs-
wahrscheinlichkeit der einzelnen Schritte und der Akzeptanzwahrscheinlichkeit. Die Er-
zeugungswahrscheinlichkeit der einzelnen Schritte wird schliefslich im implementierten
Verfahren nicht in die freie Energie mit einbezogen. Eine Verzogerung des zweidimen-
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Abbildung 14: Committor function des 2D Ising-Modells mit J = 1, h = 1 und
kT = 0.6.

sionalen Nukleations-Prozesses kénne auch durch die Oszillationen der freien Energie
mit der Clustergrofe N begriindet werden. An dieser Stelle bieten sich weitere Studien
an.
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Abbildung 15: Freie Energie F(N) des zweidimensionalen Ising-Modells aus der Me-
tadynamik Simulation. J =h =1, kgT = 0.6.
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5.2.4 Reaktionsraten bei der Nukleation im 2-Komponenten-Potts-Modell

Hier wird versucht die Rate, mit der die Nukleation eintritt, bei der scheinbar die
flachen Oberflichen noch nicht bevorzugt auftreten, zu berechnen. Dazu werden mit
der transition path sampling Methode zunichst Pfade gesammelt. Die Einschrankungen
dieser Pfade werden auf 35 < N, < 90 gesetzt, sodass die Barriere, die iiberwunden
werden soll symmetrisch umschlossen wird und Rechenzeit gespart wird, da fiir die
Raten ohnehin nur die Geschwindigkeit an der Spitze der Barriere von Relevanz ist.
Die Temperatur wird auf kgT = 0.6 gesetzt. Aufgrund der langsamen Dynamik von
1.2088 Materialanderungen pro sweep, werden die Pfade trotzdem sehr lang. Dafiir kann
jedoch auch die Schrittzahl zwischen Clustererkennungen erhoht werden. Diese wird auf
At = 200000 flips gesetzt.

Als transition state wird der héchste Punkt auf der Barriere in der freien Energie
(Abbildung 11, kgT = 0.6) bei N}, = 54 gewéhlt. Aus den reaktiven Pfaden kann nun
der Geschwindigkeitsterm in der Reaktionsrate der transition state theory berechnet
werden.

(N (7 + At) = N (t7) + N (t7) = N (" = Ab)) o) (00 104
2At sweep

(72)

Fiir die Mittelwerte der Reaktionswahrscheinlichkeit wird die in der Metadynamik
berechnete freie Energie F,etq(Nym) verwendet. Die Barriere der freien Energie ist in
diesem Fall sehr hoch.

<6<Nm — N’;L>> eXp(_BFmeta<N;z))

= =1.2520- 10" 73
(O(N}, — Ni)) Ny (73)
Z eXp(*BFmeta(Nm))
Np,,=0
Im Produkt ergibt sich schliefslich
1
ETST, =3.2601 - 10728 ——. 74
ATy = 32601107 (74)

Dieser Wert kann nun noch mit dem Transmissionskoeffizienten x multipliziert werden.
Um diesen zu berechnen wurden Punkte entlang der reaktiven Pfade gesammelt, die
die Clustergrofe N, = 54 haben. Von diesen Konfigurationen aus wurden mehrere Tra-
jektorien gestartet und die Korrelationsfunktionen in Gleichung (54) mit der Variablen
N, (t) berechnet. Dabei wurde fiir die Geschwindigkeit N, (0) = Ny, (£ = 1) — Ny (0)
die erweiterte Zeiteinheit m-sweep t,, eingefiihrt, wobei sich wahrend einem m-sweep
durchschnittlich jede Teilchensorte im System einmal geéndert haben kann. Dies ist bei
einer Box mit 12x12x12 Gitterpunkten und einer Spinflip-Frequenz von 1.2088 Mate-
rialinderungen pro normalem sweep ein Zeitschritt von 2.4702 - 10 flips pro m-sweep.
Der zeitliche Verlauf (t) ist in Abbildung 16 dargestellt. Das Plateau von £ = 0.34 ent-
spricht interessanterweise dem aus dem Ising-Modell. Als Ergebnis fiir die Reaktionsrate
bei der Nukleation im erweiterten Potts-Modell ergibt sich

s 1
kap=rk5 ST, =1.1084 - 10 28@ . (75)
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Abbildung 16: Transmissionskoeflizient des Zwei-Komponenten-Potts-Modells mit ka-
librierter Frequenz des Materialaustausches und Temperatur kgT = 0.6. Es stellt sich
ein Plateau von k ~ 0.34 ein.
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5.2.5 Einfluss der Diffusionskonstante auf das Wachstum

Fiir Clustergrofen vor der Barriere der freien Energie (N, < 50) ist in Abbildung
10 keine Abhéngigkeit vom Kristallisationsgrad x zu erkennen. Hier stellt sich nun
die Frage, welchen Weg die Cluster beim Wachstum in diesem Bereich nehmen, da
Nukleation bei kgT = 0.6 fast ausschliefslich im hoch kristallinen Fall eintritt.

Zusétzlich kann der mittlere Kristallisationsgrad (x), der sich entlang der Pfade
einstellt stark von der Diffusionskonstante des Systems D abhéngen, d.h. von der Rate,
mit der der Materialaustausch durchgefiihrt wird.

Um dies zu iiberpriifen wurden die Pfade aus dem transition path sampling entlang
ihres Kristallisationsgrades gemittelt. Zusétzlich wurde eine Simulation durchgefiihrt,
bei der eine sehr hohe Diffusionskonstante angenommen wurde, und die Spinflips mit
gleicher Frequenz durchgefiihrt wurden. In Abbildung 17 sind die beiden iiber x gemit-
telten Pfade dargestellt.

Eine niedrigere Diffusionskonstante bewirkt im Bereich vor der Barriere, dass die
Pfade mit geringerem Kristallisationsgrad héufiger auftreten, da dem Cluster mehr Zeit
bleibt zu kristallisieren, bevor ein neues Teilchen hinzukommt oder sich das Cluster
wieder auflost. Auf der Barriere (60 < N, < 80) liegt eine Abhéngigkeit der freien
Energie von x vor, die bewirkt, dass hier unabhéngig von der Diffusionskonstante nahezu
die gleichen Werte von (x) angenommen werden.
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Abbildung 17: Mittlerer Kristallisationsgrad aus transition paths mit der kalibrierten

Swlee und mit gleicher Frequenz der beiden
p

Frequenz von Materialanderungen 1.2088
Spinflips (unkalibriert).

Hier bieten sich noch weitere Studien zur zusétzlichen Abhingigkeit von der Ubersit-
tigung an.
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist es gelungen, die modernen Verfahren transition path sampling und
Metadynamik mit einer Metropolis Monte Carlo-Simulation als Grunddynamik aufzu-
setzen. Beim Ising-Modell wurde die Funktion der Methoden erfolgreich iiberpriift und
mit bestehenden Arbeiten verglichen. Im Zwei-Komponenten-Potts-Modell erwiesen sich
die Verfahren ebenfalls als untereinander konsistent und mit der Metadynamik konnten
freie Energien berechnet werden, die mit den Ergebnissen aus anderen Arbeiten (um-
brella sampling) tibereinstimmen. Die transition state theory wurde mit dynamischen
Korrekturen angewandt, um aus der Kombination der beiden Simulationsmethoden die
Reaktionsraten zu berechnen.

Das Ising-Modell zeigt bei den gewédhlten Parametern asymmetrische Formen von
Clustern bei den kritischen Teilchenzahlen. Lost man die freie Energie und die kritischen
Cluster im Reaktionskoordinatensystem von Teilchenzahl und Oberflache auf, so liegen
die kritischen Cluster in einer Linie, die leicht geneigt zu der aus der freien Energie
erwarteten Linie liegt.

Das Zwei-Komponenten-Potts-Modell weist in den Reaktionskoordinaten Teilchen-
zahl und Kristallisationsgrad einen Ubergang des Verhaltens bei der Nukleation auf,
wenn eine bestimmte Temperatur iiberschritten wird. Bei hoheren Temperaturen fin-
det Nukleation statt, jedoch keine Kristallisation, was zur Folge hat, dass sich die zwei
Komponenten lediglich voneinander abtrennen. Liegt die Temperatur unter dem Uber-
gangspunkt, so dndert sich die Form der Barriere in der freien Energie derart, dass
Cluster mit hohem Kristallisationsgrad die Barriere leichter passieren kdnnen.

Der Weg, den Cluster beim Wachstum iiber die Barriere einschlagen, wurde mit
transition path sampling untersucht und festgestellt, dass der Wert der Diffusionskon-
stante die Clusterbildung beeinflusst. Mit steigender Diffusionskonstante verschiebt sich
der mittlere Pfad, den Cluster bei der Nukleation einschlagen, zu hoheren Kristallisati-
onsgraden.

Das Wachstum der Kristallflichen wurde erfolgreich iiber die Berechnung der com-
mittor function tiberpriift. Hierbei stellte sich heraus, dass einzelne Schichten des Kris-
talls nacheinander wachsen und dabei ein zweidimensionaler Nukleations-Effekt auf-
tritt. Die Cluster bevorzugen dabei stets die Form eines Wiirfels. Das vorgestellte Zwei-
Komponenten-Potts-Modell weist also Eigenschaften auf, die vielen Vorhersagen aus
den klassischen Theorien zu Nukleation und Kristallwachstum entsprechen.
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