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1. Langevin Gleichung (4 Punkte)
Die Brownsche Molekularbewegung war zu Beginn des 20. Jahrhunderts noch immer ein
Rétsel. Albert Einstein lieferte 1905 eine Erkléarung und gleichzeitig eine Bestatigung der
Atom-Theorie, indem er aufzeigte, dass suspendierte Teilchen, getrieben von den Kollisionen
mit den Atomen der Fliissigkeit, genau solche Brownsche Bewegungen ausfithren miissen. Er
stellte dabei folgende Formel fiir das arithmetische Mittel der Quadrate der Veriickung im

Limes t — oo auf:
(z*) = 2Dt

wobei D der Diffusionskoeffizient ist.

Langevin présentierte drei Jahre spéter eine intuitiv einleuchtende Bewegungsgleichung.
Darin kamen zwei Krifte vor: Zunéchst eine Reibungskraft, proportional zur Geschwindigkeit
und dem Vorfaktor —67no. Dabei ist 7 die Viskositat der Fliissigkeit und o der Durchmesser
des (ndherungsweise) kugelférmigen Teilchens. Die zweite Kraft ist eine stochastische Grofie
fs, die die atomaren Kollisionen darstellt.

(a) Stellen Sie die Langevin-Gleichung auf und zeigen Sie, dass sie in folgenden Ausdruck
umgeformt werden kann:
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Was sind sinnvolle Annahmen fir (fs(t)) und (fs(¢)fs(0))?
(b) Zeigen Sie dass
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indem sie mitteln, (zf;) = 0 annehmen und auBerdem den Gleicherverteilungssatz

benutzen.
Finden Sie die Losung fiir £ (z?).

(c) Betrachten Sie dann den Limes 67no/m > 1 und finden Sie dann den Zusammenhang
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die Einsteinrelation. Dies ist ein Beispiel fiir das Fluktuations-Dissipationstheorem, das
die Diffusion mit der Viskositéit verbindet.



(d) Was bedeutete die Annahme (xf;) = 07 Wann oder unter welchen Umstédnden ist die

Vereinfachung zuléssig? Berechnen Sie (v fs).

2. Brownsche Bewegung im Gravitationsfeld (/ Punkte)
Die Brownsche Bewegung im Gravitationsfeld, die sogenannte Sedimentation, wurde zuerst
von Chandrasekhar 1943 untersucht, und ist immer noch ein aktives Forschungsgebiet der
Kolloidphysik. In dieser Aufgabe soll nun ein einzelnes diffundierendes Teilchen betrachtet
werden, wobei die Relevanz der Randbedingungen bei einer solchen partiellen
Differentialgleichung eindriicklich zu Tage tritt.

(a)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Ort 7 eines Kolloids zur Zeit ¢ ist durch die
Smoluchowski-Gleichung gegeben
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wobei D die Diffusionskonstante und K = (0,0, Dmg/(kgT)) mit m der Teilchenmasse
und g der Beschleunigung aufgrund der Gravitation. Die Gravitation wirkt also in die
z-Richtung.
Benutzen Sie die Methode der Separation der Variablen um Folgendes zu zeigen:
P(r,t) = f(z,4) f(y, )w(z, 1) mit
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und fiir w(z,t) gilt:
ow(z,t) Pw(z,t)  Ow(z,t)
=D
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mit ¢ = Dmg/(kgT). Da die Diffusion in der zy-Ebene durch die Gravitation nicht
beeinflusst wird, betrachten wir nur noch die Bewegung in z-Richtung.

Die Ausgangshohe des Teilchens sei zg > 0 und eine undurchléssige Wand sei in der
xy-Ebene bei z = 0. Dies sei die Begrenzung fiir das Teilchen. Wieso sind folgende
Randbedingungen sinnvoll?
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Substituieren Sie w(z,t) = U(z,t) exp[—c(z — 20)/(2D) — ¢*t/(4D)] um eine einfachere
Gleichung fiir U(z,t) zu erhalten. Wie lauten die entsprechenden Anfangs- und
Randbedingungen fiir U(z, t).

Die Randbedingung erschwert die Losung der Differentialgleichung fiir U(t, z), die noch
analytisch moglich ist
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Teile der Losung erhélt man, indem man die Methode der Bildladungen, bekannt aus der
Elektrostatik, analog anwendet.



Verifizieren Sie, dass die angegebene Losung die Randbedingungen erfiillt. Bestimmen Sie
die Losung des eigentlichen Problems w(z,¢) und machen Sie eine Skizze fiir verschiedene
Zeiten. Im Limes t — oo erhalten Sie die bekannte Gleichgewichtsverteilungslosung. Wie
lautet damit die mittlere Hohe des Teilchens im Gleichgewicht?



