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1. Stochastisches Modell fiir eine Aktie (5 Punkte)
Ein stochastisches Modell fiir die Kursentwicklung einer Aktie ist gegeben durch die
Langevin-Gleichung

dx(t)
dt

=v+ Duw(t) (1)

fiir die stochastische Variable z(t), die mit dem Kurs der Aktie K(¢) zusammenhéngt iiber die
Beziehung x(t) = In K (t). Die Gleichung (1) ist definiert im Stratonovich-Formalismus mit
zwei konstanten Parametern v, D und einer gauflischen stochastischen Kraft w(t) mit dem
Erwartungswert (w(t)) = 0 und der Korrelation (w(t)w(t')) = §(t —t').

(a)
(b)

()
(d)

Leiten Sie aus (1) eine Langevin-Gleichung fiir den Kurs der Aktie K (¢) her.

Berechnen Sie die Kramers-Moyal-Koeffizienten AM und A® fiir beide Varianten der
Langevin-Gleichung, fiir (1) und fiir die Gleichung von (a).

Finden Sie die Fokker-Planck-Gleichungen fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten P(z,t) und
P(K,t).

Berechnen Sie P(z,t) durch Losen der Fokker-Planck-Gleichung zur Anfangsbedingung
P(x,0) = §(x — x0). Berechnen Sie weiterhin P(K,t) = P(x,t)dK/dz. Uberzeugen Sie
sich davon, dass beide Varianten der Fokker-Planck-Gleichung exakt 16bar sind. Stellen
Sie beide Wahrscheinlichkeitsdichten P(z,t) und P(K,t) fiir eine geeignete Zeit ¢
graphisch dar und diskutieren Sie die Unterschiede.

Aus dem Kramers-Moyal-Koeffizienten A®) Iiisst sich eine mittlere Rendite r fiir die
Aktie ermitteln. Man erhélt zwei unterschiedliche Ergebnisse, je nachdem welche
Variante der Langevin-Gleichung oder Fokker-Planck-Gleichung man betrachtet. Finden
Sie eine Begriindung fiir die Unterschiede durch Betrachten der
Wabhrscheinlichkeitsdichten P(x,t) und P(K,t).

Zeigen Sie, dass man durch Integrieren der kontinuierlichen Langevin-Gleichung (1) die
diskrete Gleichung
x(t + At) — z(t)
At

mit der stochastischen Kraft W (t) = (At)~! tHAt dt’ w(t') herleiten kann. Berechnen Sie
den Erwartungswert (W (t)) und die Korrelation (W (¢)W (t')).

—v+DW(t) . (2)



(g) Die diskrete Gleichung (2) eignet sich fiir ein Euler-Verfahren, um die
Langevin-Gleichung numerisch auf dem Computer zu 16sen. Finden Sie eine Methode,
um die stochastische Kraft W (t) explizit mit dem Box-Muller-Verfahren zu berechnen.
Entwickeln Sie ein numerisches Verfahren, das die Losung x(t) zur Anfangsbedingung
z(0) = zo berechnet.

(h) Berechnen Sie mit dem numerischen Verfahren von (g) viele Realisierungen des
stochastischen Prozesses z(t) und der Aktienkurse K (¢). Ermitteln Sie iiber
Histogramme die Wahrscheinlichkeitsdichten P(z,t) und P(K,t) zu einer bestimmten
Zeit t und vergleichen Sie mit den Ergebnissen von (d). Zeigen Sie, dass die
Histogramme gegen die Wahrscheinlichkeitsdichten von (d) konvergieren, wenn man x(t)
und K (t) hinreichend oft berechnet.

2. Binominalbaum-Modell fiir eine Aktie (5 Punkte)
Die zeitliche Entwicklung des Kurses einer Aktie K () zu diskreten Zeiten ¢ = nAt mit
n € Ny lasst sich modellieren durch ein diskretes Iterationsverfahren

uy K(t) mit Wahrscheinlichkeit p

3
u_ K(t) mit Wahrscheinlichkeit 1 — p )

K(t+At):{

mit zwei Faktoren uy, > 1, u_ < 1 und einer Wahrscheinlichkeit p im Intervall 0 < p < 1. Der
Kurs der Aktie erhoht sich also mit der Wahrscheinlichkeit p um den Faktor u, und
verringert sich mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p um den Faktor u_. Am Anfang zur Zeit t =0
ist der Kurs der Aktie K(0) = Kj. Das Iterationsverfahren eignet sich fiir eine numerische
Simulation der Aktienkurse K (), indem man die zwei Fille in der Gleichung (3) mit
Zufallszahlen auswiirfelt.

(a) Zeigen Sie, dass nach n Schritten die Zeit t = nAt erreicht wird und der Aktienkurs K(t)
die (n + 1) diskreten Werte K; mit Wahrscheinlichkeiten P; annehmen kann, wobei
t=0,...,n. Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeiten P; durch die Binominalverteilung
gegeben sind.

(b) Zeichnen Sie alle moglichen Kurse K (t) = K; fiir alle Zeiten ¢ = nAt als Punkte in ein
K-t-Diagramm ein. Verbinden Sie benachbarte Punkte entsprechend der Iteration (3).
Zeigen Sie, dass sich eine Baumstruktur ergibt mit zweifachen Verzweigungen zu jedem
Zeitpunkt t = nAt.

(c) Eine alternative Variable fiir den stochastischen Prozess ist x(t) = In K (t). Zeigen Sie,
dass die (n 4 1) diskreten Werte x; gleichen Abstand haben.

(d) Berechnen Sie mit der Binominalverteilung die Erwartungswerte (z(t)) und
([Az(t)]?) = ([z(t) — (x(t))]?). Berechnen Sie entsprechende Erwartungswerte aus den
Kramers-Moyal-Koeffizienten A und A® von Aufgabe 1. Finden Sie durch Vergleich
eine Darstellung der Kramers-Moyal-Koeffizienten durch die Parameter u,, u_ und p des
diskreten Iterationsmodells. Finden Sie weiterhin eine Darstellung der Parameter v und
D der Langevin-Gleichung (1) von Aufgabe 1 durch u,, u_ und p.

(e) Fiir grofle n geht die diskrete Binominalverteilung in eine kontinuierliche GauBverteilung
tiber. Schliefen Sie daraus, dass die diskrete Iteration (3) sich fiir eine numerische
Simulation der Langevin-Gleichung (1) eignet. Programmieren Sie die numerische
Simulation auf einem Computer.

(f) Berechnen Sie numerisch viele Realisierungen der stochastischen Prozesse z(t) und K (t).
Berechnen Sie tiber Histogramme die Wahrscheinlichkeitsdichten P(z,t) und P(K,1).



Vergleichen Sie mit den Ergebnissen von Aufgabe 1. Wihlen Sie die Parameter u,, u_, p
und die Zeit t so, dass die Wahrscheinlichkeitsdichten P(z,t) und P(K,t) gegen die
Ergebnisse von Aufgabe 1 (d) konvergieren.



