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Priasenzaufgaben

62. Van der Waals Gas
Das Modell des idealen Gases vernachlissigt Wechselwirkungen zwischen den Gas-Teilchen.
Eine Moglichkeit, diese Naherungsweise zu beriicksichtigen, ist das Van der Waals Modell.
Mit diesem lésst sich auch der Gas-Fliissigkeits-Phaseniibergang beschreiben.

(a)

Betrachten Sie zunéchst die Freie Energie,

N2a V — Nb
F(T,V,N) = 7 NFE,TIn < E ),
und leiten Sie daraus eine neue Zustandsgleichung her,
P NkgT N2a
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Diese Zustandsgleichung ist nach dem Niederlédnder Johannes Diderik van der Waals
benannt. Diskutieren Sie die Rolle der — im Unterschied zur Zustandsgleichung des
idealen Gases — neu eingefiithrten Parameter.

Skizieren Sie die Isothermen im PV Diagramm. Was fillt Ihnen auf? Was bedeutet das
fiir die Kompressibilitiat xr?

Die Temperatur, bei der die Isotherme einen Sattelpunkt, den kritischen Punkt, besitzt,
nennt man kritische Temperatur 7. Fiir T' > T, gibt es keinen Phaseniibergang. Druck
und Volumen am kritischen Punkt werden kritischer Druck P. beziehungsweise kritisches
Volumen V, genannt. Bestimmen Sie T,., P, und V..

Zeigen Sie die parameterfreie Darstellung der Zustandsgleichung,
8t 3

:311—1_?'

p
Wobeipz%,tz% undvz%.
Nun wollen wir die ,richtigen“ Isothermen im PV Diagramm zeichnen. Was gilt fiir den
Druck und das chemische Potential der koexistierenden Phasen? Berechnen Sie das
chemische Potential iiber die freie Enthalpie G = uN = F' + PV und driicken Sie F’
durch F = — fOV P(V)dV aus. Leiten Sie damit die Maxwell-Konstruktion

[ v =g, = o
vfl

her. pyi/4 ist der Druck bei Koexistenz, vy, und v, sind die reduzierten Volumina der
fliissigen und der gasférmigen Phase. Skizzieren Sie nun die realen Isotherme im
PV-Diagramm und mit dessen Hilfe die Verdampfungskurve im PT-Diagramm.
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(f)

Zeichnen Sie in Thr PV-Diagramm noch die sogenannte Binodale ein, die den
Koexistenzbereich von der vollstdndig fliissigen und der vollstdndig gasformigen Phase
trennt.

Wir moéchten nun die Binodale in der Néhe des kritischen Punktes untersuchen, d.h. wir
mochten den Zusammenhang zwischen Ap=p—1, At=¢t—1und Av =v — 1 in
fiihrender Ordnung herleiten. Auf der Binodalen gilt

A’Ug = —Avﬂ = v/ 4(—At) + O(At)

Entwickeln Sie p(¢,v) in At und Awv bis zur Ordnung (At)®/2). Wie lautet der
Zusammenhang zwischen Ap und At in fithrender Ordnung auf der Binodalen?

schriftlich

63. Spinwellen (Magnonen) (6 Punkte)
Betrachten Sie eine eindimensionale Kette von N Spins, welche zur Vereinfachung zu einem
Ring geschlossen sein soll (periodische Randbedingung). Ein Mikrozustand dieser Spinkette
konnte z.B. lauten: | 11171 ] ). Wenn nur Nachstnachbarwechselwirkungen auftreten lautet
der Hamiltonoperator:

(a)

N
H=-J E O Opntl
n=1

Die niedrigsten Eigenwerte dieses Hamiltonoperators konnen leicht gefunden werden
indem H mit dem Spinaustauschoperator geschrieben wird:

Pnn+1 = 5(1 +oy, - Un—i—l)-

Betrachten Sie die Wirkung von p,, ,,+1 auf einen beliebigen Zustand.
Hinweis Zeigen Sie zuerst, dass die Spins mit n’ # n, n 4+ 1 nicht verdindert werden.
Zeigen Sie dann, dass die beiden Spins n und n 4+ 1 gedreht werden.
Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator geschrieben werden kann als:

N
H=NJ=2J) puns-

n=1

Wenn J > 0 ist, weist das System ferromagnetische Wechselwirkungen auf, welche
benachbarte Spins parallel anordnen moéchten. Bestimmen Sie damit den Grundzustand
des Systems. (Wieviele verschiedene gibt es? Wihlen Sie einen davon.) Berechnen Sie
den Energiewartungswert (H) (Grundzustandsenergie) in diesem Zustand.

Wir interessieren uns nun fiir die ersten angeregten Zustdnde. Es bietet sich an, die
Energie von der Grundzustandsenergie aus zu messen: H, = H + N J. Mit der
Vermutung, dass im ersten angeregten Zustand alle Spins in dieselbe Richtung weisen bis
auf einen, definieren wir [1,,), als den Zustand, in dem der n—te Spin gedreht ist. Mit der
Annahme, dass die gesuchten angeregten Zustdnde, mit niedrigen Anregungsenergien
geschrieben werden konnen als:

|¢> = Z an|wn>

sollen die Eigenwerte ¢; von H, bestimmt werden. Zeigen Sie, dass diese folgende
Gleichungen erfiillen:
g1y, = —2J (aps1 + an_1 — 2ay,).



Schreiben Sie a,, = exp(ind) und verwenden Sie die periodische Randbedingung
(ans+1 = ay), um zu zeigen:

l
e =8J sinz(%),
fiir ganzzahlige .

(d) Ein Wellenvektor kann durch Einfiihrung eines Gitterabstandes a zwischen den Spins
definiert werden iiber: k = (27l)/(Na). Leiten Sie hiermit die Dispersionsrelation der
Spinwellen ab:

e =4J (1 —cos(ka))

und diskutieren Sie den Grenzfall £ — 0. Die Koeffizienten a,, beschreiben die
Amplituden der Spinwellen, die auch Magnonen heiflen.

(e) Die Verallgemeinerung der eindimensionalen Spinkette auf einen dreidimensionalen
ferromagnetischen Wiirfel fiihrt fiir kleine Betrége des Wellenvektors k = |k| zu einer

Dispersionsrelation )
Exk ~ J (k : a)2

wobei der Vektor a mit den Gitterkonstanten des Kristalls verkniipft ist. Leiten Sie,
indem Sie die Spinwellen als nichterhaltene ideale (Quasi-) Bosonen (genannt
"Magnonen’) behandlen, die Abhéngigkeit der Gesamtmagnetisierung M(7") von der
Temperatur im Grenzfall T'— 0 ab (Blochsches Gesetz).

Hinweis: Wahrend der Ferromagnet bei 7' = 0 im vollstéindig geordneten Grundzustand
liegt (mit M = M2), erniedrigt jede Spinwelle die Magnetisierung um ein magnetisches
Moment.

64. Korrelationsfunktion des Isingmodells (6 Punkte)
Im Ising Modell in einer Dimension ist die Korrelationsfunktion definiert durch:

G(i,j) = (SiS;) — (Si)(S;),

wobei die S; als klassische Variablen interpretiert werden konnen, die die Werte S; = +1
annehmen. Zeigen Sie, dass gilt G(7,7) = (AS; AS;) mit AS; = S; — (S;) woraus

(a) Zur Vereinfachung soll G(i, j) ohne Magnetfeld berechnet werden, wozu eine
Verallgemeinerung des Ising Hamiltonian verwendet werden kann. Die Verallgemeinerung
besteht darin, verschiedene Wechselwirkungsstéirken zwischen den Spins anzunehmen:

H=-Y JSSin.

Bestimmen Sie die Zustandssumme fiir diesen Hamiltonian mit der Technik, die in
Aufgabe 28 Verwendung fand.

(b) Zeigen Sie

Gi,i+1) = ag —In(2)

und damit G(i,7 4+ 1) = tanh(3J;). Diskutieren Sie die Temperaturabhéingigkeit.

(c) Zeigen Sie

. 1 0 0
GO+ 2) = 2 557 9,

und damit, dass G(i,i + 2) = tanh(5J;) tanh(3J;41). Verallgemeinern Sie diese
Rechentechnik, um G(7,7 + j) zu bestimmen, und setzen Sie letztlich alle



Kopplungskonstanten J; = J gleich, um die Korrelationsfunktion im urspriinglichen
Ising—Modell zu finden. '
G(i,i 4 j) = (tanh(5J)).

Diskutieren Sie den Abfall von G als Funktion von j.

65. Ising-Modell mit unendlich reichweitiger Wechselwirkung (6 Punkte)
Betrachten Sie N Ising-Spins mit folgendem Hamilton-Operator:

N J N
H:—H;SZ-—WZSZ-SJ-.

i,j=1

Hier wechselwirken die Spins mit dem &usseren Magnetfeld H sowie alle untereinander mit
gleicher Kopplungsstirke J/2N. Warum skaliert die Kopplungskonstante mit 1/N 7

a) Es ist sinnvoll, den Hamilton-Operator mittels des Gesamtmoments M = Zf\il S;
umzuschreiben. Fiir die Zustandssumme Z = ) (s} €Xp —OH ldsst sich dann ein
geschlossener Ausdruck finden mit Hilfe der sogenannten Hubbard-Stratonovich
Transformation. Diese besteht darin, die folgende Identitédt auszunutzen:

ezﬁ_I{fMQ — /OO 7d'u e_NTﬁJluQ""BJ“M_
oo /2T /NBJ

Somit ersetzt man die Wechselwirkung der Spins untereinander durch die
Wechselwirkung mit dem effektiven mittleren Feld ji. Da die Spins nun “entkoppelt” sind,
kann man genauso vorgehen wie im Fall von unabhéngigen Spins im Magnetfeld. Das
Ergebnis lautet:

7 - / A anc@aw
—s0 /21 /NBJ
wobei J )
LB, H,p) = S = 5 {2cosh (H + Ju)}

b) Im thermodynamischen Limes (N — oo) kann man Z mit Hilfe der Sattelpunktmethode
exakt bestimmen. Man bekommt:

7= e PN,

wobei p; die Minima von L sind. Zeigen Sie, dass sich fiir die Extrema die folgende
Gleichung ergibt:
= tanh G(H + Jpu).

Zeigen Sie nun, indem Sie Z nach H ableiten, dass fiir das mittlere magnetische Moment
pro Spin m = (M) /N gilt:

1
— o BNL(p3)
m = 7 E i€ .

Machen Sie sich klar, dass fiir N — oo nur das globale Minimum o von £ zu m
beitréigt, so dass m = g gilt. Berechnen Sie die zweite Ableitung von £ nach p und
diskutieren Sie den Verlauf von £ als Funktion von p in Abhéngigkeit von der
Temperatur und Magnetfeld. Was folgt daraus fiir die Magnetisierung ?

Hinweis: - tanh2 = 1/ cosh® x



