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1 Vorbetrachtungen

1.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1.1 Definitionen

[A] Eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte
Definition:
Eine GroBe € ist eine (reelle) ZufallsgroBe, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass & (reelle)
Werte x im Bereich x bis x + dx annimmt, gegeben ist durch P(x) dx.
Wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte P(x) folgenden erfiillt:
i) P(x)>0 (Positivitat)
if) [ dxP(x)=1 (Normierung)!

Bemerkung:

e Werte x heien Ereignisse aus der Ereignismenge

e obige Definition ist fiir kontinuierliche Zufallsvariablen. Wenn & nur diskrete Werte

X, annehmen kann gilt
N

P(x) — Y Pof(x = Xp)

n=1

mit Dirac-3-MaB. Auch hier ist i) P, > 0 und ii) SN . P, = 1. P, ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass & den Wert x, annimmt.

o P(x) = [7_ dx'P(x): kumulierter Wahrscheinlichkeitsverteilungspunkt.

Beispiel:
diskret: N Miinzwirfe. &= Haufigkeit von Kopf, x, = 1nmit n=20,1,2,... N

= (3)2 @N_n e

P, ist die Binomialverteilung mit Binomialkoeffizient (’;’) Zahl der n-elementigen Unter-
menge der N-elementigen Menge. Dann Multiplikation der unabhangigen Wahrscheinlich-
keiten, dass n mal Kopf und (N — n) mal Zahl geworfen wird.

Beispiel:
kontinuierlich: Planck’'sches Strahlungsgesetz des schwarzen Strahlers
8mh 3
Plv,T)dv = L3,w[/— dv v : Frequenz
Cc kaT
eks’ —1
c c .
PONT)dA = 5P <1/ - X,T) dA X : Wellenlinge

1Dabei geht das Integral immer iiber den gesamt mdglichen Wertebereich. Wenn keine Grenzen angegeben
sind, dann ist [%°_ dx gemeint.



6 1.1. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

v = £ bei Funktionen und || bei Wahrscheinlichkeitsdichten (mit Vorfaktor)

[B] Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte

Definition:

N GroBen &;, i = 1...N bilden einen (reellen) N-dimensionalen Zufallsvektor £, wenn
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass £ Werte im Bereich [x,x + dx] (genauer: & Werte in
[x;,x;i+ dx;]) annimmt, gegeben ist durch Py(x) dx; --- dxy = Py(x) d"x (N-dimensionales
Volumenelement), wobei die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte erfiillen muss:

i) Pu(x)>0 (Positivitat)
iy [ dVxPy(x) =1 (Normierung)?

Beispiel:
Maxwell-Boltzmann-Verteilung der Geschwindigkeit des idealen Gases

1
v = (Vy,Vy,V;) Ps(v)d®v o —re T d*v
3

[C] Definitionen wichtiger GroBen:

o Mittelung: (..)y= / dVx ... Py(x) (1.1)
o Mittelwert: ¢ = / d"xxP,(x) = ¢ (1.2)
o Varianz:® 0% =N = {((£ - &) Z/ d"x P,V(x)

2

:Z/ dVx (X,-2—2Xiéi+gi2> Pr(x)

= (€8) —2(6)(6) + &
=) -(? =020 (1.3)

P(x) dx ist die Wahrscheinlichkeit fiir £ Werte in [x,x+ dx] anzunehmen. Diese ist messbar
durch die relative Haufigkeit:

Zahl Messungen von x in [x,x + dx]

=W
Gesamtzahl der Messungen

2wobei [ d"x--- = f dx f dxo - - f dx, - -

—0o0

3oder auch totales Schwankungsquadrat
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fiir viele Messungen.

e Einzel-Varianz: ol ={(&— &)%) (1.4)

e (relative) Streuung: ‘% o : Standardabweichung
(1.5)

e Korrelation: K,'J = <<£, — _,') . (SJ — é_,)) (16)

Bemerkung:

e Die Korrelation ist eine symmetrische Matrix und hat somit (vgl. lineare Algebra)
reelle Eigenwerte. lhre Eigenvektoren bilden ein Orthogonalsystem. Dies bedeutet
wiederum, dass lineare Transformationen der &; auf 5',- = > A& existieren, so dass

i

die Matrix:

diagonal ist.

!

=<

=ATKA

e K ist positiv definit, d.h. fiir einen beliebigen Vektor a € R” ist folgendes erfiillt:

Beweis:

N
0L z a,-K,-jaJ-

j=1

Es muss auf jeden Fall gelten:

Zai<(£i —E_i) (ﬁj - é])) aj = (A2) >0

wobei A = A(¢) = éa,- (&—¢).

Durch geschickte Wahl von A kann man daraus folgern:

i) Wir wahlen zunachst a; = ¢

i, d.h. der Vektor a ist auBer an der ip-ten Kompo-

nente (wo er 1 ist) Null. Dann folgt trivialerweise:

Kio/o = <(£/0 - 6_/0)2> = 0'/% >0

i) Sind die Komponenten i; und iy von a Eins und alle anderen Null, d.h. a; =

dii, £ 05;,, so folgt:

Kioio + Kiyiy £2Kj, =2 0

Dies bedeutet, dass die Kreuzkorrelationen kleiner sind, als die Selbstkorrelatio-

nen:

1
oil < = (Kiip + Kii)

K
| 2
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e Aus den obigen Uberlegungen ergibt sich auch der Zusammenhang mit der Varianz
als Summe der Selbstkorrelationen zu:

0'2 :ZH:K,',‘ :Spé

i=1

Die charakteristische Funktion ist fiir k € R” definiert iiber:

(p(k) — <eik~£> — / d”xe’k'XPn(x)

Sie ist also die Fourier-Transformierte von P,(x).
Im Folgenden wollen wir zur Vereinfachung diese charakteristische Funktion im Eindimen-
sionalen betrachten. (k) ist Erwartungswert der Phase e™¢ mit k € R” festem Vektor.

(k) heiBt auch Momentengenerierende, wobei das m-te Moment lautet:

(EmM = / dxx"P(x) = (_iz;ik) (k) . m=12,...
Falls die Momente existieren, d.h. [(§™)}| < oo, gilt:
= 1
0(K) = (explikel) = 3~ (iK)™(E™) (1.7)
m=0 "
(k) bestimmt die so genannten Kumulanten iiber:
o(k) = oxp | 3 U7 (em) (18)
= |

Dabei ist * die m-te Kumulante:

€= (-i2) ot

Diese ist eine geschickte Kombination aller Momente mit Ordnung m < m. Fiir die ersten
Kumulanten gilt:

k=0

(e =0

(W) =€) =¢

(D) =€) - () =0
(€P)e = (€7 — 3(€7)(6) +2(¢)°

Die erste Kumulante ist also der Mittelwert, die zweite die Varianz.
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Beweis:
Durch Taylorreihenentwicklung um k =0

0(K) = 1+ iK(g) — SKE) — LkE) + .
o(k) = o0 (k). = SAE)c — 1)+ .
= 1K = 5K (€ +(E9) = gk ((€)e + 3E)(E)e + (€1 + O(K)

Vergleichen wir nun die k-Ordnungen:

<£1>c = <£>
(€)= (&) — (&)’ = 0"
(€%)c = (€7) +3(6)°(&) — 3ENE) — (&)

Kumulanten charakterisieren Wahrscheinlichkeitsdichten praziser als Momente.

Variablentransformationen:

Sei die Zufallsvariable i (m-dimensional) eine Funktion der & ( N-dimensional), j = f(§),
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass 7 Werte im Intervall [y, y + dy] annimmt, gegeben
durch

Pn(y)d"y = / dVxPy(x) Integral iiber Bereich, sodass y < f(x) <y + dy

Puly) = (8(y — F(€))) = / 4"x8(y — £(x))Pu(x)

Beispiel: Planck’'sche Strahlung
POAT) :/ dvP(v,T)0 (A - g)
0

N=¢ /0 NP (5 =0T) 8- N)

oo >\l2 >\I
c c
— P(NT) =3P <1/ - X,T)
Also gilt die Beziehung:
dv
PA\T)dX = ax P(v,T) dX
V=3

Bemerkung: Bei diskreten Zufallsvariablen wird [ d”x zur Summe.
Beispiel:

Wir betrachten die Summe { = f(§,m) = £ + n zweier Zufallsvariablen mit gemeinsamer
Wahrscheinlichkeitsdichte P, (x,y)

Pi(z) = (6(z — F(£ +m))) = / dx dy Py(x,.y) 8(z — x — ¥)

/ dx P(x,z —y)
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was zu einer einfachen Bezeichnung der charakteristischen Funktion fiihrt:
0clk) = () = [ dz e p(2)
= / dx dy dz e**P,(x,y)0(z — x — y)
= / dx dy e* Ot p,(x y)

Dies kann man auch schreiben als:

0c(k) = Gens (k = (ﬁ) - (f))

wobei ©eno(k) = / dx dy ety p (xy)

1.1.2 Normal- und Gauss-Verteilung

Die wichtigste Wahrscheinlichkeitsdichte im eindimensionalen:

p B 1 ,(x—&Q)Q
() = \/27rr26 ”

Der Grund dafiir kommt in 1.1.6
mit zwei Parametern (x) = £ (Mittelwert) und o2 = ((x — £)?) (Varianz) — charakteristi-
sche Funktion:

_ 0'2
(k) = exp [/kg — ?/8}
welche durch erste und zweite Kumulante festgelegt ist.

(%) = 0

1.1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und wichtige Formeln
zur Vereinfachung: N = 2 bis auf weiteres
[A] Definition

Zwei Zufallsvariablen £ und n mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsdichte P (x,y) seien
gegeben. Unter der Bedingung, dass n den Wert y (angenommen) hat, ist

P(x|y)dx

— die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass £ Werte in [x,x + dx] annimmt. Dabei muss die
bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte wiederum erfullen:

i) Pxly) =20
iy [ dxP(xly)=1

Bemerkung: P(x|y) ist Wahrscheinlichkeitsdichte in x fiir jedes y

} fur alle y

Achtung: Jede Wahrscheinlichkeitsdichte ist abhangig von Bedingungen (,, fairer Wiirfel*)

10
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[B] Rechenregeln:
Die ,marginale Wahrscheinlichkeitsdichte”, dass £& Werte in [x,x + dx] annimmt, un-
abhangig davon, welchen Wert y annimmt.

Pi(x) = / dyPa(x,y) (1.9)

Additionssatz

Das Integral geht iiber alle moglichen Werte von y.

Py(x,y) dxdy = (Pi(y) dy)(P(x|y) dx)

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit P (x,y) dxdy ist gleich der marginalen Wahrschein-
lichkeit Wy, dass n Werte in [y,y+ dy] annimmt (also Pi(y) dy), egal welche Werte x hat,
multipliziert mit der bedingten Wahrscheinlichkeit, dass & Werte in [x,x + dx]| annimmt,
gegeben, dass n Wert y hat.

P (x.y) = P(x]y)Pi(x) (1.10)
2 P(y)PL(y)
Multiplikationssatz

Aus Additionssatz und Multiplikationssatz folgt ,, Formel der totalen Wahrscheinlichkeit™

PL(x) = / dyPy(x.y)
PL(x) = / dy P(x1y)PA(y)

Dabei geht das Integral liber alle moglichen Werte y gewichtet mit marginaler Wahrschein-
lichkeit bei y zu sein, egal wo £ ist, multipliziert mit Bedingung fiir £ gegebenen y.

e Ansatzpunkt der Quantenmechanik nach Feynman

e Formel von Bayes

P(xly)Pi(y) = P(y|x)Pi(x)
P(xly) = —Png;’;(X)
P(y|x)Pi(x)

[ dxP(y|x)Pi(x)

P(xly) =

1.1.4 (stochastisch) unabhangige Zufallsvariablen

Definition:
Es gebe zwei Untermengen von Zufallszahlen &;,...&y mit 1 < r < N. Sie heiBen

11



12 1.1. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

(stochastisch) unabhdngig, wenn die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte separiert ist
(ein Produkt ist).

Py(xi...xn) = Po(xe...x )Py (Xeq1 ... Xn)
Es folgt dann, dass die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte gleich den marginalen werden.
Py ... X |Xe1...xn) = P(x1...%)
P(Xxx1...XnlX1. .. %) = Py r(Xpp1 ... Xn)

Beweis:
MS  Py(x) = P(x1... % X012 Xn) Py (Xea1 ... Xn)

Vergleich und Division durch Py_,

Bemerkung:
Wenn Werte von £; bis & nicht von denen von £,,; bis £y abhangen, ist Bedingung
irrelevant.

1.1.5 Der Zentrale Grenzwertsatz

Die Summe ¢, = >, & von n unabhingigen Zufallsvariablen &, ..., &, (d.h. Py(x) =
P(x1)...P(xn)) mit endlichen Mittelwerten und endlichen Varianzen, d.h.

€Nl =& < oo

und
(6 —€)) =07 <o

(d.h. sowohl < & > als auch ¢? existieren und sind betragsmaBig kleiner als oo), dann
besitzt ¢, deren Wahrscheinlichkeitsdichte fiir groBe n eine Gauss-verteilung wird:

mit dem Mittelwert

und der Varianz

Fiir (zur Vereinfachung) gleichverteilte &;, also ¢ = € und o? = o2, finden wir also eine
sehr enge Verteilung mit verschwindender relativer relative Streuung, weil Gleichverteilung
¢, = n€ und ¥2 = no? bedeutet und die Streuung mit wachsendem n immer geringer wird:

>, no 1 00
die relative Streuung: = v oy

EEIERRG

12
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4

13

g (§)
S=x3o

{’5 {xls")

b

§=4o§’ ’

Beweis:

Fiir (zur Vereinfachung) gleichverteilte, unabhangige &; (mit € und o2) betrachten wir

= %Z(gi —E)

mit unabhangigen £, also

Pa(x) =

P(Xl)PXQ) .
7, hat die Wahrscheinlichkeitsdichte

.. P(x,)

Pn(y):/d”xP x)5< Z )

wobei der Mittelwert

€= / dx x P(x)
ist und die Varianz

o = / dx(x—g)2 P(x)
Die charakteristische Funktion erfullt also

Py (k) = / dy eikyPnN(Y)

:/dy/dePN(x)e'kyé (y

_ % P g))
/ dx; ... dx, P(x1)...P(x,) - exp [\I/—kﬁ ;(Xi — Z)]

mit charakt. Fkt. von &

Verwenden wir nun die Kumulanten-Entwicklung von ¢ (%)

13



14 1.1. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

so folgt (€ fallt raus):

mit der Annahme (£™23). < oo mit (e*)" = e™,
Mit Fourier-Ricktransformation erhalten wir:

_ [ Ak iy e ] -5
Pn(J/)—/g-e e 2 = _Qmﬂ-eza

on(k)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von &, = n€ + \/nm, folgt gemiB Variablentransformation

Pe(z) = (6(z — n§ — v/nm))
Bemerkung:

e Die Voraussetzungen waren: Unabhangige & und endliche Mittelwerte bzw. Vari-
anzen, was zu einer Gaussverteilung mit ¢, o n und X2 o n fihrt; d.h. dass 2
Kumulanten also die Wahrscheinlichkeitsdichte P festlegen.

e Der zentrale Grenzwertsatz ist wichtig flir die statistische Mechanik und die Thermo-
dynamik, wo n im Bereich 102 liegt, da die dort auftretenden Mengen- (oder exten-
sive) GroBen solche additiven GroBen sind. Wir haben also viele kleine unabhdngige
Beitrage zu einer extensiven GroBe.

Voraussetzung Phanomen
viele kleine Beitrage v v 4 4 v
unabhangig v 4 4 v
€] .r? < o0 v v 4
iﬁglslljausnetlt— k”g' j“;kte QuaEtEelsg_ag Gravitation Levy
diagramm kondensation
Bemerkung:

Korrelationslange £: Unterteilung in stochastisch unabhangiger Subvolumina mit Volumen
ox £3. € ist dabei der Durchmesser der unabhangigen Teilvolumen.

14
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1.2 Quantenstatistik

1.2.1 Wiederholung der Quantenmechanik vieler Freiheitsgrade

Mogliche Zustdnde |V) eines quantenmechanischen Systems von f Freiheitsgraden sind
Elemente aus einem Hilbertraum #, also |W) € H und sie sollen normiert sein:

(V) =1
Der Hilbertraum A besitzt eine Orthonormalbasis bezeichnet mit

{ny,...ne} = {In)}

Die Zeitabhadngigkeit ist gegeben durch die Schrodinger-Gleichung fiir den unitaren Zei-
tevolutionsoperator U:

0
ihaU(t,to) = H(t)U(t,to)
mit U(t = to,to) =1

wobei H(t) = H(t)! der Hamilton-Operator ist.

In der Vorlesung IK IV wurden bereits die beiden Betrachtungsweisen Schrodinger- und
Heisenberg-Bild eingefiihrt:

Ist ein Operator nicht von sich aus schon zeitabhangig, so bekommt er im Schrodinger-Bild
keine Zeitabhangigkeit hinzu. Die Zeitabhangigkeit steckt hier in der Wellenfunktion:

[Y(t)) = W(l‘»s = U(t, fo)|?/J(to)>
As(t) = As =

Im Heisenberg-Bild dagegen tragt der Operator die ganze Zeitabhangigkeit und die Wel-
lenfunktion ist zeitlich konstant:

[Y(E))n = |Y(to))
Au(t) = U (L to) As(t)U(t, 1)

Zum Beweis betrachtet man die Ableitung des Heisenberg-Operators und erhalt:

d 0
EAH( ) = 7 (HAH—AHH)—l—(aA) [H Al +( A)H
= Au(t) = eth/ﬁAseth/ﬁ

wobei wir (2 A)

51 = 0 angenommen haben.

H

Beispiele:

e Ein freies Teilchen in einer Box mit dem Volumen V = L3 mit der periodischen
Randbedingung fiir seine Wellenfunktion:

P(r+ L&) = Y(r)

15



16 1.2. QUANTENSTATISTIK

Seine Hamilton-Funktion bei drei Freiheitsgraden lautet:

p
H=—
2m
zu der Orthonormalbasis
n
2 X
k; k:T7T n|l ;n=0=x1+2...
n;

e Fiir das Wasserstoffatom gilt mit den Indizes e fiir Elektron und p fiir Proton:

2
pp+p§_ c

2m,  2me  re — 1,

H =

mit der Orthonormalbasis
{IPn,1,m)}

wobei P der Schwerpunktsimpuls ist.

e Zwei nichtwechselwirkende Spins besitzen im Magnetfeld die Hamilton-Funktion:

H= —’Yg (0'1 + 0'2) B(t)

zu der Orthonormalbasis

{0 =10 D2 13D T [N}

1.2.2 statistischer Dichteoperator; reine Zustande und Gemische

A) Erwartungswerte
Der hermitesche Operator A auf H hat den Erwartungswert (Y|A|¢) = > c'c, (n'|An)

im reinen Zustand |1), fiir den gilt:
Wy =Scln) en

Dabei sind die ¢, seine Entwicklungskoeffizienten. In einem reinen Zustand lautet der
Erwartungswert in Matrixdarstellung:

(W|AlY) = SPA[H) (%[ = SpApy

mit dem Dichteoperator eines reinen Zustands:

py = ) (Y|

schreibt man:

(WIAlY) = SpApy

16



Vorbetrachtungen 17

Zum Beweis muss man die Spur von Apy in Matrix-Darstellung in der Orthonormalbasis
{|n)} ausrechnen:

Sp(Apy) = (n|Apy n)

!
n

Durch das Einfiigen der dyadischen Eins zwischen dem Operator A und dem Dichteoperator
py erhdlt man:

c’
Ch n

A

Sp(Apy) = > _(n'[Aln) (n|9) (p|n)
= cucy (n|Aln)
= (A caln)

= (b|Al)

B) Spurrechenregeln (zur Vereinfachung sei H endlich dimensional)
Die Spur eines Operators ist definiert als:

SpA:=> (n|An)

n

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
a) Die Spur ist invariant unter zyklischer Vertauschung:
SP(AB) =) (nAln)(n'|B|n) = Sp (BA)

!
nn

Sp(ABC) =Sp(CAB) =Sp(BCA)

b) Invarianz unter Basiswechsel:
Geht man zu einer neuen Orthonormalbasis {|m)} mit M) = > Uy, |n) iiber, wobei
n

U der unitare Transformationsoperator ist, so folgt mit der Tatsache, dass A = UAU™?
(vgl. Ut UAU *U = A) sowie durch zweimaliges Einfiihren der dyadischen Eins: 1 =

=A

;!ﬁﬂ(m\:
SpA="> (n]An) =) (n|U" AU|n)

= ) (nUf)m) (m]AJ@) (@ |U|n) = %
;SN

n,m,m * k%

Der Term x wird nun hinter die beiden anderen gestellt, so dass ** nach vorne rutscht.
Mit 3 (@'|U|n)(n|Ut|M) = §_  folgt weiter:
n

* = Z (| Alf)

17



18 1.2. QUANTENSTATISTIK

c) Spur und Eigenwerte:
Die Spur eines diagonalisierbaren Operators A ist die Summe seiner Eigenwerte a;, well
A fiir Eigenzustande |a;) diagonal ist, und man A auch schreiben kann, als:

A= Z aila;)(a
C) Definition: Der Dichteoperator eines reinen Zustands p erfiillt:

e o= p' (hermitesch )
e pist positiv, d.h. {(p|plp) >0 V]p) € H
e Spp =1 (Norm)
e Spp? =1 (rein)
Bemerkung: p,;, = |¢) (] ist rein.

Beweis:
Man kann leicht nachweisen, dass die oberen vier Eigenschaften erfiillt sind:
Die Matrix (py), v = (n|¥)([n’) ist hermitesch, weil:

(0} e = 3y = (0 [9)* (@I = (0y )

AuBerdem ist:
(ployle) = [(@l)]> >0

sowie:
Spoy = >_(n|w)(w[n) ch (Ply) =1
und:
Spoy, = SplY) (Y|P) (Y] = Sppy = 1
=1
D) Gemische

Ein quantenmechanisches System liege mit der Wahrscheinlichkeit p; in verschiedenen
(reinen) nicht interferenzfahigen Zustanden |4;) vor.
In einem solchen Gemisch lautet der Mittelwert eines Operators A:

/

(A == B (Wil Aly)

i=1

Er setzt sich also zusammen aus dem statistischen Mittelwert und dem quantenmechani-
schen Erwartungswert von A im Zustand |1;).

Als Wahrscheinlichkeit muss p; die folgenden Bedingungen erfiillen:

e 0<p <1

18



Vorbetrachtungen 19

/
i Z 5/ =
i=1
Beispiele hierfiir sind:
e M stoBende Teilchen in einer Box
e Der Strahl polarisierter Teilchen deren Position nicht kontrolliert wird.

e quantenmechanisches System in Kontakt mit Warmebad

Mit dem Dichteoperator

pi= mexw (1.11)

lautet der Mittelwert:

(A) = SppA

Durch Einfiigen der dyadischen Eins erhdlt man:

(A= (nloln’)(n'|An)

!
nn

i
=2_ (1A} 3B (nlvi) (iln
nnl '_
n(:) Gl iy

In der hinteren Summe liegt der Unterschied zum reinen Zustand (in der Matrix-Darstellung
von p).

Definition:
Ein (statistischer) Dichteoperator p auf A erfiillt die folgenden Eigenschaften:
e o= p' (hermitesch )
e pist positiv, d.h. {p|p|lp) > 0V|p) € H
e Spp =1 (Norm)
Der statistische Mittelwert eines beliebigen Operators A lautet dann im Zustand p:
(A) = SppA
Bemerkung:

e Zur Vereinfachung wird angenommen, dass H nicht unendlich-dimensional sei.

e p=> pi|v:)(¢;| ist der Dichteoperator und seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit lau-
i
tet:

—

(x|p|x) :Z [(x[9,)]

19



20 1.2. QUANTENSTATISTIK

E) Eigenschaften von p

a) Eigenwerte und Eigenzustande
Die dyadische Zerlegung p = Y p,|n)(n| existiert mit p|n) = p,|n) (Eigenwertglei-
n=1

chung) sowie (n|n’) = § . (orthonormal). Die Eigenwerte p, geben eine (diskrete)
Wahrscheinlichkeitan, dass der Eigenzustand {|n)} im Gemisch vorliegt, somit muss
fur diese gelten:

0<p, <1l  und > p=1
n=1

Beweis:
ot = p hermitesch — kann diagonalisiert werden.

v
Die Tatsache, dass p hermitesch ist, liefert p = > p, |n){n| mit orthonormierter Eigenbasis
=1

von p. Weil laut Voraussetzung (¢|ple) = 3 pa(eln)(nlo) = 3= p, [(@ln)|”> > 0 V]p) € H
gilt, muss p, > 0 sein. AuBerdem muss die Spur des Dichteoperators gleich Eins sein und

wegen 1 = Spp = 3 (nlp|n) = 3= p, [(n|n)* = 32, p, folgt somit p, < 1 was zu zeigen
war.

reine Zustande:
Satz:
Gehért p zu einem reinen Zustand (also Spp® = 1), dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) o> = p (d.h. pist ein Projektor
i) pn, =1 und p, =0 sonst
iii) p hat den Rang 1

Beweis:

Die Aussagen i)-iii) sind dquivalent, aus p = |n,){ng| folgt sofort, dass Spp? = 1 gilt.

Ist nun anders herum Spp? = 1, so hat p? die Eigenwerte p2 < p, fiir p, < 1 Somit ist
aber 1 =5 p2 <> p, =1, was nur mit,, =" erfiillt sein kann und damit ist gezeigt, dass

Pny = 1 unréj Pn = Ssonst gelten muss.

Der reine Dichteoperator ist die Projektion an |ng) welcher mit der Wahrscheinlichkeit
Pn, = 1 auftrifft. Ein Gemisch (Makrozustand) ist die Summe vieler reiner Zustdnde mit
einer Wahrscheinlichkeit p, # 0.

1.2.3 (Un-)abhangige Subsysteme

Subsysteme und reduzierte Dichteoperatoren

) (et

20



Vorbetrachtungen 21

H sei ein f-dimensionaler Produkt-Hilbert-Raum: ‘H = H; ® H» zweier Subsysteme, wobei
‘H r-dimensional und H, (f — r)-dimensional sei.

{Im} = A{lmn...ne)}

Spannen nun die |ny); den H; und die |n,), den H, auf, so bilden die Produktzustdnde:

{Im} = {ln)1 ® [n2)}

N
mit n; = :
Nyr
Nari1
und n, = :
nyf
eine Orthonormalbasis zu H.
Beispiel: Zwei Teilchen in einer Box
{lkika)} = {|k1)1 |ka),} wie fiir zwei nicht wechselwirkende Teilchen
1 .
r k) = —=e'kin ebene Welle
k)=
Operator, der nur auf H; wirkt: z.B. Ty = ;=p2 = —%\712: kinetische Energie von ry.

Operator der auf H wirkt, zB. H=Ty + T, + Vi(rn — r2)

Definition:
Der reduzierte Dichteoperator p; auf Hq:

p1 = Spa{p}t = 22 (n2| p[n2),
n2
(Absummieren von H, gewichtet auf #;

[A] Subsysteme und reduzierte Dichteoperatoren
p gehore zu einem reinen Zustand |9) in H, so gilt:

o=l =) cin')(n|

nn’

!
= Z Coyna Gt oty 1M1 1 [05)2 1(n3 |1 2(ny] (*)

i i
ng n1 no n2

mit > |c,|? = 1. Damit folgt der reduzierte Dichteoperator:
n

S cF L G
p1=5p:{p} =) 1(mylplng), =) [ny)y(ny| =P

plnlﬂ
" ! 1
n2 n,nl

p1 = Zplnln’l ) (n2]

ninj

21



22 1.2. QUANTENSTATISTIK

Behauptung:
Der Mittelwert (A;) = SppA; eines beliebigen Operators A;, der nur auf H; wirkt, d.h.

A1) = (A1 [n1),) [n2),
= > 1 (n}| Ay [ny) [n)) [no),

ny
kann mit dem reduzierten Dichteoperator p; gebildet werden.

(A1) = Sp; {p1A1}

Beispiel: Zwei Teilchen in einer Box:
[9) sei der Grundzustand von H mit [) = >, . Gk, |ki) [k2) mit ek, = 1 (k1] 2 (k2 [¥)
als Fourierkoeffizienten.

Behauptung:

2
Z.B. kann der Mittelwert von 77 = 2’% mit dem reduzierten Dichteoperator p; berechnet

werden, wo Teilchen Zwei nicht explizit eingeht.

Beweis:

(A1) =SppAr= > 1(ni|2 (mfpnb), ), 1 (n| A lng); 1 (nh] 1o [ny),
—_—

ninanin =5

- Z 1 (ny] (Z (ny|p ’“2>2> ’“,1>1 <“,1‘ A ’“1>1

ninj 2

nQn’2

= 1yl pr [Ny 1 (0| Ay [ng),

n’np

1
= 1 (] prAs [y,
n

= Sp; {1 Ar}
Bemerkung:

e Fiir einen beliebigen Operator A, der nur auf Subsystem H; wirkt, kann Mittelwert
ohne Wissen iiber Subsystem 2 bestimmt werden, falls p; bekannt ist.

e Allerdings enthdlt p; = Sp, {p} nicht die nétige Information, um p zu reproduzieren.
[B] Unabhangigkeit und Gemische
Definition:
Zwei Subsysteme eines quantenmechanischen Systems heiBen unabhangig, wenn p = p1 ®

p2 gilt (d.h. wenn der Dichteoperator des gesamten Systems sich aus dem Tensorprodukt
der reduzierten Dichteoperators der beiden Subsysteme zusammen setzt.)

Das bedeutet fiir die Matrixdarstellung von p:

<“‘P‘"’> = 1(n1|2{n2]p1 ® p> ’“,1>1 ‘",2>2

= 1<"1101\"’1>1 ® 2<"2102\"’2>2

22



Vorbetrachtungen 23

Fiir einen reinen Zustand p = |¥) (¢| von oben bedeutet dies:
Ch = Cn!nz = Crgll)crggz)

Satz:
Gehort der reduzierte Dichteoperator p; zu einem reinen Zustand, dann muss das Subsys-
tem 1 vom Rest (hier Subsystem 2) unabhdngig sein.

Beweis:

Pinin} = Z C(l) (1) Z |C(2)

\‘,_/

wegen Normie-
rung

= Z|n (1| ¢{P e,

nlnl

= Wl)l <¢‘1
mit |’¢/1>1 = an Cn1) |I‘I1>

Bemerkung:
Wechselwirkungen zwischen dem Subsystem zwingen aber (fast immer), dass der redu-
zierte Dichteoperator p; zu einem Gemisch gehort.

Zu zeigen ist die Behauptung

Spipi=1 = p=p®p

Ein beliebiger Dichteoperator auf H lautet in der Eigenbasis (mit den Eigenwerte p,):
p= Z Pn |n>(n

wobei [n) = 3" ¢\ |n) die Orthonormalbasis von  ist. Somit kann p mit [n) = n1)> [no)s

n
p geschrieben werden als:

o= () () Im)in’

nnn

Geht man damit in die Definition des reduzierten Dichteoperators:

p1 = Spyp = Z (n2]2 p [n2)7

n2

so erhalt man fir p1:

p1 = Z P n1)1 (nyls Z( rS?nz) C'gf)”z

i
nnyng n2

23



24 1.2. QUANTENSTATISTIK

Da p; rein sein soll, muss natiirlich auch gelten: p; = [¥)1(¥]1.
Man kommt nun im Beweis weiter voran, wenn man die Orthonormalbasis in H so wahlt,
dass ), = \n§0)>1 ist, dann miissen namlich alle anderen Summanden verschwinden:

p1 = [n3)1(nf;

* . 0 /
0= Z DPn (crf,f?u) ctn fir ny #nl® #n}

nny

Bei der speziellen Wahl von ny = n; # n9 sieht man:

Z Pn|CrSf212|2 = O

nny

was bedeutet, dass ¢, , = O fiir alle n, und ny # n{. Damit erhilt der Dichteoperator die
folgende Darstellung:

p= 23 b () b Indn I s ol
n n, n’2
: D)1 (nf]; ®p2 =1 p1 @ pa

reiner Zustand auf
Hi

1.2.4 Von-Neumann-Gleichung

Die Zeitentwicklung eines reinen Dichteoperators p = |¢) (9| folgt aus der Schrédinger-
Gleichung

0 i
a(?lf(t)l = E(?/J(t)!H(f)
Zu

i p(t) = i (D) W()

aat
!

5 WOl =7 (¥(1)] H* (1)
= H(t)p(t) — p(t)H(t) H*=H
= [H.p0]

In * wurde die Produktregel verwendet.
Werden im Gemisch p = > p; ;) {;| die p; als konstant (zeitunabhdngig) angenommen,

so gilt dort ebenfalls:

2p(6) = —5 [H(D).6(0) (1.12)

von-Neumann-Gleichung

Bemerkung:

24



Vorbetrachtungen 25

e Wenn p = p(H) = %p = 0 (— ErhaltungsgroBe) weil eine Funktion des Hamil-
tonoperators mit diesem kommutiert.

d

3 o(H) = 1 Hp(H)] = 0

¢ |Im Heisenberg-Bild gilt %AH(I') = L[H,An] mit umgekehrten Vorzeichen. Dies ist ei-

ne Andeutung darauf, dass p kein gewdhnlicher (Heisenberg) Operator ist. Eigentlich
ist der Dichteoperator eine Abbildung, die allen Operatoren ihren Mittelwert zuord-
net, und davon abhingt in welchem quantenmechanischen Mikrozustand das System
ist.

1.3 Klassische Statistik

1.3.1 Der Phasenraum, Phasenraumverteilungsfunktion

Dem klassischen Makrozustand eines N-Teilchen-Systems wird eine Wahrscheinlichkeits-
dichte (Phasenraumverteilungsfunktion) d.h. eine Wahrscheinlichkeitsdichte

p(re, ...ty p1,...pn) = p({rk.{p}) =0 (Tn) Phasenraumpunkt

iIm 6N-dimensionalen Phasenraum zugeordnet, so dass

p(rN)dl_n
mit N
11 -
dw = =7 o [ & dp
i=1

(dem normierten Phasenraumvolumenelement) die Wahrscheinlichkeit ist, dass das System
den Mikrozustand in Phasenraumvolumenelement [, d°r; d®p; um den Punkt [y = {r,p}
annimmt. Die Normierung +; - =57 folgt aus der Quantenstatistik.

Der Mittelwert einer beliebigen Funktion A(Iy) im Phasenraum lautet:

) = [ dru T AT = iz [ TLErdontrm)) Allrph) = Sop  (1.13)

Bemerkung:
Liegt der Makrozustand genau in einem Mikrozustand vor, d.h. sind alle Orte und Impulse
bekannt, lautet p:

Omice = MV NI H5(ri —ri(t))o(pi — pi(t))

=1

wobei die r;(t) und p;(t) der Trajektorie des i-ten Teilchens entspricht. Das N! ist ein
Permutationsfaktor, dass das i-te Teilchen im Phasenraum r;, p; annimmt. r; und p; sind

25



26 1.3. KLASSISCHE STATISTIK

Dummy-Integrationsvariablen im Phasenraum (Koordinaten). In diesem Fall ist der Mit-
telwert einer beliebigen Funktion im Phasenraum:

(A) = A({r(1).p(1)})
Ausgewertet an Ort und Impuls des Teilchens.
Bemerkung:

Da p eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, gilt die Diskussion von 1.1 (z.B. p erfiillt also
p > 0 und Normierung auf 1). p ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte

1.3.2 Liouville-Theorem und Liouville-Gleichung

Die Bewegung der Teilchen folgt aus den Hamilton-Gleichungen

_8H und . OoH
_aP/ Pi= or,

Die Zeitentwicklung eines Makrozustandes setzt sich zusammen aus

ki

a) der Zeitabhangigkeit des Phasenraumvolumenelementes ( d"y(t))
b) der Zeitabhangigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte p = p(t)

zu a) weil beide Faktoren die Wahrscheinlichkeit, einen Mikrozustand zu beobachten, be-
einflussen.

Das Liouville-Theorem sagt nun aus, dass das Phasenraumvolumenelement zeitlich kon-
stant ist unter den Hamilton'schen Bewegungsgleichungen.

dly(t) = const.

Beweis:

dn(t) = J\(Q dl"y(to)

* *3%

% ist die Jacobi-Determinante und #x das Start-Volumenelement [V, dr(® d°p{®
Um dies zu beweisen, schauen wir uns die Jacobi-Determinante der Variablentransformation
an:

{r(to)}, {p(t0)} ™" {r(t)}, {p(1)}

Hier erhalten wir aus den Anfangswerten die Losung der Hamilton'schen Bewegungsglei-
chungen. Die Behauptung ist nun:

S A p(h) | e o
S({r(w)} tp(w))) ~ | 4 %0

Den Beweis hierzu fiihren wir zur Vereinfachung im Eindimensionalen:

d d d |a(r(t + s).p(t +5)) O(r(t).p(t) dJ(t)
a0 = G = T e me) ot | - ar |7
—_——

J(t) 5=0

26



Vorbetrachtungen 27

und mit den Gleichungen

OH
r(t) =ro+ s t+ O(t?)
p 0,P0
OH
p(t) = po — e -t + O(t?)
a r0.Po
folgt:
8%H 8%H
d d Lt oms| "t G| ot 9?H 82H
—J(t)] = —det el P 2 = -
dt o dt -&h ot 1-24 ot ordp|, ,, Opor|, .
0.P0 r0.P0 t=0

Daraus folgt mit J(t = 0) = 1 die Aussage J(t) = 1, was zu beweisen war. Also:

$£J(1)=0 _
J(t = 0)=1 }J(t) =1

Bemerkung:

Der Grund, Statistische Physik im Phasenraum zu verwenden, ist die Zeitunabhangigkeit
des Phasenraumvolumenelementes dI"y(t) = dI'y — Die Interpretation von p als inkom-
pressible Flussigkeit wird nahegelegt.

zu b): Die Liouville-Gleichung:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte erfiillt mit der Hamilton-Funktion (Poisson-Klammer):

+0(t)=0

Beweis:
Wenn p = p(H) gilt wieder £p(H) = 0 (p Konstante der Bewegung). Wieder liegt ein
umgekehrtes Vorzeichen vor zur Bewegungsgleichung einer gewohnlichen Funktion A im

Phasenraum £A = {AH} + &

1.4 Wichtige Gesamtheiten (Ensemble) und einfiihrende
Beispiele

1.4.1 Das Beispiel paramagnetischer Salze

Hierbei handelt es sich um Kristalle mit nichtwechselwirkenden lokalisierten magnetischen
Momenten ;. In externen magnetischen Feldern (hier B o« Z-Achse) richten sich diese aus
und weisen eine makroskopische Magnetisierung (M) auf. Beobachtungen sind:

. . - o 1a(My . o I\/IZ
e Die magnetische Suszeptibilitdt, definiert durch x, = 35" ist £, = p el
Mit der Curiekonstanten MZ2. Diese Formel wurde aus experimentellen Befunden

abgeleitet.

27



28 1.4. WICHTIGE GESAMTHEITEN (ENSEMBLE)

e Die Curie-Konstante ist positiv und lasst sich schreiben als

Me_ N g

0<% TV ke

konst.

mit ug als bohrschem Magneton und % als Dichte der magnetischen Momenten.

7
18 1. Paramagnetism of Ionic Solids M I T \
— . =72 (Gd*
N o s =72(Gd")
08 Xa! IT- kg 6
5 I [
06 | i s =52 (Ee™*)
4 - -
y rps o
04
/
/ £ e s =32(C)
/ 2 .
Fig. 1.1. Magnetic susceptibility of .p
CuS04.K2804.6H20 as a function ’
02 L / of the reciprocal temperature. The r i S _ o 138K
’ / meaning of the dashed lines will P s 200K
be discussed in §1.4.6. Laboratory FE= % . 300K
1000 - thermometers based on measure- L | 8T /lTK' o l4.2[ K
T/ K- ments of the susceptibility of a known 0 ) 5 .
paramagnetic material placed within = ” 4
0 1 1 1 1 the experimental cell are commonly Fig.1.4. The magnetization as function of the field and of the temperature for
0 20 40 60 80 used various paramagnetic salts: Brillouin curves

Unsere zentrale Annahme ist: Die magnetischen Momente wechselwirken nicht unterein-
ander. Deshalb nehmen dieses Problem wir als Beispiel fiir unabhangige Zufallsvariablen.

1.4.2 Der kanonische Dichteoperator

[A] Statistische Systeme im thermischen Gleichgewicht

Das folgende System sei im thermodynamischen Gleichgewicht und willkiirlich in zwei
Subsysteme unterteilt. Wir betrachten die erhaltene Gesamtenergie (verteilt auf beiden
Seiten). Sie lautet:

Ewo= E1 + Es 4 Unw
x: Wechselwirkung der Teilchen in Volumen 1,
xx:. Wechselwirkung der Teilchen in Volumen 2,
* % % Wechselwirkung von Teilchen aus 1 mit Teilchen aus 2.

Die Energien in den Subsystemen kommen von den systeminternen Wechselwirkungen. Die
Wechselwirkung der beiden Subsysteme funktioniert natiirlich nur iiber die Grenzschicht.
Daraus gilt fiir groBe Volumen:

U o V3

da die Flache nur quadratisch mit der Lange skaliert, wahrend das Volumen mit der dritten
Potenz anwachst. Es gilt also im Grenzfall:

E—E +E fir Voo

28



Vorbetrachtungen 29

1) wenn wir postulieren fiir groBe V

ii) Subsysteme werden unabhdngig (Kopplung Uyw — 0), p = p1 = p» sind die selben
Funktionen, da Unterteilung willkirlich war

i) p; (Dichteoperator) ist Funktion der einzigen ErhaltungsgroBe Energie

i—iif)

p(E) = p(E1)p(E2)

geben kanonischen Dichteoperator als eindeutige Ldsung

pp(E) = 5 e P (1.14)

Dies ist die eindeutige Losung mit der Normierung
Z(B) = Sp (e7F)

und der unbestimmte Parameter kann aus dem z.B. gegebenen Mittelwert (E) bestimmt
werden, also

(E) = %SpE . e PE oder (E) = / dl'y o(Tw)E

[B] Verteilung der Mikrozustande

Annahme: Auch die Verteilung auf mikroskopische Energieniveaus sei durch diese Ver-
teilungsfunktion charakterisiert. Mit dem Hamiltonoperator H und der Orthonormalbasis
{|n)} des Hilbertraums haben wir:

1
p(B) = me*’” kanonischer Dichteoperator
Z(B) = Spe P~ Normierung

In Matrix-Darstellung sieht das folgendermaBen aus:

Z(B) = (nle|n)

n

und berticksichtigt man die Eigenwertgleichung mit Eigenniveaus
Hln) = Eq[m)

folgt daraus:

Z(p) =2 e wo = (ale|n) - w,

wobei das w, fiir die Entartung des E,-ten Niveaus steht (Entartungsgrad).
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30 1.4. WICHTIGE GESAMTHEITEN (ENSEMBLE)

Damit erhalten wir fir den Mittelwert:

1

1 1 -
(E) =SppgH = > waEpeTFE = — O > wpePEn = — 0 2(B)

= —0p In Z(B)

— (E) kann von Z(B) durch Differentation gewonnen werden.
Der Parameter 8 wird als B = kBLT mit der Boltzmann-Konstanten kg = 1,38-1072* und
der absoluten Temperatur T identifiziert werden.

Wahrscheinlichkeiten das System von weiteren extern kontrollierten (z.B. dem Volumen)
oder gar elektromagnetischen (z.B die magn. Flussdichte) GroBen abhdngt, so andert sich
H gemaB oy H # 0 bzw. 8g H # 0 und pg wird damit zu pg(T,V,B). Die damit bestimmten
Mittelwerte

e Druck (P) = P(V,T,B) = —Sp p 2!
e Magnetisierung (M) = M(V,T,B) = —Sp ps22

haben wichtige physikalische Bedeutung.

1.4.3 Fortsetzung des Curie-Paramagnetismus

[A] Das Modell

Wir betrachten N nicht wechselwirkende magnetische Momente =; mit / = 1,...,N und
der GroBe pu; = up - 6;, wobei die o die Pauli-Matrizen im gegebenen Magnetfeld (z.B.
in z-Richtung) sind, und das System im Kontakt mit einem Warmebad z.B. Gitterschwin-
gungen (Phononen) ist, welches die Temperatur festlegt. Es liegt also eine kanonische
Gesamtheit vor.

Der Hamiltonoperator lautet:
N
H = Z.U'BB G
=1
Der Hilbertraum ist 2"¥-dimensional und hat die Orthonormalbasis:

{lo1...on) = |o1)1|o2)2...|loON) N}

welche die Eigenwerte o; = +1 haben. Der kanonische Dichteoperator fiir dieses System
lautet fiir unabhangige Spins:

1

— .o BusBYNoy,
= Z®) ©

mit der Abkilirzung € = ‘,jg—f = BugB, welche das Verhaltnis von magnetischer zu thermi-
scher Energie entspricht. Die Zustandssumme Z(8) = Spe A" in Matrixdarstellung lasst
sich schreiben als
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1 1 1
Z = Z Z Z <O'1...O'N|e_€ZNUZ'i |0'1...0'N>

o1=—10o=-1 ony=—1
N 1

=11 ( >~ ((oile wﬂ\o»)
i=1 \oi=—1

also haben wir die einfache Relation, da alle Spins aquivalent sind
Z(N) = (Z)"

mit
1

1= Z <O'," e 9zi ‘O',‘>,'

0’,':—1

Zustandsumme eines einzelnen Spins Z;. Die gesamte Zustandssumme ist das Produkt von
Zustandssummen der einzelnen N Freiheitsgrade, wenn diese unabhdangig mit identischen
Subsystemen sind. Hier haben wir:

Zy=e ¢+ et =2coshe
Bemerkung:
e Z = 7V gilt allgemein fiir N unabhangige und identische Freiheitsgrade

e klassische Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Spin 1 oder | zeigt:

1
_ — Te
pi(o; ==+1) = per el

Das klassische Analogon hierzu: Wegen der Unterscheidbarkeit der Spins und weil alle
Operatoren kommutieren ist das Problem dquivalent zum klassischen Problem von N Ver-
suchen, wo mit p;(+1) der Wert +1 und mit der Wahrscheinlichkeit p;(—1) der Wert —1
im i-ten Versuch angenommen wird.

Dieses Modell ist dquivalent zu N (unfairen) Miinzwiirfen.

[B] MessgrioBen

(i) Die mittlere Energie ist:

e=¢ — ete

0

op
=N 2In(e’ﬂ—ee)
= .U'Bae

N €
= —Sp;50;;-€ “9%" =8 H
7, p 5 P Ps
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32 1.4. WICHTIGE GESAMTHEITEN (ENSEMBLE)

(ii) Die mittlere Magnetisierung lasst sich ebenso bestimmen:

N
1 _ . B _
MY = — — 2i - 6X:UZJZ_e BH
(M) ZSp< uséla,) e 0 Spi

0
—/.LBaGInZ—Wan

also ist 5 1

(iii) Die magnetische Suszeptibilitdt bei B = 0 erhdlt man mittels Taylor-Entwicklung

aus:
2¢ B
(M) = Nug— + O(e?) = Nud—— + ... € =BusB
2 kgT
und sie lasst sich bestimmen zu
1 (M) N , 1
X = V0B |y~ VHERGT
B=0 B
e
P
14@------ -~ ===
Nox3
4 >B
LA
A
Dies nennt man das Curie-Gesetz.
(iv) Gibbs'sche Entropieformel
S: = —kgSpplnps mit Pg = Le’f’H
Z(B)

— —kgSpps(~InZ — pH)

S=kslnZ(B) + %<E>

(1.15)

Allgemeine Formel der Entropie in kanonischer Gesamtheit:

S wpB e ¢ — ef

— =NInZ N— ——

ke Nt N T et e
——

€

e ¢ e*
=N (m(ee +e)———Ine*————1n ee)
e*é _I_ e€ e*ﬁ _I_ e€
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Dies lasst sich durch Multiplikation mit 1 sowie durch , sortieren” umordnen zu:

N) e +e 1 e ¢ . e° .
= - In - Ine*————1Ine
Nkg ect+ec e cfe e fe e~c+ e
e* e* e ¢ e ¢

n + n
eE + 6—6 eE + 6—6 66 _|_ 6—6 66 _|_ e—E
Damit haben wir die Eigenwertdarstellung von S zu einem Spin, der mit der Wahrscheinlichkeitp; (o; -
+1) = =< in Richtung up p(+1) bzw. down p(—1) zeigt.

&
ef4e~

>3

: =2t
L2 ~(2eni)- @

//_—_v kT—
p T

i
M3 g

Graphisch diskutieren wir Niks dabei haben wir N in dem Nenner gewahlt, da S eine
extensive GroBe ist und somit mit N skaliert.

Fir kleine Temperaturen T — O erkennt man, dass k%/v ein nicht-analytisches Ver-

halten annimmt, da sich exp [—1] nicht als Taylor-Reihe entwickeln lasst- k,.;aiN verhilt

sich in diesem Bereich wie exp [—é—’;] . Solches Verhalten tritt immer auf bei endlichen

Energieabstanden AE = 2ugB der angeregten Zustande tber dem Grundzustand.

(v) spezifische Warme
Die spezifische Warme C = C(B,N,B) ist eine Funktion der Temperatur, der Zahl
der Spins und des Magnetfelds. Sie ist definiert als Anderung der Energie bei einer
infinitesimalen Temperaturanderung:

__OE(T,B,N)
C(T.BN) = =5 (1.16)
C_@_E_;LBB O<E> NuiB? 1 E_uBB
0T kgT? d¢  ksT?  (cosh(e))?  keT

Die wichtigste Aussage ist, dass C mit N skaliert.
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34 1.4. WICHTIGE GESAMTHEITEN (ENSEMBLE)
Jede GroBe, die mit N skaliert nennen wir eine extensive GroBe, somit ist auch die
spezifische Wiarme eine extensive GroBe. (Wie schon im zentralen Grenzwertsatz
argumentiert, welcher hier angewendet werden kann, da die Energie eine additive
GroBe ist.)

Wir betrachten nun zwei Falle:

e Im ersten Fall ist kgT > ugB:
Hier sind die Spins ohnehin ungeordnet, somit andert eine TemperaturAnderung
AT die Energie kaum. (C oc 7 weil (AE?) =~ Nu%B? = const.)

e Im zweiten Fall ist kgT < ugB:
Die Energie geht in diesem Grenzfall gegen die untere Grenze, d.h. die Spins
ordnen sich parallel zum angelegten Magnetfeld und sind sozusagen eingefroren.
Eine Temperaturénderung AT kann keine Spins bewegen.
Das Verhalten von —=— im zweiten Grenzfall wird beim paramagnetischen Kiihlen
verwendet.

(vi) Energiefluktuationen

34

(AE?) = ((E - (E))?)
Varianz der Energiefluktuationen ist ein MaB der Energieschwankungen durch ther-
mische Ankopplung an ein Warmebad (welches T =fest, aber E fluktuierend halt).

Behauptung:
d(EYy OE(T,B,N aS(T,B.N S E2 1
C(T.B.N) = 6§T> - (aT )7 (6T ) - </<BT2> " kgT? (%) —(E))
Also:
0\* 0, OT¥E)
(35) m20) =358 = 55 %7
= kgT?-C(T,B.N)
01 oH
=z
= LSpHe’ H. 1 9 (5) —I——SpH2 —BH
Z(B) ~Z(B)op Z(B)

=(E) ——(E)

= (E?) — (E)? = ((E—(E))*) = (6E?)

und
05(8.B.N) 1
T = Taﬁ [ksIn Z(B,B,N) + BE(B,B,N)]
_ 1/ o(E)
= T( (EY+(EY+pB B )
1 O(E)
keT? 0B
Bemerkung:
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C misst also die Varianz der Energiefluktuation in der kanonischen Gesamtheit.
_ OE)

C o (6E?) erklirt Bedeutung der spezifischen Warme

Zentraler Grenzwertsatz begriindet C o< (§E2) o< N Extensivitat von C

(4
v A
/l \\,
/ i_
/ Tt
46 \
e’kgr
0 >r
AE == El - EO
(vii) Magnetisierungsfluktuationen
N
M2y = (M= (M))*)  mit  M=—pg) 6
i=1
_, 9M)
= kgT 9B
Beweis:
=—BH
0 0 1 BBM
— (M) = —=—=SpM
58'"M = 35 Z(eyB>PM®
olnZ
= — M) + B{M?
A5 (M) + BOV?)
= B(AM?)
Bemerkung:
Das Ergebnis bei B = 0:
(M) (6M?) 1 )
0B |py X" KeT |p, keT /B
d.h.
(M) 2
M2
= (oM7) AB + O(AB?)
ksT B=0

is_fc ein Ergebnis der ,, Theorie der linearen Antwort"™:

Anderungen von (M) wenn kleine Stérung (d.h. 6 B klein) angelegt wird, ist propor-
tional zur Varianz von Magnetisierungsfluktuationen im Gleichgewicht ohne externem
B-Feld
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36 1.4. WICHTIGE GESAMTHEITEN (ENSEMBLE)

MmA B#0

£,
we] w7

(6M?) o< N folgt aus zentralem Grenzwertsatz

(6M?)y = N{6u3) (Varianz eines einzelnen Spins)
— belegt, dass Spins nicht wechselwirken (unabhdngige Spins)

o f%’% AL e

[C] Diskussion und Thermodynamik

(i) Zusammenhang zwischen statistischer Mechanik und Thermodynamik
Statistische Mechanik: zentrale GroBe an diesem Beispiel Zustandssumme Z(T,B,N)
Thermodynamik: zentrale GroBe ist das Gibbs’sche Potential F(T,B), d.h. freie Ener-
gie in kanonischer Gesamtheiten

= F(T,B) = —kgTInZ(T,B)
W—/ (. P /,
Thermodynamik Stat. Mechanik

Daraus folgt:
OF(T,B)

55— = —(M) = —M(T.B)
OF(T,B) _ 10
6—T_ kBInZ-I-?%InZ
E
:—kBInZ—<—7_>

= —5(T,B) = kgSppgIn ps
Es folgt also das totale Differential von F
dF = -5d7 — MdB freie Energie, Gibbs'sches Potential

Energieerhaltung: stellen totales Differential auftretenden

dE) = —d((M)B) = — (M)YdB — Bd(M)
N —
W = Arbeit an der 0Q = Warme als
Probe durch Anderung der
Anderung von Verteilung der
externem Momente

Magnetfeld

Anderung der inneren Energie bei T =fest.

= dE = oW + 6Q
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1. Hauptsatz der Thermodynamik

Berechnung von §@Q mit kanonischem Dichteoperator (reversibler Prozess nahe dem
thermischen Gleichgewicht) gibt

1
6Q = —Bd (?SpMeBBM) 3B = fest, B = fest

keT
::B(NDdInZ———é%—dSpUneﬁBM)eBBM
= —kgT dSppg In pg

= 0Q=T4dS
2. Hauptsatz der Thermodynamik

Reversible Warmeanderung 6Q = T dS entspricht Entropieanderung

(ii) Gibbs'sche Fundamentalform
In der Thermodynamik postuliert als Zusammenhang von Energie und Entropie (und
weiter den extensiven Variablen)

S=S5(E) (oder E = E(S))
mit Gibbs'scher Fundamentalform
1
dS = - dE + ... weitere Therme ignoriert

Also ist + = 22 die Definition der Temperatur.

Der Weg von S(T) bzw. F(T) zu S(E) geht iiber die Legendre-Transformation

~BF(T) +B(E) =N Z(6) 6 s 2(8) = >\

Explizit im Curie-Modell:

E —€ __ A€ 2 Fe
€ € :.(1 e_) € =BugB

ugBN - e+ e € et f e
also
( 1) e* 1 14 E 1+£r n
O'I- = = — = — = mi r =
P1 e te< 2 NisB 2 15BN

Somit folgt (aus S = —kgN[pi(+) Inpi(+) +...]):

S 1+r 2 1—r 2
N _ | | 1.17
kN~ 2 Mizrt 2 M1, (1.17)

Daraus folgt nun:

_OS/ke _ 1 0S/keN _ 1 | 1-r

P O0E  ugB or  2ugB 1+4r
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38 1.4. WICHTIGE GESAMTHEITEN (ENSEMBLE)
S
axg 4
£
4 >f=;;/“33
A
L\r
> ‘\\; ’
\
A
K
T3 4
T>0
r
f >
- 4
7<0
Bemerkung:

38

e Fiir |E| < NugB wird also S ~ kgIn2V. Dabei ist 2V die Gesamtzahl aller
moglichen Einstellungen.

e S misst also die Anzahl der mdglichen Mikrozustande (das sind die mdglichen
Einstellungen), d.h. S ist ein MaB fiir die Unordnung des Systems.

Es ist ein ,, Artefakt” des Modells, dass B < 0 fiir E > 0 gelten muss. Dies hangt
damit zusammen, dass das Modell ein oberstes Energieniveau £ < NugB auf Grund
der Tatsache, dass es nur endlich viele Energieniveaus gibt.

Experimentell ist der Fall 8 < 0 nur dann realisierbar, wenn das System von anderen
Freiheitsgraden abgekoppelt ist und vollig isoliert betrachtet werden kann. (Ein Bei-
spiel hierfiir sind Laser, wo dies gerade der Fall ist.)

Allerdings wird sich ein negatives B-System immer so verhalten, als ob es eine Tempe-
ratur hat, die groBer ist als jedes andere System T > oc. Hat das negative 3-System
beispielsweise alle Spins nach oben (up) geklappt und versucht man seine Temperatur
zu messen, so kommt es im Zeitpunkt der Messung in Kontakt mit anderen Freiheits-
graden. Dadurch werden mit der Zeit die meisten Spins umgeklappt und die Energie
die in den Spin-up Einstellungen gespeichert war, wird frei gegeben. Man registriert
also eine sehr hohe Temperatur bei der Messung.
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7\ . mn
b T
- ; i ~t ﬂ O -

A i i W

o+ dE 3| == &>+ .
7 N e
- I o

HN,U‘}'"— 4
= W leanosc i
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Zur Abbildung:

Spins mikrokanonisch und kanonisch

a) 40 Spins geben 240 &~ 10! magliche Einstellungen aber nur 2N +1 Energieeigenwerte; b)
mikrokanonisch: Die Anzahl der Zustande, die ins Intervall e+ d E passen; ¢) kanonischSpins
mikrokanonisch und kanonisch

1.4.4 Das Mikrokanonische klassische monoatomare ideale Gas

Das klassische ideale Gas besteht aus N nichtwechselwirkenden Punktladungen im Volumen
V' mit erhaltener Gesamtenergie:

- 1
H(rw) = E = L — — g BH
(Tw) — >m P Ze
beschreiben (mit klassischer Liouville-Gleichung) in mikrokanonischer Gesamtheit, wo E
fest angenommen wird, weil das System isoliert ist.

1.4.5 Mikrokanonischer Dichteoperator / Wahrscheinlichkeitsdichte

Das System sei isoliert, sodass die (enthaltene) Energie nicht fluktuiert p,,(E,E,)AE sei
die Wahrscheinlichkeit, dass das System einen, der sehr vielen Mikroszustande mit einer
Verteilung auf Energien E, annimmt, die zu einer gesamten Energie im Bereich [E —AE  E]
fuhrt. In Unkenntnis weiterer Aspekte der Mikrozustande postulieren wir deren ,, gleiche a
priori Wahrscheinlichkeit”.

Jeder Mikrozustand, der zu einer Gesamtenergie im Bereich [E — AE,E] fiihrt, tritt mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auf, sodass die Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte lie-
fert:

L fir E, € [E - AEE
Pm = pm(EvEn) = { SV sonst [ ]
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40 1.4. WICHTIGE GESAMTHEITEN (ENSEMBLE)

mit W(E,AE) gleich der Anzahl mdglicher Mikrozustdnde, mit Gesamtenergie in [E —
AE,E] = Spl mit der Einschrinkung auf £E — AE < E, < E.
Bei weiteren Parametern in H wird

W =W(E,AE,N,AN,V,AV, . ..)
Klassisch wird W durch Integration im Phasenraum bestimmt.

N
1
W= iy / [ &*rd*p = / dry

E—AE<H({rph)<E =1 E—AE<H(Ty)<E

eingeschrankte Integration uber Energieskala
Fiir AE — 0 (kleine Ungenauigkeit) geht diese

W= ﬁ / H &1, d*pi6 (E — H({r.p}))

= / dl'nd (E — H(n))

1.4.6 Fortsetzung: ideales Gas

[A] Zustandssumme

Im 6 — N dimensionalen Phasenraum gilt:
W(E) =Q(E) — Q(E — AE)

wobei Q(E) die Anzahl aller Zustande (entspricht dem Phasenraumvolumen) mit Gesam-
tenergie H < E ist.
Q(E) = W(E,AE = E)

Die Wahl von AE = E gibt die maximale Ungenauigkeit.

UE) = s [ 1 9rdp® (€~ H(irm))
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ideales Gas in einem Kasten mit dem Volumen V, mit p = \/pf +p2+.. .+ p,2\,, wobel p

ein 3N-dimensionaler Vektor ist.

VN v2mE
= HIN NI dS23p dpp

Winkelkoordinate in
3N Dimensionen

= Q(E)

Radialkomponente in
3N Dimensionen der
Kugelkoordinaten

f dQ23p ist die Oberflache einer 3N dimensionalen Einheitskugel

N
/ dQsy = /H d*pid(1 — p?)
i—1

o1 3NTE
- 3N\ (3N
TG 3F)
S
V2mE S 1 N
d = 2mE)2
/O pp Ay 1 2ME)

Verwendet man nun noch die Stirling-Formel:

N
Nt = (ﬂ) 2mN
e

so erhalt man:

Nl

Q(E) = (% (‘:2—2”7/5) e ) _ W(E.AE = E)

(1.18)

Fir die Wahl AE — 0 (minimale Ungenauigkeit) folgt

W(E AE =0) = / drwd (E — H(T))
VN

Q(E) = / dQ3N/ dE'm(2E'm)2 15 (E — E')

N1h3N

1 .
E'= 2mp’

dp:%7 de
B 2mmE 2
~ NIA3N h
3N

= Q(E)5 7 = W(E,AE =0)

N
3N
2E

VN
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Dies ist das (fast) identische Ergebnis wie W(E,AE = E), damit spielt die Wahl von AE
keine Rolle im Sinne von

INQ(E) = InW(E,AE = E)

= InW(E,AE =0) + O(1)
~ ~\"~ S~
Therm der Ordnung Therme, die fiir thermischen Limes, also
N N — oo, E = co und V — co mit
InW x N N

v = const. und % = const. von
Ordnung 1 sind.

Man erhalt: B
— = E
P nW(E)
3
V (dmmE\? s
Sackur-Tetrode-Gleichung der Entropie des idealen Gases
Bemerkung:

e AFE irrelevant bedeutet, dass das Volumen der Kugel in hohen Dimensionen in die
Kugelschale direkt unter der Oberflache konvergiert.

Q4 :

L]

J

E

v

=

e Die folgende , Logik” beruht auf extremer Steilheit der Funktion Q(E)

[B] Zusammenhang zu Thermodynamik

(i) Entropie
Thermodynamik: festgelegt durch die Definition der Entropie als Funktion der ex-
tensiven Variablen

S(E\V,N) = ks InW(E,V,N) (Stat. Mech)

Thermodynamik: in mikroskopischen Variablen.
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Definition:
HS(EVN) 1
kg .o .
—r == — Definition der inversen Temperatur
OE b= T P
0S(E,V,N)
=7T—"7 Druck
p EV ruc
S(E,V.N . .
= —T% chemisches Potential

Fiir das ideale Gas:

3N 3
N
p= VkBT ideales Gasgesetz, Zustandsgleichung des idealen Gases
S 5
n = —TN + EkBT
pA3 o
= kgT In—= gemaB Gibbs-Duhem: u = u(P,T)

ksT
mit der thermischen Wellenlange:

h
vV 27['/77/(57—

Sie ist die De-Broglie-Wellenlange eines Teilchens mit thermischer Geschwindigkeit
_ | ksT
Vtherm. - 7
1

(ii) Die absolute Temperatur T = =5
Aus der Thermodynamik ist bekannt, dass zwei Subsysteme im thermischen Gleich-
gewicht die selbe Temperatur haben, wenn sie Energie austauschen konnen. Den
Beweis (im Spezialfall, dass Subsystem 1 aus einem Teilchen, und Subsystem 2 aus
den restlichen N — 1 Teilchen besteht) wollen wir hier fiir ein Teilchen des idealen

Gases im thermischen Kontakt mit den anderen durchfiihren:

A=

! ! 2
1 1 P;
) = o | [ 116 & gy -0 (E_ o %)
J

J=1,
V/2m(E-E}) £ (7-2)
o (/ dpp3N-173 | (1 — —')
0

Begriindung:
pges

_ 1
pkonditionell - W+

p1 =

N
1 3 3 1 p;
/\/!h3N/JUldrfdpr@ E_E"_;%

J#i J#i

Sis
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mit p; als marginaler Wahrscheinlichkeit und p; dem Impuls des i-ten Teilchens. Und
mit dem Grenzwert (thermischer Limes N — oo) mit E — oo, sodass € = % =fest,
€. Energie pro Teilchen.

a
(1—;)X—>e_o‘ fir x — oo
folgt fir x = 2
(r:.p) 1 . 2E;
pitri.p 7, P 3%
was mit 35 = & = kgT wird zu
R e
r,,p)=—=-¢€ 2mkg T :_e_ i
pl( i pl) Zl B Zl

Dies ist die kanonische Maxwell-Verteilung.

Bemerkung:

e steht eines Teilchens im Kontakt mit Warmebad der anderen Teilchen

e Verallgemeinerung dieser Uberlegung definiert T und gibt Messvorschrift der
Temperatur eines beliebigen (Sub-)systems 1
— Bringe das ideale Gas in Kontakt (Energie austauschen)

— Im thermischen Gleichgewicht hat das Teilchen (oder eine beliebige Sub-
stanz) die Temperatur T; = T».

— Messe T als GroBe des idealen Gases z.B. E =N - %kBT des idealen Gases
(oder p = YkgT)

Zusammenfassung der einfachen Beispiele

mikrokanonisch kanonisch
S=ksTIhW  E =fest S =ksinZ — %%  E fluk-
tuierend
_ 1 ,-BH _ 8IngB
p=ze (E) =— 36
E
ERCAA
EA
T<0 \ % .
L il oo i < 5
it <E3(5)1
i
AE:zhg,, é,“Ui,’x’:;(;!li(.l,’.'l‘:“' P
M3 ! | " S ainZ @)
- . = INZ—P% oo cnn
10" 10% "‘"("} @y~

Z(ﬁ) = Zn WneiﬁEn

unabhangige Spins N = 40

fiir das ideale Gas:
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w,T AN
M7,
/w~£ "
J V'
L \E
3 E>~p ‘
relative Streuung:
(AE?) . 1
(E) VN
dlnZ E — (E))?
() = -2 FalE) xexp |- E= )

damit:
Cx N o (AE?)

1.4.7 Schwankungen makroskopischer additiver GroB3en

Additive GroBen entsprechen den extensiven Variablen der Thermodynamik und sind Sum-
men von Beitragen der N Teilchen. Wenn diese nicht wechselwirken gilt der Zentrale
Grenzwertsatz, sodass die Volumina mit der Teilchenzahl skalieren.

(0E%) x N (6M?) o N

Dies gilt allgemein allgemein, aber auch fiir wechselwirkende Teilchen wegen Dekorrelation
iiber einen groBen Abstand r > £ (&: Korrelationslange). Sei A additive Makrovariable, die
sich aus dem Raumintegral iiber die A-Dichte a(r) ergebe

A= /d3r a(r)

—

Volumen des Systems

Der Mittelwert ergibt sich zu:
)= [ ¢ tam)

A ist somit extensiv. Als Beispiel kommen Energie, Magnetisierung und Polarisation in
Frage. Funktionen von A iiber A-Korrelationsfunktion Sx(r,¥') mit da(r) = a(r) — (a(r))
(A-Dichtefunktion) ergibt sich:

Sa(rr) = (a(n)sa(e)) "5 (sa(r)(sa(r)) = 0

Daraus folgt die Varianz:

(GA2) = <(/ d3ra(r)—(a(r)>>2> 5A:/d3r53(r)

(6A2):/d3rd3r'SA(r,r')

_ / &rd®r (5a(r)oa(r'))
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46 1.4. WICHTIGE GESAMTHEITEN (ENSEMBLE)

Definition: Fiir ein homogenes System gilt:

(a(r)) = a ortsunabhangig
Sa(ry') = Sp(r—7r") hangt nur vom Abstand ab, translationsinvariant

Definition: Fiir ein isoptropes System:
Salr—r") = Sa(lr—v'|) rotationsinvariant
Bemerkung:
e homogen: a = @ ist mittlere A-Dichte

e Varianz:

<AA2>:/d3rd3r’SA(|r—r’|)

:/d3R/d3ArSA(|Ar|)
——

Volumen

= v/ d*rSa(|Ar|)
1 3
= NE d°rSa(|Ar|)
N
= —£%3°0(1)
n
mit folgender Koordinatentransformation fiir ein homogenes, isotropes System:

Ar=r—V R:E(H—r')

zu Sa(|Ar]) = (da(r)){da(r')) wird unkorreliert fiir |Ar| > &:
~ (da(r))(da(r'))y =0
= allgemein gilt also: solange £ < oo (Annahme endlicher Korrelationslange)
(0 A%) 1
A "N

fiir additive GroBen A (extensive GroBen).
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2 Konzepte & Postulate der Statistischen
Mechanik

2.1 Systeme & Thermisches Gleichgewicht

Bemerkungen:

e Im Folgenden verwenden wir die quantenmechanische Sprechweise (d.h. das Zahlen
von Energieniveaus), da diese intuitiver und einfacher ist. Nicht triviale Kommmuta-
toren [A,B] # 0 werden ignoriert.

e Ziel der statistischen Mechanik ist die Beschreibung eines realen Vielteilchensystems
mit N Teilchen (wobei N groB ist).

2.1.1 Systeme

Definition:
Die statistische Mechanik definiert Klassen von Systemen durch Angabe des Hilbert-Raums
H, des Hamilton-Operators H & eines Dichteoperators p.

[A] Isolierte Systeme
Bemerkung:
Isolierte Systeme sind nur eine ldealisierung und konnen in der Realitdt so nicht existieren.

Der Hamilton-Operator H enthalt hier nur Operatoren auf H (innere Krafte). Ein Wand-
potential
iy = oo r auBerhalb

gibt ein endliches Volumen V vor und isoliert das System. (Vergleiche etwa mit dem unend-
lich hohen Potentialtopf in der Quantenmechanik). An dieser Stelle kommt das Volumen
V ins Spiel.

Alle folgenden Systeme konnen als (Sub-)System eines groBeren isolierten Systems be-

trachtet werden. Die statistische Mechanik unterscheidet die Subsysteme danach, wie das
Subsystem sich an der Grenze zu anderen Systemen verhalt.

[B] Offenes (Sub-)System
Wir betrachten zwei Subsysteme. Der Gesamt-Hamilton-Operator (auf H; ® #H,) ist hier
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48 2.1. SYSTEME & THERMISCHES GLEICHGEWICHT

nicht symmetrisch aufgeteilt und lautet in konzeptioneller Schreibweise:
H == Hl + H2 + U
Bemerkungen:

e H; enthdlt (alle) Operatoren auf Hy, aber auch wenige Operatoren f, auf H,, was
externen Kraften entspricht. Ein Beispiel fur externe Krafte waren elektromagne-
tische Felder, produziert von Ladungen in Subsystem 2. Ein anderes Beispiel ware
ein bewegter Kolben, so dass das Volumen V; variiert. Denkbar wdre auch, dass die
Masse in Subsystem 2 ein Schwerefeld in Subsystem 1 erzeugt.

e Hy enthalt (alle) Operatoren auf H, und keine auf #;.

e Und schlieBlich ist U die Kopplung zwischen den Subsystemen 1 und 2 durch Wech-
selwirkungen iiber die Oberflache (Grenzflache, Grenzschicht) zwischen System 1
und 2 (oder von V). In der Kopplung steckt der Teilchen- oder Energieaustausch,
oder auch die potentiellen Wechselwirkungen, z.B. U(r;— R;) wobei r; aus Subsystem
1 und R; aus Subsystem 2 ist.

Ausnahme:

Die Kopplung U zwischen beiden Subsystemen soll immer klein sein (U < E;), so
dass die Gesamtenergie E, d.h. der Erwartungswert des Gesamt-Hamilton-Operators,
sich ergibt aus der Summe der Erwartungswerte der beiden Subsystem-Hamilton-
Operatoren H; und H,. Damit folgt fiir die Gesamtenergie

E%El—f—Ez

mit E; ist die Energie von Subsystem i/

Jedoch gilt nicht E; = const., da z.B. E; fluktuiert, durch Ankopplung an die Um-
gebung. Und weil selbst fiir [H1,H,] = 0 (es ware auch [Hy,H2] # 0 moglich, da
[fa,H2] # 0 sein kann, weil f, ja auf H, wirkt) gilt:

Py (Hi) = ESPQ(t)H:‘ =5
. I / i.a.
= ESD{Q[H,H,']} = —ESD{Q[H/’,U]} #0

Sp{[H.el Hi}

*: Schrodinger-Bild

**: von-Neumann-Gleichung aus §1.2.4
**k: zyklisches Vertauschen in der Spur
Durch die Kopplung fluktuieren E7 und E,.

Weitere Bemerkungen:

e In die Berechnung von U muss mit eingehen, um was fiir eine Art von Wechselwirkungen es sich
handelt (Lenard-Jones-Wechselwirkungen, van-der-Waals-Wechselwirkungen etc.)

e Die Operatoren f, in H; beschreiben mechanische, elektromagnetische, chemische Krafte, die wir
kennen & kontrollieren kdnnen.
Es gibt davon wenige. Ein Beispiel sind geladene Teilchen in Subsystem 2, welche ein elektrisches
Feld E erzeugen, das wiederum von den Teilchen in Subsystem 1 gespiirt wird.
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Konzepte & Postulate der Statistischen Mechanik 49

¢ Analoges folgt durch ein Magnetfeld B. Ein weiteres Beispiel ware ein zeitabhangiges Volumen, wel-
ches durch einen mechanischen Stempel realisiert wird, oder ein Schwerepotential, wobei dann Sub-
system 2 der Erde entspricht.

[C] Geschlossenes (Sub-)System (im thermischen Kontakt mit Umgebung)

Dieses System hat die selben Eigenschaften wie das offene Subsystem aus [B], nur tritt
hier kein Teilchenaustausch auf, d.h. die Teilchenzahl N; ist konstant; U beschreibt als
Kopplung lediglich den Energieaustausch.

[D] ,,Adiabatisch* isoliertes (Sub-)System

Dieses System befindet sich nicht im thermischen Kontakt zu anderen Systemen und es
gibt keine Kopplung iiber die Oberflache. Folglich gilt hier U = 0. Jedoch kann die Energie
E; variieren, da H; die externen Krafte/Operatoren f,, welche auf #, definiert sind (z.B.
zeitabhingig: f,(t) = "t/ f,e="Ht/") enthilt. (Beispiele hierfiir sind E(t), B(t), V/(t).)

2.1.2 Thermisches Gleichgewicht

Postulat (empirisch):

. Ein isoliertes System strebt fiir lange Zeiten ins ,,thermische Gleichgewicht“, d.h. in einen
zeitunabhangigen Makrozustand, das ist ein Zustand dieses Vielteilchensystems, welcher
durch den Dichteoperator (0 # o(t)) gegeben ist, der durch wenige zeitunabhangige
makroskopische Variablen (extensive Variablen, MengengréBen) (Symbol X;, zusammen-
gefasst zu X) charakterisiert ist, formal geschrieben zu

0=0(X)=o(ENV,.. )" (2.1)

Aus der von-Neumann-Gleichung folgt fiir o = o(H) dass %Q x Sp[e(H),H] = 0, was fiir
den Dichteoperator nahelegt

0= o(H)

Er ware somit zeitunabhadngig.

Die Abhangigkeit des Dichteoperators von H ist natiirlich nicht zwingend notwendig, es
liegt jedoch nahe dies zu postulieren, da eine Funktion von H auf jeden Fall mit H kom-
mutiert.

Besitzt das isolierte System weitere ErhaltungsgroBen (z.B. Energie E, Teilchenzahl N,
totaler Impuls G, Gesamtdrehimpuls L), dann ware es ein Zufall, wenn g nicht von diesen
GroBen abhangen wiirde, es wird also

o=0(E,NVGL,...) (2.2)

gelten, weil die ErhaltungsgroBen extensive GroBen (Makrovariablen) sind, die nicht fluk-
tuieren. AuBerdem resultieren sie aus der Summation der Beitrage aller Teilchen.
Bemerkung: Realistischerweise gibt es immer Ungenauigkeiten in der Kenntnis der exten-
siven GroBen ( AE, AN,AV,AG,AL).
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50 2.1. SYSTEME & THERMISCHES GLEICHGEWICHT

Im Folgenden sei unser System immer nicht-symmetrisch, so dass die ErhaltungsgroBen,
welche auf Grund der Symmetrie zustande kommen, wie G, L, nicht vorhanden sind. Ver-
hindern fehlende Symmetrien das Vorliegen erhaltener GroBen, hangt der Dichteoperator
nur noch von E, NundV ab.

Manchmal enthalt ¢ weitere Makrovariablen, d.h. in geordneten Phasen z.B. im Kristall

(n(r)) = n+ ) nce’® # const.
G

mit G als reziproker Gittervektor und ng als Bragg-Amplitude, kommen Ordnungsparamter
dazu. Dies geschieht auch beim Ferromagnet

<M>|g =My #0

Die wenigen makroskopischen Parameter legen die 102 mikroskopischen Freiheitsgrade
natiirlich nicht fest.

2.1.3 Postulat: gleiche apriori Wahrscheinlichkeit’ (Laplace)

Wir betrachten weiter ein isoliertes System.

[A] Messung:

Eine Messung entspricht einer Beobachtung des Systems iiber das Zeitfenster 7. (Nur iiber
dieses Intervall 7 muss die Idealisierung gelten, dass das System isoliert ist etc., was ganz
niitzlich ist.) Definition:

Thermische Fluktuationen (,,thermisches Rauschen®, , thermische Energie wichtig”) be-
deutet, dass das System viele/alle moglichen Mikrozustande durchlauft in At < 7. Wir
nennen ein System ,,thermisch“ wenn es nicht in einem Mikrozustand sitzt, sondern

e die Trajektorie des Gesamtsystems im Phasenraum (klassisch)

e die zeitliche Abfolge von Zustanden, bezeichnet durch ihre Quantenzahlen (quanten-
mechanisch)

viele/alle Mikrozustande annimmt. Die Trajektorie lduft also durch die verschiedenen Pha-
senraumelemente. Nur wenn dies der Fall ist, kann die statistische Mechanik angewandt
werden.

Teilt man den klassischen Phasenraum in kleine Volumenelemente auf, so ist die Trajek-
torie eine Abfolge der vielen kleinen Volumina.

Man fiihrt also eine Unterteilung der Menge der Mikrozustande in Kastchen durch.

Diese Unterteilung soll genau so gewahlt werden, dass eine (Mess-)GroBe A; in einem sol-
chen Kastchen nahezu konstant ist.

Eine Messung ergibt typischerweise das 'Zeitmittel’, was besagt, dass die gemessene Grole

J
1 1 /7
i=1
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Konzepte & Postulate der Statistischen Mechanik 51

mit J der Zahl der Kastchen im Beobachtungszeitraum T. (Es gibt noch weitere Messun-
gen, die hier jedoch nicht behandelt werden, da diese die relevanteste ist.)
Wenn das System v verschiedene Mikrozustande annehmen kann, gilt also:

i)
<A>(z)—;\J/ (| Alw) (2.3)

mit:

*: relative Haufigkeit des Zustandes |u), was nichts anderes ist, als die Wahrscheinlichkeit,
dass der Zustand |u) angenommen wird.

**: Wert von A in einem Mikrozustand |u)

Postulat:

Mit der Interpretation von * als Wahrscheinlichkeit wird der Mittelwert als so genanntes
Scharmittel”, ,,Ensemblemittel” interpretiert:

(A) =" (ulAlw) py (2.4)

n

mit p, der Wahrscheinlichkeit des Mikrozustandes |u) AuBerdem
(A) = SpeA (2.5)

Man identifiziert Zeitmittel wie folgt mit dem Scharmittel,

1
— dtA(t) VA » Ergoden-Theorie" 2.
T/ (t) Zp v rgoden-Theorie (2.6)

was bis heute unverstanden ist.
Gegenbeispiel:

400 Spins = 2V = 2400 ~ 1010 Zystinde

die Zeit fiir den Spin-flip ist ca. 1071° s, womit eine Zeitfenster von mehr als 108 s benétigt
um alle Spin-Einstellungen zu durchlaufen. Das Alter des Universums ist aber nur 10'° s
Es besteht also keine Chance, das funktioniert nicht. Die Statistische Physik kann also so
nicht abgeleitet werden.

Weitere Bemerkungen
o Die Wahrscheinlichkeiten p, miissen auf Eins normiert sein: >~ p, =1
“w

e Die Wahrscheinlichkeit p, des Mikrozustands p in der Gesamtheit aller Mikrozustdnde ist mit dem
Dichteoperator g wie folgt verkniipft:

olu) = pulu)

e Der Unterschied zwischen dem Scharmittel und dem Zeitmittel kommt daher, dass im Zeitmittel
nicht alle von uns gebildeten Kastchen im Phasenraum vorkommen, wahrendem beim Scharmittel
alle Kastchen mit einer relativen Haufigkeit besetzt sind. Das Problem der statistischen Mechanik ist
es nun die Verbindung zwischen der Trajektorie beim Zeitmittel und dem Scharmittel herzustellen.
Dieses Problem ist allerdings bis heute noch nicht gelost.
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52 2.1. SYSTEME & THERMISCHES GLEICHGEWICHT

[B] Mikrokanonischer Dichteoperator g:

Postulat: ,,a priori Wahrscheinlichkeit* (,,Laplasches Prinzip*)

»In einem isolierten System im thermischen Gleichgewicht im Makrozustand p(E,N,V,X)
mit Ungenauigkeiten AE, . .. sind alle mit den Vorgaben vertraglichen Mikrozustande gleich
wahrscheinlich ”

L fiirE,e[E — AE,E], Ne[N — AN,N], ...

ENVX)=<W
ol ) {O sonst

mit W =Zahl aller moglichen Mikrozustande W = W/(E,N, ...), mit Energieeigenwerten
E, im Fenster der angegebenen Ungenauigkeit

mit % als die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Mikrozustandes.
Dieses Postulat ist die Grundlage der statistische Physik und alles andere folgt.

Weitere Bemerkungen:

e Der Makrozustand entspricht einer ungeordneten Verteilung aller méglichen Mikrozustande, wobei un-
geordnet bedeutet, dass alle Mikrozustande gleich wahrscheinlich sind und von daher gleich behandelt
werden miissen, d.h. man hat die maximale Unordnung vorliegen.

e Dieses Prinzip wurde in der Wahrscheinlichkeitsrechnung das erste Mal von Laplace verwendet, wes-
wegen es von Mathematikern haufig als Laplace’sches Prinzip bezeichnet wird.

e Diese Gesamtheit heit 'mikrokanonisch’

e Die statistische Mechanik kann nicht aus der klassischen Mechanik & der Quantenmechanik abgeleitet
werden. Obiges Postulat, welches noch vollig in der Luft hangt, ist der Startpunkt der statistischen
Mechanik.

Wichtig ist, dass W(E) eine sehr steile Funktion von E ist, typischerweise ist W (E) oc EN
mit N ~ 10%* mit c als Vorfaktor mit O(1)

Beweis:

Sei Q(E,N) die Zahl der Mikrozustande mit £, < E mit Teilchenzahl < N

(Fast immer) zerfdlit das System in & unabhéngige Subsysteme, mit n Teilchen (n>> 1)
— beim idealen Gas wdre n = 1 — weil rdumlich die Korrelationen zerfallen, wenn Ar > £

(¢ ist die so genannte Korrelationslange). Damit folgt:

s (ngn)]i 7
- (+(5))

in der ersten Zeile wurde in beiden Ausdriicken die selbe Bezeichnung 2 gewahlt, weil die
Unterteilung in ahnliche Subsysteme erfolgt.
In der zweiten Zeile reprasentiert w die Anzahl der Zustande eines n-Teilchen Systems.

Q(E,N)

Selbst wenn w(E) nur langsam mit E varriiert, z.B. w(E) — E - ¢’ fiir E — 0 folgt:

Qo ESN

52
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Damit kann aber der Unterschied zwischen Q(E), Energie < E und W(E), Energie € [E —
AE,E] im folgenden Sinne vernachlassigt werden:

NW(E.AE) ~ InQ(E) +0 (m(A—E/v)) (2.9)
Inx(E) 5
N extensiv N ~~ -

ocNO nicht extensiv!

Das Energiespektrum sind die Energieeigenwerte E, (Eigenwerte von H):
Wir erwarten nicht entartete Niveaus, nach unten beschrankte (Grundzustand), nach oben
unbeschrankte E,:

Eo~0<E, <
0.B.d.A. ist die untere Grenze: Ey und die obere Grenze ist oo, da die kinetische Energie
nicht beschrankt ist. (siehe allerdings Spin-Systeme)
Begriindung:
Eine Entartung erfordert mehrere mit dem Hamilton-Operator kommutierende Operatoren
([H,Ai] = 0 aber [A;,A;] # 0), wie dies zum Beispiel bei den Drehimpulsoperatoren der
Fall ist (L2, L, liefern (2/ + 1)-fache Entartung im Zentralpotential). Dies kann allerdings
durch eine kleine Anderung an H verhindert werden, womit eine Begriindung dafiir geliefert
wurde, dass die Niveaus nicht entartet sind. Die unabhdngigen Spins bilden wieder ein
Gegenbeispiel.

2.1.4 Boltzmann Entropie S

Die Entropie S sei die der Thermodynamik. Spéter (siehe §2.2.1) verwenden wir eine zweite
Entropie S'.

[A] Makroskopische Information:
Alle notigen Makrovariablen seinen

(i) entweder fest gegeben (mit AE,AN, .. .)
(ii) oder fluktuieren, dann postulieren wir die zugehorigen Mittelwerte (E),{N), ... seien

bekannt.

[B] Definition:
Die Boltzmann Entropie eines isolierten Systems ist definiert durch:

S =S(EX) = ks InW(EX) (2.10)

E X sind die ErhaltungsgroBen (Ordnungsparameter), extensive GroBen. kg ist die Boltz-
mann-Konstante.

W bezeichnet die Zahl der Mikrozustande mit E, € [E — AE,E] die mit Information iiber
Makrozustand vertraglich sind (im klassischen Fall das zugehorige Volumen im Phasen-
raum).

Die Boltzmann-Entropie S misst die Zahl der zuldssigen Mikrozustande.

Bemerkung: Ubergang von W zu Q

e haufig S = kg In 2, weil Unterschied nicht oc N

e mit 2 als Zahl der Mikrozustande mit Energie < E,. ..
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[C] Eigenschaften:

(i)

S ist extensiv, da fiir zwei unabhdngige Subsysteme mit Q; & 2, (hier wurde bereits
ausgenutzt, dass die Betrachtung einfacher wird, wenn man anstatt W; und W, zu
Qi & Q5 liber geht) gilt:

Q == Ql . QQ

S
mit €2; = e*s (was durch Umschreiben der Definition hervor geht) folgt:

5:kBInQ:kBIanQQ
S=S.+S, (2.11)

B_fache Anwendung dieses Arguments (wie in Gleichung (2.7)) ergibt:

Sx N (2.13)

S ist maximal, wenn keine inneren Hemmungen (iH) vorliegen.

Beispiel:

Expandierendes Gas bei Rausnahme der Trennwand. Definition:

Eine innere Hemmung entspricht einer Einschrankung der Mikrozustande (d.h. einem
Eingriff in das System, so dass gewisse Mikrozustande ausgeschlossen sind).
Beweis:

Q(E X, iH) < Q(E.X)
& S(EX,iH) < S(E.X) (2.14)

Dies ist die Grundlage des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik (siehe §3.3.1
speziell [B])

2.1.5 Mikrokanonische Gesamtheit

[A] Wiederholung
Im isolierten System im thermischen Gleichgewicht ist Makrozustand g festgelegt durch
extensive Makrovariablen E,N,V und es gilt das Prinzip ,, gleiche a priori Wahrscheinlich-

keit“. Der mikrokanonische Dichteoperator ist
L bei E iee|[E — AEE], Ne [N —AN,N], ...
D(ENV) = {W ei Energieg | . Ne| ] (2.15)
0 sonst
mit

S(E,N,V)

W(ENV)=¢ #

als Zahl aller moglichen Zustande und S als Boltzmann-Entropie.
Bemerkung:
Es gilt im Allgemeinen

8S(E.N,V)

>
oE =

wenn die maximale Energie E.x — oo erfillt
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[B] Zusammenhang mit der Thermodynamik

(i) Gibbs’sches Potential
Die Boltzmann-Entropie S(E,N,V,X) ist die Zustandsfunktion (Gibbs’'sches Potenti-
al) isolierter Systeme, d.h. legt die statistische Mechanik fest.

(i) Gibbs’sche Fundamentalform

1 P 7
dS—?dE+?dV—?dN+E-dX (2.16)

mit den intensiven Variablen
0S(E,N,V) 1

3E T(E) Temperatur
0S(E,N,V) B w(E, X) ) .
—aN =T chemisches Potential
0S(E,N,V) B P(E,X)

5 — = Druck

Bemerkungen:
e Statt S(E,N,V) ist auch E(S,V,N) moglich mit
dE=TdS - PdV + udN

e GroBen T,P,u konnen im idealen Gas gemessen werden

e Berechnung von W ist schwer

2.1.6 Kanonische Gesamtheit

[A] Gibbs’sche Dichteoperatoren und kanonische Zustandssumme

Wir unterteilen unser isoliertes System in zwei Subsysteme, wobei der Energiegehalt des
Subsystems 2 sehr viel groBer als der des Subsystems 1 sei(C, > CiundE; > Ep). Au-
Berdem nehmen wir zur Vereinfachung an, dass das Subsystem 2 ein ideales Gas sei.
Beide Subsysteme sind im thermischen Gleichgewicht. Wir wollen in diesem Abschnitt das
allgemeine Material (Subsystem 1), d.h. dessen Wahrscheinlichkeitsdichte verstehen. Zwi-
schen den beiden Subsystemen besteht thermischer Kontakt, d.h. es existiert eine kleine
Kopplung U < E;, welche den Energieaustausch ermdoglicht. Allerdings gibt es keinen
Teilchenaustausch, d.h. Ny = const..

Etor = E1 + E>
= (E1+ Ez) = (E1) +(E2)

wobei E;o: ein fester Wert ist und die beiden Energien E; & E, Mittelwerte sind, da die
Energie der Subsysteme fluktuiert.

Uns interessiert nun die Wahrscheinlichkeit, dass das Subsystem das Energieniveau E; ,
einnimmt:

e1(Evn) = ZQtot(Etot) (2.17)
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56 2.1. SYSTEME & THERMISCHES GLEICHGEWICHT

dies ist die marginale Wahrscheinlichkeit hierfiir.

wobei mit m liber alle Zustande von Subsystem 2 summiert wird, welche eine Energie E;
mit Evor — Evp— AE < Es 1y < Evor — E1p haben. (Ey , ist n-ter Eigenwert von Hy)
Damit bekommt man sofort das Ergebnis:

Wo(Etor — E1p
QI(EL”) — 2( tot 1, )
Wtot(Etot)
wobeil W der Zahl der Zustande entspricht; W, der der Zustande des zweiten Subsystems.

Da W proportional zu /%5 und somit auch zu EV ist, wichst sie stark an und die Taylor-
Reihe fiir S hat damit eine bessere Konvergenzeigenschaft, und weil E> > E, ist, gilt:

kB In Ql(El,n) = 52(E2 + El _El,n) — Stot(El + E2) (218)
=Etot
0S-(E> X
= const. + 052(£2.X) (Ey — E1,) + O(AEE ) (2.19)
GEQ '
Weiter folgt mit der Abkiirzung:
0S-(E») 1
dE, Pks T

Dies stellt die Definition der Temperatur dar (mit T, als Temperatur des Warmebads,
welche im kanonischen Dichteoperator gg von Subsystem auftaucht, und welche durch’s
Warmebad definiert ist und z.B. im idealen Gas bestimmt werden kann:

1 _
Ql(El,n) = Qﬁ(x) = Z(ﬁ X) € BELn (220)
oder in Operatorschreibweise:
1
o(B.N.V) = ZBNY) e PH kanonischer Dichteoperator (2.21)

Z(B.N,V) = Z e PELn — SpePM kanonische Zustandssumme (2.22)
n

mit H; dem Hamilton-Operator von Subsystem 1. Im Folgenden wird der Index 1 verges-
sen.
Wir haben also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit einer von Subsystem 2 (Warmebad)
gegebenen Temperatur. Dieses Ensemble ist weitaus niitzlicher als das mikrokanonische, da
dort ausschlieBlich isolierte Systeme betrachtet werden konnten, was experimentell kaum
realisierbar ist. Im kanonischen Ensemble dagegen ist der thermische Kontakt erlaubt.

Bemerkungen:

* 1
0= taT
gegeben durch Warmebad, Messung durch ideales Gas als Subsystem 2 (Messung

von z.B. Druck)

e g fiir geschlossenes System im Kontakt mit Warmebad (z.B. magnetische Momente
im Kristall mit Vibrationen)

e og niitzlicher als g,, weil Berechnung von Z(8) einfacher als von W(E)
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[B] Konsequenzen von pg und Z(G)
Es wurde schon gezeigt

(E) = —% In Z(B,N,V) mittlere Energie
(E) ist Funktion E(T,N,V)
2, 0(E) )
C(BNV)=—kgB"—= 0 Waiarmekapazitat

0

2
- ep (36

2
) InZ(B,N,V) = kgB*(AE?)
Eigenschaften
(i) positiv: C > 0 (wegen letzem Gleichheitszeichen)
(i) extensiv: C x N
Aquivalent dazu ist, dass eine endliche Korrelationslange £ vorliegt, so dass
(AE?) = / d*r d®r' (6e(r) 5e(r'))

Homogenes System de(r) als Energiedichte Fluktuation

de(r)y =¢€(r) — @

somit
E= / d*re(r) = eV
somit folgt
(AE?) N§3§ - (Faktor v. Ordn. (1))

wobei wir den zentralen Grenzwertsatz wieder erkennen.

Druck P
BP = a?/ In Z(B.N,V) = BP(T,N,V)
10
BH
= Zavore
mit H = Hy!
7BEI7
za\/ Ze

ausgedriickt mit den Eigenwerten (zur Vereinfachung nicht entartet)

Z 5 Z W(E)ePF
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58 2.1. SYSTEME & THERMISCHES GLEICHGEWICHT

diese Summe geht iiber Energiebdnder der Breite AE, W(E) sind alle Mikrozustande mit
E — AE < E, < E und verwendet wurde die Naherung E, ~ E(+O(AE)); damit folgt
nun Interpretation mit mikrokanonischer Gesamtheit

0 0 senv  9S(E,N,V)

= BP(E,N,V)W(E)

wegen Definition in mikrokanonischer Gesamtheit; weiter folgt P = 2 > BP(E,N,V)W (E)e PE,
mit W (E)e PE als einer schmalen Verteilung um (E)

~ BP((E),N,V)
nun ldentifizierung mit (6P )kanonisch
=BP(T.N,V) O

weil (E) = E(T,N,V)

Damit haben wir nun den Druck als Funktion der Temperatur gewonnen. Analog fiirs
chemische Potential

0
B = 5 N Z(BNY)

Gibbssche Entropie-Formel

S(T.N.V) = —ksSpgg In gg
= —ksSpos(—In Z(B) — B(E))
= ks In Z(B.N.V) + @

[C] Z(B) als Laplace-Transformierte
Eine Laplace-Transformation ist eine einseitige Fourier-Transformation von x = 0 bis x =
00

ZB)=>Y_ e =>" W(ENV)ePE
< N

* ot

*: hier sind die Energie-Niveaus E, gemeint.

**: Bei dieser Notation handelt es sich um Energiebereiche [E — AE,E] und W(E) ist die
Anzahl der Zustande in diesem Bereich.

Im kontinuierlichen Grenzfall AE < kgT (welcher dadurch als sinnvoll erscheint, dass
ansonsten alle £ > 2AE sozusagen 'ausgefroren” wéren) kann die Riemann-Summe durch
das Riemann-Integral ersetzt werden fur AE — 0

AE

0

Z(8) = / T B yEyeee
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Konzepte & Postulate der Statistischen Mechanik 59

0.B.d.A. kann man die untere Integralgrenze (Energie im Grundzustand) E; = O set-
zen. Dann spricht man von einer Laplace-Transformation (welche analog zur Fourier-

Transformation ist (aber mit § = —iw)).
mit
W(E) . : ,
AE = w(E) Dichte der Mikrozustande
_ eis(Ek’éV’V)—l—O(AE)
folgt schlieBlich
Z(B) = / dE e5(ENY) ¢ FE (2.23)
0

und man identifiziert e>(E:NV)e=BE mit P(E).

Diese Funktion wird nun graphisch diskutiert

Weiter Bemerkungen

e Das Problem mit der Grundzustandsenergie beispielsweise beim harmonischen Oszillator wird dadurch
gelost, dass man nur Energieunterschiede betrachtet.

e Analoge Uberlegungen werden in Aufgabe 417 behandelt.

nun Taylorexpansion

o] 25
Z(B) :/O dE exp [%BE» + kiB %(EE) . (E— (E)) — BE + %a—EkS(E— (EN?+ ...

Da qilt
(i) S({E)) o< N extensiv (wegen mikrokanonischer Betrachtung)

(ii) das Maximum

(E)
mit B gegeben durch ﬁ (T. als Warmebad), legt (E) fest.
Die Definition der Temperatur im Subsystem 1 lautet:

0Si(ELNV)[ 1! 1
dE, T T

(E1)

59



60 2.1. SYSTEME & THERMISCHES GLEICHGEWICHT

woraus folgt
Tl — T2 .

(i) vorletzte Gleichung beniitzt man fiir die zweite Ableitung

522 D)
° = —B(E)
o> |~ 9E |,
SCCI
-\ 0B -~ C({(E)

folgt die Lésung des Integrals per Sattelpunktsmethode (analog Ubungsblatt zur Stirling-
Formel)

Ergebnisse

(i) kanonische Zustandssumme

SUE))
ke

Z(B) = exp [ —,B(E)} + Korrekturenox N° nicht extensiv (Aufgabe 37)

(i) Mittelwert (E)
1 1

851(E11N11\/1) — :B:
kBTl kBT2

0E;

(E1)

beide Subsysteme haben also die selbe Temperatur

Tl — T2

im thermischen Gleichgewicht und wenn Energieaustausch maoglich ist.

(i) Stabilitatsbedingung
obige Rechnung erfordert C > 0 damit (E) ein Maximum ist

[D] Gibbs’sches Potential: Freie Energie

Im Folgenden wird der Index 1 weggelassen, da ausschlieBlich das Subsystem 1 betrachtet
wird.

Die kanonische Zustandssumme Z(8,N,V) definiert die Freie Energie:

Z(B.N,V) =: e BFT.NY) (2.24)
& F(T.NV) = —kgT In Z(B.N,V) (2.25)

F(T,N,V ist die Zustandsfunktion in der kanonischen Gesamtheit fiir ein geschlossenes Sys-
tem im Wadrmebad, sie enthalt die volle Information der Statistischen Mechanik.

Aus (i)? folgt im thermodynamischen Limes N — oo

60



Konzepte & Postulate der Statistischen Mechanik 61

F(T,N,V)=(E)—-TS ({E),N,V) (2.26)

Bemerkung:
(Ey = E(T,N,V)

somit
F(T.NV)=E(T.NNV)-TS(E(T,N,V),N,V)

mit den partiellen Ableitungen Entropie

OF(T.NV) _ <_T 0S(E.N,V)

. ) OE(TNV) _ g (et NN
(E)

oT OE oT
mit
OS(E,N,V) _ 1
0E e T
folgt
OF(T.NV)

5 “S((E),N,V) = —S(T\N,V)

analog das chemische Potential

= p((E).N.V) = u(T.N.V)

oN oE -

OF(T,NV) _ (_T 0S(E,N,V)
N ON

. 1) O(E) ., OS(E.N.V)
()

und der Druck

OF(T,N,V)
—=—-P(T N,V
e (T.NV)
somit gilt die Gibbs’sche Fundamentalform
dF(T.VNX)=-SdT — P dV + u dN + (£ dX) (2.27)

Diese Funktion beschreibt die Thermodynamik bei gegebener Temperatur.

Bemerkung:

Die thermodynamische Interpretation der Ableitungen stimmt mit der Interpretation der
Statistischen Mechanik ([B]) iiberein, im thermodynamischen Grenzfall N — oo. (Dies
wird auch als der 4. Haupsatz der Thermodynamik bezeichnet.)

[E] Entropie und Legendre Transformation
Legendre Transformation:

F(B) = F((E))

Im thermodynamischen Limes N — oo gilt:

InZ(B) = S((E))/ks — B(E)
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62 2.1. SYSTEME & THERMISCHES GLEICHGEWICHT

mit

0
=35
Bemerkung: Dies stimmt mit dem Ergebnis aus der Gibbschen Entropieformel S =

—ksSpgg In gg iiberein welche S im thermischen Gleichgewicht liefert. Der Ubergang von
F(T) zu E(S) bzw. von In Z(B) zu S(E) ist eine Legendre Transformation.

(E) In Z(B)

InZ(B) = S(E) — EB(E)
mit E(8) = —5 In Z(B) mit B(E) = 2 >0
wenn auflésbar — B(E) wenn auflosbar nach E(3)

InZ(B) +BEB) | = S(E)
Information in In Z(B) | = | Information in S(E)

hierbei wurden die Mittelwertsymbole weggelassen.

8%s

Eine Inversion ist ,,immer moglich™ in der Statistischen Mechanik, da 55 > 0 ist.

Bemerkungen:
e Im thermodynamischen Limes N — oo sind mikrokanische und kanonische Gesamt-
heit dquivalent, weil S(E) und In Z(B) = —BF(T) durch invertierbare Legendre
Transformation verkniipft sind.

e Physikalischer Grund: relative Streuung der Energiefluktuationen

(AE?) 1
B ~ VN

wird vernachlassigbar im thermodynamischen Limes

e Parallel zur Legendre Transformation der Gibbs-Potentiale lauft Laplace Transfor-
mation W(E) — Z(B)

26)= [ gewiEee

(mit eindeutiger Umkehrung Z(B) — W(E))
e Ubergang bei Betrachtung von Subsystemen:
mikrokanonisch —  kanonisch
T durch Warmebad vorgegeben,
energetische Kopplung zum Warmebad

E=fest E fluktuiert
(E) legt T1 = Twg fest

Schema
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extensive Variable Subsystem 1 und 2 konnen X austauschen
X—=fest X fluktuiert

zugehorige intensive Variable (X1) festgelegt durch & = & = €ws

% =¢£ Dichteoperator von Subsystem 1

mit om(X) Dichteop, verkniipft mit | p1(§) oc exp [—£X]
Zahl der Zustande in [X — AX,X] | Stabilitdtsbedingung

9 = — B2 In Z(€) o (AX?) > 0
Zustandssumme

Z(€) = SpZ(X)e **

damit kann jede extensive Variable in S(E,N,V,X) ersetzt werden durch ihre konju-
gierte intensive Variable £ = &3

Bemerkung:

bis auf die letzte extensive Variable

2.2 Extremalprinzipien

Motivation
Eingangigere und einfachere Art den Dichteoperator g zu finden (aber sonst dquivalent zu
§2.1)

2.2.1 Informationsentropie S’ und Gibbsche Entropieformel

In jeder Gesamtheit, die wir bisher hatten, haben wir gefunden, dass sich die Boltzmann-
Entropie im thermischen Gleichgewicht aus der Gibbsschen Formel ergibt.

S = —kg Spolnp

[A] Definition
Fiir einen gegebenen (Nicht-Gleichgewicht) Dichteoperator g’ ist die Informationsentropie
S’ definiert durch

S'(¢") = —ks Spd'In¢’

[B] Eigenschaften von S’
Bemerkungen

e 5" # S i.A., nur im thermischen Gleichgewicht gilt ' =S
e S’ heiBt auch von Neumann Entropie
(i) Additivitat

e Reine Zustande und gemischte Zustande
(im Folgenden p statt ¢ aber S’ die ganze Zeit)
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Mit der Orthonormalbasis eines beliebigen Dichteoperators
oln) = p,|n)
mit 0 < p, <1und ) p, =1 folgt sofort:
S'= —kg Z(n|g|n oln) = —kBanIn Pn (2.28)
Man sieht, dass die Funktion (x - In x) streng konkav ist mit den Ableitungen:
f(x) = —xlnx
f(ix) = —1—Inx
1
f” — =
(x) . <0
Man sieht auch, dass die Entropie genau dann Null ist, wenn ein reiner Zustand
vorliegt:
=0 & pp=1 & p,=0 n#n,
Jedes Gemisch, das sich schreiben ldsst als konvexe Summe p = Ap;+ (1 —X)po,
also eine echte Mischung mit 0 < A < 1 und p; # p, hat eine von 0 verschiedene
Informationsentropie. Es gilt die Konkavitatsrelation:
S'(Mor + (1= X)p2) > XS'(p1) + (1 — X)S(p2) (2.29)
Der Beweis erfolgt mit Ubungsblatt 8.
Bemerkung:
Die Informationsentropie S’ misst Gemischtheitsgrad eines Zustandes, wie und aus
wievielen reinen Zustdnden g zusammengesetzt ist. (S’ misst ,, Unkenntnis™)
(ii) unabhangige Subsysteme: Seien zwei Subsysteme 1 und 2 unabhdngig voneinander,

64

dann gilt fiir ihre Entropien:
Sior =S1+ 55 (2.30)

Beweis:
Unabhdngig bedeutet: o = g1 - 0>

& S'=—kgSp (0102(In 01 + In 02))
= —KrmaSP101In 015p202 — krmaSP1015P202 In 02
= S'(01) + S'(02)

Bemerkungen:

e Die Gibbssche Entropieformel S’ = Spgln g ist die einzige funktionale Form, die
diese Gleichung erfiillt
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e Daraus folgt die Extensivitdt von S’, da ein System in % unabhangige Subsys-

teme mit n Teilchen unterteilt werden kann (fiir eine endliche Korrelationslange
¢ < 00). Wir haben S’ o< N im thermodyn. Grenzfall

(i) Subadditivitat
In einem beliebig zusammengesetzten System gilt

sgot <S1+S) (2.31)
bzw.

S'(e) < S'(e1) + S'(e2) (2.32)

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir unabhangige Systeme gilt.

Beweis: Ubungsblatt 8 Aufgabe ?

Bemerkung:

Korrelationen zwischen Subsystemen reduzieren Unkenntnis tiber Gesamtsystem re-
lativ zum Fall unabhangiger Subsysteme.

[C] Zeitunabhdngigkeit von S’
Im isolierten System (d.h. U = 0, H bekannt) gilt (siehe Aufgabe 10):

d von Neumann 1k ik

——S'(e(t)) "= ZE=Sp {[H,0lIng} = —>Sple.Ing] = 0

dt h h
die Informationsentropie S’ ist also zeitlich erhalten, wenn deterministische Zeitevolution
gilt. Obwohl also S’ im Nichtgleichgewicht definierbar, nimmt S’ auf dem Weg ins Gleich-
gewicht nicht zu. Dies ist ein Widerspruch zur Entropie der Thermodynamik, die nicht
gleich S’ ist. Denn im 2. Hauptsatz der Thermodynamik erscheint Boltzmann Entropie S
als Funktion weniger Makrovariablen.

2.2.2 Kleinsche Ungleichung

Satz:
Fiir zwei Dichteoperatoren o und ¢ gilt:

S'(') = —ksSpd'Ing' < —kgSpe'Ing (2.33)

Fiir die Operatoren gelte: normiert, positive Eigenwerte, hermitesch.
Beweis:
Sind ¢ und ¢’ Dichteoperatoren, folgt daraus

Spe=1=Sp¢

Nebensatz:
Es sei f(x) strikt konkav (d.h. f"(x) < 0), z.B f(x) = —xInx, dann gilt fiir zwei beliebige
hermitesche Operatoren A und B:

Spf(B) < Spf(A)+Sp((B— A)f'(A)) (2.34)
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wobei f’(x) die erste Ableitung ist. Gleichheit gilt hier nur bei A= B.
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir die Orthonormalbasen:

Aln) = a, |n)
B|v) = b, v)
Es gilt nun:
1=3", [n){n]
Sp(B — A)F(A) =S WIB - A Tl FAW) = S (b, — a,)F(a,) [(vIm)

Um nun eine Ungleichung abschatzen zu konnen, mussen wir uns nur um den vorderen
Term in der Summe kiimmern. Dazu betrachten wir eine konkave Funktion.
Jeder einzelne Therm erfiillt wegen f” < 0 (bzw. wir kdnnen abschatzen:)

f(a,)+ (b, —an)f'(a,) > f(b,)
somit
Sp(A) +Sp(B — A)f'(A) = Spf(B)
Bemerkungen:
> (F(by) = f(an)(v|n)(nlv) = Sp(f(B) — f(A))
| f'(x)=—-1—1Inx
-1
(x) = - < 0

Die wichtigste Anwendung ist S’ mit f(x) = —kgxInx und den Dichteoperatoren A = p,
B = ¢'. Wobei Spp = Spo = 1. Dann folgt:

Spe'Ing —Spelng > Sp(d' —0)(1 +1Ing)) = Spe'Ing—Spelng
= —kgSpd'(Ing —Ing) < 0 (2.35)

oder

—kgSpo'Ino’ < —kgSpo'Inp (2.36)

Dies wendet man an mit g als dem Gleichgewichtsoperator und ¢, einem beliebigen Ver-
gleichsoperator.

2.2.3 Extremalprinzipien

Die Statistische Mechanik folgt aus §2.1 oder dem Postulat von allen Makrozustanden
(Dichteoperator ¢') die mit makroskopischen Informationen vertraglich sind (d.h. §2.1.4[A])

(i) Vorgabe nicht fluktuierender extensiver Variablen X;

(ii) Vorgabe des Mittelwertes der fluktuierenden Variablen

SpeX; = (X;) = X; = Spa' X; = (X})'
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dann besitzt der Dichteoperator g des thermischen Gleichgewichts die groBte Informati-
onsentropie

5'(¢') < S'(e)
und der Wert ist gleich der Boltzmann-Entropie S.

2.2.4 Mikrokanonische Gesamtheit

Fiir ein isoliertes System:
makroskopische Information: alle extensiven Makrovariablen sind fest
5'(¢") wird maximiert durch ¢ = ¢ = konst. mit

1 =Spo =cSpl|e_ag,.. =cW

also (AE — 0)
1 s
Om = Wé(E — H) mit W = ek
Beweis:
S'(¢) =< —ksSp@'Ing' < —kgSpg'Ine & = SSpg' = S
Bemerkung:

Alles weitere folgt aus S und g, (siehe §2.1.5).

2.2.5 Kanonische Gesamtheit

Fir ein geschlossenes System im Warmekontakt mit Warmebad bei Temperatur T fluktu-
iert die Energie um den Mittelwert (E).

[A] Entropie-Maximierung
Von allen Makrozustinden ¢ mit der mittleren Energie (E) = (E) = SpHg' besitzt die
kanonische Gesamtheit gg mit

1
0s(X') = me”% Parameter 8 > 0

Z(B.X') = Spe P" (E ¢ X)

— X’ meint alle extensiven Variablen auBer E — die gréBte Informationsentropie S'; ihr Wert
ist die Boltzmann Entropie

SI(Qg) =5.
Bemerkung: Dieser Zugang zur kanonischen Gesamtheit ist vollig aquivalent zur friiheren
Formulierung.
Beweis: (iiber Kleinsche Ungleichung)
Mit o= 2P & S = kg (In Z + B(E)) gilt:

S'(0') < —kgSpg'In gg
= —kg (In Z(B)Spe’' — BSpe'H)

67



638 2.2. EXTREMALPRINZIPIEN

damit folgt
! ! ]_
S'(0) < ksln Z(B) + —(EY’ (2.37)
E
~ ke z(8) + ‘2 = 5By %)
der letzte Schritt folgt mit §2.1.6[E].
Bemerkungen:
e Zur Bedeutung von B (wie in §2.1.6):
S(E)
e ¥ soll maximal bei (E) sein, damit folgt
OS(E) 1
OE =keb =7

(E)

konjugierte Affinitat, intensive Variable zu E

(weiter muss %‘< ) x = < 0 gelten)
E

e Aus freier Energie
F(T,X):=—kgT InZ(B,X) = (E) — TS({E))

folgt Thermodynamik etc. (siehe §2.1.6)

[B] Minimierung der freien Energie
Mit der Vergleichs-freien-Energie F'
F(T. X" :=(EY —TS'(¢)
= Spo'H + ksTSpe' In¢’
folgt der
Satz:
Die Freie Energie F(T,X') ist im thermischen Gleichgewicht bei gegebener Temperatur T

kleiner als alle Vergleichs-freien Energien F’ zur gleichen Temperatur T (und den extensi-
ven Variablen X' = N,V, .. .).

F(T.X') = Fles(X"))
< F' =(EY -5(d)=Spd(H+ ksT In¢)

Der minimale Wert von F’ ist die wahre freie Energie F(T).
Beweis:
mit Gleichung 2.37 aus [A]

F=—ksTIhZ < (EY —TS'(¢)
und weil im Gleichgewicht (E)" = (E) und S'(¢') = S qilt
F'(eg) = F

Bemerkung: Bei Minimierung von F'(¢’) ist ¢’ ein beliebiger Dichteoperator, der nicht
Spo'H = (E) erfiillen muss! Aber T und X’ werden festgehalten beim Minimieren.
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2.2.6 GroBkanonische Gesamtheit

In offenem System fluktuieren Energie und Teilchenzahl um Mittelwert (E) und (N)

[A] Entropie-Maximierung
Unter allen Vergleichs Dichteoperatoren ¢’ mit

Spe'H = (E)" = (E) : Spe'N = (N)' = (N) (2.38)

wird S’(¢’) maximiert durch den groBkanonischen Dichteoperator

1
Q(,B,Ol,xll) — Ee—ﬁH—I—aN

mit den Paramtern 0 < 8, —a, den X" =V, ... als extensive Variablen und der groBkano-
nischen Zustandssumme

0
=(8,a,X") = Zspe—ﬁH-l—aN —: SpeFHtaN
N=0

die Darstellung in der Mitte ist die verallgemeinerte Spur.
Der maximale Wert S'(o(8,0,X")) = S gibt die Boltzmann Entropie.
Beweis: (iiber Kleinsche Ungleichung)

S'(¢') < —ksSpl'(—In= — BH + aN)]

= S(0) < %<E>' ~ ks {NY + ke In=(B..X") (2.39)
= @— kBOl<N> —I—kBInE (240)

im letzten Schritt wurde Gleichung 2.38 beriicksichtig (selbe Mittelwerte).
Berechnung von =:

== z eoN Spe_ﬁH = Z e N+S((E).N.X")/ kg —B(E)
N=0

Z(N) N
A exp [a(N) - B(E) + kiBS“E):(N)'X”)

hier wurde die Sattelpunkts-Naherung im thermodynamischen Limes V — oo beniitzt, es
folgt

5(¢) = 2L~ keah) + ke(a(h) ~ BE) + 1-9)
=S(ELMXY) O

[B] Aspekte der GroBkanonischen Gesamtheit

(i) Bedeutung von o
geforderter Mittelwert (N) erzwingt

e*NZ(B,N,X") o exN+5/ke=BE max bei (N)
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(i

(iii)

70

damit folgt
e 1 3S((E),N,X")
ks oN ()
= _kBLT mit Definition von p im isolierten System (mikrokanonisch)
somit ist p
T keT

durch Bedingung (N) festgelegt

» Stabilitatsbedingung*”
e*NZ(B,N) maximal erfordert weiter

O?S((E),N, X"
UELNXD|
(V)
aus: BS((E)N)
2V b kga =0
oN o)
sei auflosbar nach (N) = N(a) und es folgt
0 0 9?S({E),N) ON(a,B,X") )
~ 0= . — kg
Oa ON? () O
?S((E).N) L (9N) T ke
T o T o ) T aesx)
O(N)
also o >0 gefordert

Die Sattelpunkts-Naherung bei der Berechnung von = erfordert

O(N) _ kBTaN(T,u,X")

2 31 x V extensiv

damit relative Streuung ~ ﬁ — 0 geht im thermodynamischen Limes.

., Isotherme Kompressibilitat x+

n{NYkT =

ON(T.,V)  (AN?) {> 0 positiv

ou ~ ksT oV extensiv

Wegen Eigenschaften von kt sind Forderungen aus (ii) im stabilen thermischen
Gleichgewicht erfllt.

Beweis: ON(T, V) 51
K —B(H-uN) py
on  ap=>re
it 0 1 o) (AN?)
— - = 2y —_— = = >
(N) 60 In= kBT<N ) <N>@M In= T 2 0



Konzepte & Postulate der Statistischen Mechanik 71

Damit ist der erste Fall gezeigt, nun kommen wir zum Fall o« V:
Teilchenzahldichte n(r) mit
N = / d*rn(r)

(N) = / d3r(n(r)) e <n>/ d*r = (n)V = nV

somit

und
A/\/:/d3r(n(r)—n)=/d3f5”(f)

geschrieben mit Teilchendichte Fluktuation.
Damit

(AN?) = / d*rd®r (5n(r)on(r))
—————
Sn(r.r")
mit der Teilchdichtefluktuationkorrelationsfunktion Sy

homogen

e / drd®rSy(jr —v|) = V/ d*ArSy(|Ar|) mit Ar=r—r'
~ Vn?e? - 0(1)
mit der Bedingung endlicher Korrelationslange &

x V extensiv

da dann gilt
Sn(Ar > €§) = (dn(r)){dn(r')) =0

(siehe Zentraler Grenzwertsatz)

[C] GroBkanonisches Potential
Definition:

QT.uX")y=—kgTIn=
= (E) — w(N) — TS((E).(N).X")
(mit X" =V, ... (extensive Variablen) und mit (E) = E(T,u,X"),(N) = N(T,u,X");
beim Schritt * wurde wiederum die Sattelpunktsndaherung verwendet), ist die Zu-
standsfunktion bzw. das Gibbsche Potential in einem offenen System (mit Energie-

& Teilchenaustausch mit der Umgebung, “Warmebad & Teilchenreservoir,, ).
Aus 2 folgt die Thermodynamik. Z.B. aus

o, _
<N> = kBT@ In=
folgt
m . OQUT.u.X")
N(T 1. X") = 5
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72 2.2. EXTREMALPRINZIPIEN

und mit anderen Ableitungen, die gegeniiber der freien Energie gleich bleiben folgt
mit X” =V die Gibbsche Fundamentalform

dQ2=-5dT7 — pdV — Ndu

mit P(T,(N),V) = P(T,u,V)
Bemerkung:
Eulersche Relation gibt
Q(T,u,V)=—-P(T,u)V

der Beweis dazu folgt spater.

Bemerkung:

Die Legendre- & Laplacetransformationen (wie beim Schritt von mikrokanonisch zu kano-
nisch) gehen hier nun von kanonisch zu groBkanonisch. Austausch der Variablen (extensive
durch konjugierte intensive).

Legendretransformation der Zustandssumme:
INn=(u) =InZ(N)+ BuN
mit

Bu = aiNIn Z(N) (2.41)

und
7 — o=S/ke=T(E)

ist eine Legendretransformation einer Funktion von N zu einer Funktion von .
Mit

W= G%F(T'N'V) (2.42)
ergibt sich die Aquivalenz zur Legendretransformation des Gibbspotentials:
QT,u,V)y=F(T,NV)—uN
mit Aufldsen der Gleichungen 2.41 und 5.18 nach N(u) und mit der Umkehrung N = —%
QT.u,V)+uN=F(T,NV)

parallel dazu: Laplacetransformation der Zustandssumme:

1 [e @]
=() = BN 7y ML _— NeB#N 7 (N
() ZN:e (M) ™= 2n i dNe (N)

treten im thermodynamischen Limes V — oo auf.

Alle Transformationen sind eindeutig umkehrbar.
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Konzepte & Postulate der Statistischen Mechanik 73

[D] Minimalprinzip des GroBkanonischen Potentials

Satz:

Das groBkanonische Potential €2 ist im thermischen Gleichgewicht, bei gegebener Tem-
peratur T und chemischem Potential g, minimal, d.h. kleiner als jedes Vergleichs-Q' zu
gleichem T und p (auch X" fest).

Q(T,u,X") = Q'(og) < '(0)
mit
Q'(¢) = (HY — w(NY = TS'(¢)
= Spo'[H — uN + ks T In¢]
Beweis: mit

N Ryt ksinz

\'
\'

aus [A] folgt
Q(T,uX") = —kgTIn=
< (E)' —w(N) = TS'(¢) O

betrachte

o (Q _ éeﬁ(HuN))

1
= ZSpe P HMIH — UN + kgT(—In= — BH + BuN)]

1
= —kgT In= = =Spe PH=+M) O

—
1

Bemerkung:
¢ ist ein beliebiger Dichteoperator; aber T und w (und X”) sind fest im Vergleich.

2.2.7 Partielle Gleichgewichte in der verallgemeinerten
GroBkanonischen Gesamtheit

Wir iberlegen uns in diesem Abschnitt den allgemeinsten Fall der Maximierung der Infor-
mationsentropie
S’ = —kgSpo'Ing¢

unter den Nebenbedingungen:
(i) Normierung Sp¢’ =1
(ii) Mittelwert globaler extensiver Variablen (X;)

(i) Aufteilung extensiver GroBen auf zwei Subsysteme durch eine innere Hemmung (iH)
(z.B. Wand oder Membran), mit X = Y 4+ Y (Wand unterteilt N in N; und N,)

(Yi(l)> = fest (z.B. Teilchenzahl im Subvolumen)
(Y,(Q)> = fest
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74 2.2. EXTREMALPRINZIPIEN

all dies machen wir im Hinblick auf die Beschreibung irreversibler Prozesse.
Das Maximum von S’ findet man mit dem Variationsprinzip:

~S'(0+60)/ks V=" Sp[(e + d0) In(e + d0)]

Taylorentwicklung des In g: Inp + %Q +...

= Spolng+ Spdeln g+ Spdo + O(5¢°)

die erste Variation dp verschwindet
Spdp=0

wegen

1 =Sp(e+d0) = Spe + Spde
=14 Spde

womit 2.43 folgt. AuBerdem erhalten wir

S'(e+d0) = S'(0) — keSpdeln g + O(8¢%)

(2.43)

Extremum unter Nebenbedingungen erfordert mit Methoder der Lagrange-Parameter, dass

Spdo

2
Ing+ﬁ<H—£-X—Z'n(o‘)-Y(o‘)—C>] =0

a=1
wobei Sp(o + do)H = (E) erfordert SpdpH =0
mit 8, und 7*) als Lagrange Parametern (8 wird spiter =

Da beliebige Variationen §p zugelassen sind, folgt [.. ] =0
mit C = In Z folgt fiir den Dichteoperator (in allgemeinster Form)

1 a a
0 (5,5117(1),.,7(2)) = Zexp [_5 (/_/ —¢-X— za:.,-,( VAL ))

mit

4 (,815,77(a)) = Sp exp [—5 (H —¢-X— Z .n(a) .Y(a)>

x

(2.44)

(2.45)

Verallgemeinerte groBkanonische Gesamtheit hat exponentiellen Dichteoperator!

Bemerkungen:

e die Lagrange Multiplikatoren folgen aus geforderten Mittelwerten

e Lagrange Multiplikatoren sind konjugierte intensive Variablen (Affinitaten), z.B.

74




Konzepte & Postulate der Statistischen Mechanik 75

e S'max-Prinzip ist dquivalent zum Minimierungs-Prinzip des zugehorigen verallgemei-
nerten groBkanonischen Potentials (2 — F)

F(B.e&nYn?) = —kgThhZ

(das gibt die Thermodynamik, ist das Gibbsche Potential)
F ist kleiner als alle Vergleichs-F' zu den selben Lagrangeparametern 3,¢, 7V &n®:

F = F'(ouk) < F'(0)

2
0 <H—£-X— Z'n(“) Y@ + kgT In QI>]
a=1

mit einem beliebigen Dichteoperator ¢’

FI(QI) — Sp

Fazit:
Eine vierte Formulierung der statistischen Mechanik beruht auf dem Postulat:

In der Boltzmann-Entropie S nimmt die Informationsentropie S ihren maximalen Wert
an, der mit den Nebenbedingungen, dass einzelne Mittelwerte festgelegt sind, kompatibel
ist.

Eine Umformung dieses Postulats ergibt:
Die jeweiligen Gibbsschen Potentiale sind extremal (typischerweise minimal, da sie —S
enthalten) bei gegebenen intensiven Variablen.

2.2.8 Zeitabhangigkeit der Entropieen

In einem isolierten System mit gegebenem Hamilton-Operator H gilt:

d . d
8 = (—ksSpe()Ino(t))
ik
— fSp[H,Q] Ino

'k
—ZSpHle.Ingl = 0

*: siehe Aufgabe ? & von-Neumann-Gleichung und weil dS = —kgSpdpln g ist.
Die Informationsentropie S’ ist also zeitlich erhalten entlang einer Trajektorie des Systems.
S’ nimmt beim Weg ins thermische Gleichgewicht nicht zu!
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3 Thermodynamik

Die Thermodynamik folgt aus der statistischen Mechanik (Dichteoperatoren des thermi-
schen Gleichgewichts) und der von-Neumann-Gleichung:

—i
= [H
do h[ 0] dt

(wobei die Dauer des infinitesimalen Prozesses dt nicht von Interesse ist)

(Die Zeit = Scharmittel Problematik wird ignoriert.)

Zur Vereinfachung betrachtet man ein geschlossenes System im Warmebad: Damit folgt
fiir den Hamiltonoperator:

H= Htot - HBad - UKoppIung

Zwischen dem geschlossenen System und dem Warmebad besteht eine kleine Kopplung
U < H, d.h. es besteht thermischer Kontakt mit dem Warmebad.
AuBerdem ist er zeitabhdngig: H = H(t) von zwei Quellen:

e extensive Variablen: X' — X/(t) (z.B. das Volumen V/(t) kann somit iiber das
Widrmebad kontrolliert werden)

e externe Krafte f,(t) fiihren zu Variationen der intensiven Variablen (etwa w(t) oder
magnetisches Feld B(t),8(t) Temperatur):

Damit ist der Hamiltonoperator des Systems eine Funktion der vorgegebenen Variablen.
H(t) = Ho(X'(t)) — €"(fa(t)) - X"

mit £’(t) als den externen zeitabhdngigen Affinitdten durch das Warmebad. Im thermi-
schen Gleichgewicht liegt eine kanonische Gesamtheit vor. Unter Annahme, dass die Tem-
peratur mit der Zeit kontrolliert werden kann, ist der dazugehorige Dichteoperator in der
verallgemeinerten kanonischen Gesamtheit:

o(t) =

ZioS® [=6(1)H(1)] (3.1)

3.1 Nullter Hauptsatz, thermisches Gleichgewicht &
Temperatur

Wie friiher gezeigt, gilt fiir zwei Subsysteme in Warmekontakt, d.h. es ist Energieaustausch
moglich
Ti=1T,

Verallgemeinert gilt, dass zwei Subsysteme, die eine extensive Variable Y; austauschen
kdnnen, im thermischen Gleichgewicht gleiche zugehorige intensive Variablen (Affinitaten)
haben:

ni(l) _ 77/(2)
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78 3.2. ERSTER HAUPTSATZ, ARBEIT & WARME

Beweis:
mit verallgemeinerter kanonischer Gesamtheit (hier wurde i = 1 gewahlt):

1

im partiellen Gleichgewicht mit innerer Hemmung, die einen Austausch von Y verhindert
(z.B. Membran, kein Teilchenaustausch; Wand, Volumina fest)

Ohne innere Hemmung gleichen sich Y und Y@ aus, wobei (Y + Y®)) = const.
gilt, weil Y eine der extensiven Variablen ist. Damit folgt

Spso(YW +Y®@) =0 (Spe' (YW +Y@) = (Y 4 Y)Y = fest)
daraus ergibt sich die Losung von
Spéellno+B(H—p-Y)=0

mit 3, 7@ . Y@ = Oy D 4 n@y©@ durch M = n@ =g,

Im vollstandigen thermischen Gleichgewicht (ohne innere Hemmung) ist die Entropie ma-
ximal, wenn beide Subsysteme gleiche intensive Variable n(t) = n(® = n besitzen.

Im totalen Gleichgewicht (ohne innere Hemmung) ist die Entropie groBer als im partiellen
Gleichgewicht (mit innerer Hemmung).

3.2 Erster Hauptsatz, Arbeit & Warme

[A] Erster Hauptsatz:

e Die mittlere (innere) Energie des Systems ist (E) = (H) = SpeH und verandert sich
gemaB dem Differential:

dE = dSpoH = SpodH + SpH dp

e Definition der Arbeitsleistung 0W = SpodH
e Definition des Warmeiibertrags 6@Q = SpH dp

damit folgt Energieerhaltung
dE = 6W +6Q

Bemerkungen:

e Offensichtlich sind 0W und 0@ keine einzelnen vollstandigen Differentiale < es exis-
tieren keine Stammfunktionen W und @ mit dW = 0W und dQ = 6Q < bei
Linienintegral entlang eines geschlossenen Weges im Raum der unabhangigen Varia-
blen gilt: § dE = 0 aber §6Q # 0 und §6Q #0

e JWW beschreibt eine Veranderung der Energieeigenwerte bei gleich bleibender Besetzung ¢
der Energieniveaus. (zunachst in Oter-Naherung)

e 3@ beschreibt eine Verdanderung der Besetzungswahrscheinlichkeit der Niveaus bei gleich
bleibendem Hamiltonoperator
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Thermodynamik 79

[B] Arbeitsleistung

Energieanderung durch kontrolliertes Verandern (weniger) externer Krafte/Variablen in
H(t)

« 1dt o (At
OW = SppodH = E Spo [Hiot. H] = YSDQ[HBade] (3.3)
#0 ILA., wegen externer Krafte durch Bad (3.4)

hier wurde in * die von Neumann Gleichung verwendet und in ** ausgenutzt, dass U <
HBad gl|t

In der Regel kommutiert Hgag nicht mit H, da H(X(t)) wegen der X Operatoren auf Hpgag wirkt.
In der Thermodynamik wird nun postuliert, dass externe Variable X(t) in H(t), durch das
Bad (welches viel groBer als das System ist), ohne Unscharfe & Fluktuationen variiert, so
dass man folgern kann, dass X(t) sich wie eine deterministische, klassische Variable verhdlt.
Damit Idsst es sich einfacher rechnen. Damit folgt (zur Vereinfachung sei H(t) = H(X(t))
betrachtet):

i OH

E [HBad s H] —>ﬁ_>0 {HBad s H} == _ax {HBad ' X}
. OH d
~ox

fiir den Schritt * wurde die Liouville-Gleichung verwendet.
Damit folgt fir die Arbeitsleistung:

OH
OH
() g »

und mit der Definition der zu X konjugierten Kraft bzw. zugehorigen intensiven Variable
¢ = 2% schlieBlich

SW = (€) - X (3.7)

Beispiele:

e veranderliches Volumen X(t) — V/(t)
aus P = — (&) folgt:

SW(T,N,V) = —P(T,N,V)dV

In Aufgabe 7 wurde mit dem Virialsatz gezeigt, dass die so definierte GroBe P
tatsachlich dem Druck entspricht.

e veranderliches Magnetfeld B(t)

SW(T,B,N) = —M(T.,B,N)dB

Bemerkungen:
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o Identifikation der externen Variablen (extensiv vs. intensiv) hdngt von H ab.

e Das Arbeits-Konzept der Thermodynamik verlangt also ein unendlich-groBes Warmebad,

damit die Riickkopplung des Sytems auf die Dynamik von X(t) vernachldssigt werden
kann.

e die Arbeitsleistung 6W ist reversibel, d.h. es gilt W (—dX) = —6W(dX) bei Um-
kehrung.

[C] Warmeiibertrag:

Selbst ohne Arbeit, d.h. H enthalt keine Operatoren auf Hg,y, was durch H # H(X)
ausgedriickt wird ([Hgad,H] = 0), gilt do = %’[Htot,H] dt # 0 auf Grund der Kopplung U.
Mit der Orthonormalbasis g|n) = p,|n) und H|n) = E,|n) folgt

6Q = SpHde =Y (nl|H|n'){r'|éeln) (3.8)

nn

§Q =Y E,dp, (3.9)

die letzte Zeile entspricht einer Umverteilung der Wahrscheinlichkeiten, mit denen die
Energieniveaus E,, auftauchen.

3.3 Zweiter Hauptsatz, Entropie & Irresibilitat

Ziel:
bei Prozess gilt dS > %

Definition: Prozesse
Zur Erinnerung: partielle kanonische Dichteoperatoren (betrachtet werden eingeschrankte
kanonische Gleichgewichtszustande)

1

o(t) = 7 [—B()H(X(£), Y (1))]

wobei X die extern kontrollierten Krifte sind und Y(® durch innere Hemmungen eingestellt
werden. Das ganze wird betrachtet fiir zwei Subsysteme mit (a) = 1,2.

Innere Hemmungen (z.B. Wand) bestimmen also die Aufteilung der ErhaltungsgroBen Y
Deren zeitliche Veranderungen erfolge von einem Ausgangszustand im partiellen kanoni-
schen thermischen Gleichgewicht zum Endzustand im totalen kanonischen thermischen
Gleichgewicht. Man unterscheidet hier verschiedene Prozesse, welche immer wieder auf-
tauchen:

(i) Reversible Prozesse

Das System liegt ununterbrochen in vollstandigen kanonischen Gleichgewichtszustanden:

0= exp [=B(t) H(X(1))]

1
Z(1)
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Thermodynamik 81

(iii)

vor (d.h. nur externe Krafte keine inneren Hemmungen).

Bemerkung

Dies erfordert eine langsame Prozessdurchfiihrung, damit dissipative Prozesse ver-
nachlassigbar sind.

Quasistatische Prozesse
wie (i) nur in partiellen (eingeschrankten) Gleichgewichtszustanden mit innerer Hem-
mung:

1
= ——~exp [-B(t)H(X(t), Y™
o(t) = Zye® [=B(HH(X(1),Y¥(1))]
Adiabatische Prozesse
Dies ist eine Unterklasse der quasistatischen Prozesse mit 6@Q = 0. Das System ist
thermisch isoliert (kein Warmeiibertrag) und beschreibt demnach gerade kein kano-
nisches System (mikrokanonisch)

Irreversible Prozesse

Bei einem allgemeinem irreversiblen Prozess ben6tigt man sehr viele (O(N ~ 10%3))
interne Variablen um den Prozess zu beschreiben bzw. o(t) zu bestimmen. Das Kon-
zept der statistischen Mechanik geht damit verloren, da man jetzt nicht nur wenige
makroskopische GroBen bendtigt, sondern sehr viel iiber das Mikrosystem wissen
muss.

3.3.1 Zweiter Hauptsatz (Diskussion der Warme Q)

Definition:
Prozesse sind

(i) reversibel o(t) = tot. GGW
(i) quasistatisch o(t) = part. GGW
(iii) irreversibel sonst
Bemerkungen:
e quasistatisch bedeutet wenige Makrovariablen, als Funktion von t; dagegen irrever-
sible ©(1023), so dass mikroskopische Variablen nétig sind
e quasistatisch erfordert langsame Prozessfilhrung, damit Dissipation klein
e quasistatische Prozesse: kleine Menge von Prozessen, wo Makrovariablen ausreichen
e reversible Prozesse: noch kleinere Menge von Prozessen, wo externe Makrovariablen
ausreichen
e Postulat zu Prozess:

Am Anfang/Ende sind wir im (partiellen) Gleichgewicht, wodurch die freie Energie-
Differenz von Zustand A nach B berechenbar wird:

AF = FEnde(TB:XB) - FAnfang(TA:XA)

(Beschreibung mit Statistischer Mechanik)
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[A] Modell eines irreversiblen Prozesses

Sei ein quasistatischer Prozess, wo am Anfang ein partielles Gleichgewicht durch innere
Hemmung vorliegt und am Ende totales Gleichgewicht ohne innere Hemmung (d.h. Re-
laxation eines partiellen Gleichgewichts in das totale Gleichgewicht nach Wegnahme der
inneren Hemmung).

Start: unterschiedliche Affinitaten ;) # ()
(1)

Ende: , Gleichgewichts"-Affinititen n(p) = n(2) = n(s

Beispiel: (siehe Aufgabe 48 ,,Mischungsentropie™)
Hinweg: aus P(}) und P} wird Pg):

AS = S(elvonst. caw) — S(lpar. GGW)|adiabatisch = 55 — Salagiavatisch = 0
Prozess kann adiabatisch (keine Kopplung U = 0) oder im isolierten System stattfinden.

- : ) _ -
Riickweg: wenn 'D_(A) =0:

Komprimierung eines Gases bei T=fest, dies erniedrigt die Entropie durch thermischen
Kontakt mit Warmebad (somit: Warme und Arbeit)
Der Prozess gibt also Warme nach auBen ab, d.h. er braucht eine Sinke 0Q.

Dies ist eine Vorbereitung auf den Zweiten Hauptsatz.

[B] Zweiter Hauptsatz

Bei quasistatischen Prozessen im geschlossenen System mit Warmebad gilt also

oft) = ﬁexp B {HX(D).YD (1), YO (£)}] (3.10)

mit dE = 6Q + 6W wobei 6Q = SpH dp und

oH 2./ 8H
_ [z (o)
SW <ax> X + <av<a>> dyY
———

2=1

auBere Arbeit §Wext innere Arbeit §Wi

Von §2.2.7 aus Gibbs'scher Entorpieformel, da o(t) immer im Gleichgewicht ist beniitzen
wir

dS = —kgSpdplnp
damit folgt mit Gleichung 3.10

dS = kgSp {do(In Z + BH)}
= kg (InZSpdp + SpdeBH)

und mit Spde =0

= kgBSpdoH

82



Thermodynamik 83

und schlieBlich

1
dS = ?50

Also lautet der Zweite Hauptsatz, bei quasistatischem Prozess, mit T aus dem Nulltem
Hauptsatz

§Q =TdS (3.11)

(also mit der schon diskutierten Definition 8 = 12%)

Bisher haben wir den ersten Hauptsatz aus der statistischen Mechanik abgeleitet, da-
bei war wichtig, dass sowohl der Dichteoperator, als auch der Hamiltonoperator von der
Zeit abhangen:

dE = dSpoH = SpdpH + SppodH
dE =0Q + oW

Die Anderung des Dichteoperators entspricht einer Warmeanderung. Die Anderung von H
entspricht gerade der Arbeit 0W.
Wir haben fiir 6Q und W die folgenden Beziehungen gefunden:

oW = <8—H> dX

oX
0Q =SpHdp=TdS
0Q
- = ds

Aus diesen Beziehungen folgt die Gibbs'sche Fundamentalform:

2
dE =TdS+ (£ dX+ > 0. dy@ (3.12)

a=1

(typischerweise) =TdS —pdV + pdN

Diese gilt fur Zustande, welche mit quasistatischen Prozessen ineinander ubergefiihrt wer-
den konnen.

Unser Modell irreversibler Prozesse besagt, dass die geleistete innere Arbeit > 7 - dY un-
bekannt ist. (in der Realitat ist Y € R3>19”) Wir verwenden z.B. Y — {V4(t),Vx(t)}, was
durch eine innere Hemmung (hier eine Trennwand, die das System in zwei Subsysteme
der Volumina V4 & V5 unterteilt) produziert wird. Damit kann die innere Arbeit zu §Qex:.
gezahlt werden, so dass die Energiebilanz wie folgt wird:

dE = 5Wext + 5Qext
—— N~

* kok
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*: messbare externe Arbeit (z.B. —pdV/)

**: zugefiihrte Wire aus dem Warmebad; diese ist extern messbar (am Bad-System) in
dem man misst, wie viel Warme verbraucht wurde, die an das System abgegeben wurde.
Mit 0Qqstat fiir die auftretende quasistatische Warme (und Index irr fiir irreversibel) ergibt
sich dann

5Qext = 5Qqstat + 6Qirr
=TdS+) n®.dy®

damit dann

1
ds = ?(6Qext - 5V\/int)

im isolierten System gilt also
OWint
dSadiabatisch = - 7—m

aber weil AS,giabatisch > 0 gilt (siehe [A]) folgt der Zweite Hauptsatz bei beliebigen Pro-
zessen:

dSs >

5Qext
= (3.13)

Das Gleichheitszeichen hat hier in Klammer zu stehen!

Bemerkung:
Wir greifen nochmals die Mischungsentropie als Beispiel fiir dS;, welche in Aufgabe 48
behandelt wurde auf:
Zu Beginn hat man hier ein eingeschranktes Gleichgewicht (ein Gas A befindet sich im
Volumen V; ein Gas B im Volumen V5 welches von V; durch eine Wand getrennt ist) und
dann wird die Wand entfernt und beide Gase konnen jetzt im ganzen Volumen sein.
Man betrachte hierzu auch §2.1.4 speziell Gleichung 2.14. Dort wurde gezeigt, dass im
isolierten System gilt:

W(E,X) > W(E X, iH)

und W = e>*s_ (Dies ist der eigentliche Ursprung des zweiten Hauptsatz, dort wurde
ndmlich schon verstanden, dass die Entropie ohne innere Hemmung groBer ist, als mit!)

Somit ist die Thermodynamik durch die Statistische Mechanik ableitbar!

Bemerkung:
Zeit-Pfell d
—S5>0
dt  —
durch Unmoglichkeit Startwerte aller mikroskopischen Freiheitsgrade einzustellen, so dass
Prozess ruckwarts lauft; auch hier ist das Gleichheitszeichen in Klammer zu setzen.
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3.4 Dritter Hauptsatz & absoluter Temperatur-Nullpunkt

Nach dem Postulat in §2.1.3 sind die Energieniveaus des Systems nicht entartet (d.h. wy =
1). Dies bedeutet, dass die Entropie des Grundzustands (0.B.d.A. E; = 0) des Hamilton-
Operators in isolierten Systemen Sg = kglIn1 (keine Entartung) bzw. Sq = kg In wo(Eg)
mit dem Entartungsgrad wq (bei einer gewissen Entartung) entspricht.

Im thermodynamischen Limes folgt daraus:

0 W
N

Dies ist eigentlich damit gemeint, dass die Energieniveaus nicht entartet sind, der Loga-
rithmus des Entartungsgrades ist klein gegeniiber der Teilchenzahl, es reicht also

In wo(Eo) <1
Daraus folgt fir die Boltzmann-Entropie einer kanonischen Gesamtheit
o3 o e PH

fiir festes T

S(0p) ks
N —WSPQBIH 0

In einer Orthonormalbasis von H & gg kann man dies umschreiben zu:

S 1 C
- _ = = —BE1
Y NSO+O(NTE1e )

damit folgt im thermodynamischen Limes (T — 0) der Nernstsche Satz

S C
l lim = =0+ 0| —=E e 5 3.14
T—>o|(?—>oo) N N + (NT 1€ > ( )
Dabei ist im ersten angeregten Niveau E; > 0.
Oder auch dargestellt in der Form
S(T—-0)=0 (3.15)

haben wir so den Dritten Hauptsatz, welcher auch das Nernstsche Theorem genannt wird.
Bedeutet Sy ist keine extensive GroBe mehr.

Bemerkungen:

e Der Grundzustand ist nicht extensiv entartet und es gibt einen endlichen Abstand
des Grundzustands vom ersten angeregten Niveau in H:

AE:El—EO
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86 3.5. THERMODYNAMISCHER GRENZFALL

e |Im scheinbaren Gegenbeispiel der N unabhdngigen Spins aus §1.4:

N
H=Hy=-> u;-B (3.16)
i=1
ist bei B=0 Sp = kgNIn2.
In Wirklichkeit gilt allerdings:
H == HO + H1

mit H; der Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten und damit ist:

Die Korrektur BH; wird fiir 8 — oo wichtig und fiihrt im allgemeinen zur Ordnung
(Ferromagnet, Anti-Ferromagnet), was wieder So = 0 bedeutet. Dieses Gegenbei-
spiel stellt also keinen Widerspruch zum dritten Hauptsatz dar, wir haben nur erkannt,
dass das Modell im Limes 8 — oo nicht mehr zulassig ist.

e Wegen S 795, + 0 (SEre Er/ksT) gilt auch:

0S 10
C=T—=—70 3.17
oT ( )
S ist nicht analytisch, dies bedeutet, dass S(7) nicht in einer Taylor-Reihe entwi-
ckelbar ist.
T = 0 ist unerreichbar, da jedes Warmebad dort versagt.

3.5 Thermodynamischer Grenzfall

Der thermodynamische Limes ist gegeben durch:
N — 00,V — 00, X = oo (d.h. alle extensive GroBen werden sehr groB), so dass aller-
dings alle Dichten p = % = const sowie x = é = const konstant bleiben.

Wie in §7 gezeigt, geben in diesem Grenzfall alle Gesamtheiten identische Ergebnisse, well

alle relativen Streuungen o ﬁ verschwinden. D.h. z.B.: % th'—>L' 0 (und nach dem zen-

tralen Grenzwertsatz oc ).
Es macht also im thermodynamischen Limes keinen Unterschied E 'genau’ im mikrokano-
nischen Ensemble oder nur den Mittelwert (E) = E(T) im kanonischen Fall vorzugeben.

[A] Beweis

N, N
Gegeben sei ein Hamiltonoperator H = Y 2L + 1 3™ V/(|r; — r;|) dann muss fiir V — oo

i=1 i#)
und N — oo gezeigt werden (mit o = {¥ = const), dass (in der einfachen kanonischen

Gesamtheit) gilt:

H F(T.0x)

Y (3.18)

1
=InSpe™®

1
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Thermodynamik 87

mit endlicher freier Energiedichte:

f=1(T.o=

</

unabhangig von Randbedingungen/Systemform etc. (sieche Aufgabe 7)

Bemerkungen:

e Der Beweis ist sehr kompliziert, deshalb soll an dieser Stelle nur die Beweisidee skiz-
ziert werden:
Man unterteile das System in Subvolumina V, > ¢3 (mit der Korelationslinge £) so
dass fiir die Grenzwerte V — oo und V,, — oo die Kopplung zwischen den Subvolumi-
na Vs und V,, (Kopplung: Fldche zwischen V5 und V, , also Vaz/?’) vernachlassigbar
wird, so dass unabhangige Subvolumina vorliegen und der zentrale Grenzwertsatz gilt.

e Liegt Coulomb-Wechselwirkung fur Ladungen vor:

qi4q;

Vo —m——
Ameo|r — 1)

so ist der Beweis erschwert, da der Limes (d.h. f(T,p)) eindeutig sein muss aber z.B.
das elektrische Potential einer Ladungsverteilung von der Form der Ladungsverteilung
abhangt (Kugel oder Platte). Man kann den Beweis allerdings retten, in dem man
Ladungsneutralitat durch Abschirmung ansetzt.

e Fiir gravitative Systeme V ist ein Beweis unmaoglich.

mjm
Iri—rjl

[B] Thermodynamischer Formalismus

Verkniipft Gesamtheiten (da dquivalent im thermodynamischen Limes)

Ubersicht
mikrokanonische E(S,V,N)
kanonische Gesamtheit mit Gibbs-Potential F(T,V,N)
groBkanonische QT V.u)
und mit

dE=TdS —pdV 4+ udN
Gibbsscher-Fundamentalform  dF = —-SdT7T — pdV + udN
dQ2=-SdT — pdV — Ndu

Die Potentiale sind durch Legendre-Transformationen miteinander verknupft:

F=E-TS (3.19)
Q=E—-TS—uN=F—uN (3.20)
S —1 _ 58S
wobei 771 = &2

Bemerkungen
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88 3.5. THERMODYNAMISCHER GRENZFALL

e Die Maxwell-Relationen folgen sofort wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ablei-
tungen. Es gilt z.B.:

OS(TVIN)  @PF(TVN)  8P(T.V\N)
v~ aveT  oT

e Beachte: abhangige/konstant gehaltene Variablen sind wichtig

8S(T.V.N)  aS(T.V.u)
v 7 av

e niitzlich ist der Satz liber implizit gegebene Funktionen, aus welchem folgt:

Oy(x,z)  0y(x,z)  0x(z.y)

ox oz / 0z (3.21)
—
falls o

Beweis:
y = f(x,z) = y(x,z) sei gegeben, dann ist die Gleichung y — y(x,z) = 0 nach
x = x(y,z) auflésbar, falls % # 0. Es gilt dann:

0= L (v ylxly2).z)) = DD | W) OXU2)

e Dies wird haufig mit der Jacobi-Determinante und ihren Rechenregeln formuliert:

o(fg) _of 09 of 9y (3.22)

wobel % = % well % = 0, da x und z hier unabhdngige Variablen sind.

[C] Extensivitat

Der thermodynamische Limes bedeutet, dass im isolierten System alle extensiven Variablen
auf die folgende Art und Weise verknupft sind:

E(AS, AV, AN,...) = XE(S,V|N,...) (3.23)
damit
LSS
VY

konstant wird im thermodynamischen Limes. Daraus folgt nun nach Euler (s. Aufgabe ?7):
1
E(S\V,N) = ?-(E—,LLN-FP\/— . X)

= F = —P(TV.N)-V+u(TV.N)-N
= Q = P(T.Vpu)-V
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Gleichzeitig folgt die Gibbs-Duhem-Beziehung:

SAT -V dP+Ndu=0 (3.24)

woraus man y = wu(T,P) oder P = P(T,u) folgern kann. Beweisen kann man dieses mit
Vergleich der totalen Differentiale von:

E=TS—PV+uN und dE=TdS—PdV +pudN

Die intensiven Variablen missen der Gibbs-Duhem-Beziehung geniigen, sie hangen also
nur von einer weniger Variablen ab.
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4 (ldeale) Quantengase

4.0 Erinnerung an die Zustandssumme des harmonischen
Oszillators

Ein quantenmechanischer harmonischer Oszillator (Frequenz w) im Warmebad, in der ka-
nonischen Gesamtheit bei der Temperatur T mit dem Hamilton-Operator

1
H = hw (a*a+—)
2
1
—hw (n+§)

Erzeugungs-/Vernichtungsoperator mit Kommutator
aal —ala=1

Besetzungszahloperator
A=ala
mit Orthonormalbasis
iln) = n|n) n=20,1,2,...

damit folgt fiir die kanonische Zustandssumme

Z = Spe PH

o)
_ Z e—ﬁﬁw(n—l—%)
n—=0
o0

— e—%ﬁﬁw e—ﬁhw n
;( )
1
1 — e Phw
A
T e phe

= eiéﬁhw

und man erhalt die freie Energie

F=—-ksTInZ= Fy +kgT In(1—eP™)
~~

hw

2

Interpretation fiir einen Freiheitsgrad ist, dass mit dessen Anregungen/Auslenkungen, d.h.
mit n, die Energie anwachst. n ist die Besetzungszahl oder die Zahl der Energiequanten,
welche mit der Wahrscheinlichkeit p(n) auftreten.
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4.0. ERINNERUNG AN DIE ZUSTANDSSUMME DES HARMONISCHEN
92 OSZILLATORS

El ko

\

S

|

|
Niw

3

.Y

MiA

Z
p(n) = 2 e7Pn (4.1)

Dies ist die kanonische oder Gibbssche Wahrscheinlichkeitsverteilung und ihr Mittelwert ist

R _ Zy ghwn _ 2o o Z\ ehw 1
() = ;”p(”) —z " A Bhw 7o) T e b~ g 1 +2)

Dies ist die Bose-Einstein-Verteilung.

Eine andere Interpretation dieser Rechnung:
Es liege ein Energieniveau fiw vor wie auf dem Bild, dass mit n Teilchen besetzt wird.

/\EIUY‘ - £,
evese A.TC.
G- Systems
e — . B8 as-s
":I ? T 2;7 g_ s rqqh-ﬁndfl:‘:uLQ
o b3 e 2 Gesamfentgic ofes
= 2he e The . ¥

Vielte: beinan Sy S tems

Energieniveau mit n Teilchen

Die Gesamtenergie des Vielteilchensystems konnen wir in der groBkanonischen Gesamtheit
ermitteln, so dass gilt:

> 1.1
(E) =S hw(n+ = e P =Ey+hw) % e P = By + hw (n) (4.3)
n=0 n

Diese Interpretation ist niitzlich aus verschiedenen Griinden:

e Sie gilt fiir kleine Schwingungen um die Ruhelage, die harmonischen Anregungen ent-
sprechen. Beispiel: Phononen, die um Gitterplatze schwingen, Magnonen: Spinwellen
um den ferromagnetischen Grundzustand, ganz allgemein bosonische Quasiteilchen
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(Ideale) Quantengase 93

e Quanten elementarer Wechselwirkungen wie zum Beispiel Photonen, die Quanten
elektromagnetischer Strahlung sind ebenfalls Bosonen. Sie haben einen ganzzahligen
Spin.

e Zusammengesetzte Boseteilchen, z.B. *He mit Spin 1 oder Natrium, Rubidium sind
ebenfalls Bosonen mit ganzzahligem Spin.

e Es gibt auch noch eine andere Klasse von Teilchen, die Fermionen, bei denen nur die
zwei Besetzungszahlen 0 oder 1 existieren. Deren Spin ist halbzahlig. Beispiele sind
elementare Teilchen wie Elektronen, Quarks oder zusammengesetzte Teilchen wie
Protonen, Neutronen oder gar 3He, welches eine ganz andere Thermodynamik hat
wie *He. Manche Anregungen in Vielteilchensystemen wie z.B. Locher im Festkorper
sind ebenfalls Fermionen

Tabelle 37.1. Uberblick iiber die wichtigsten elementaren Anregungen

Teilchen. Exp. | Theor. | Vorkommen

Fermionen

Elektronen (Schalen) 1869 | 1916 | Atomhiillen
Elektronen (Binder) 1934 | 1928 | Feste Korper

Loch (Bénder) 1900 | 1928 | Feste Kdrper
Elektron (Polaron) 1955 | 1933 | Ionenkristalle
Elektron (Energieliicke) | 1960 | 1957 | Supraleiter
3He-Atom 1958 | 1956 | Fliissiges 3He
Nukleon 1948 | 1959 | Atomkerne
Bosonen

Phonon (akustisch) 1912 | 1912 | Feste Korper
Phonon (optisch) 1897 | 1912 | Ionenkristalle
Phonon (0. Schall) 1965 | 1957 | FL 3He, Feste Korper
Phonon (1. Schall) 1939 | 1941 | Hell
Phonon (2. Schall) 1944 | J940 | HeIll
Phonon (2. Schall) 1963 | 1963 | Feste Korper
Roton 1957 | 1947 HeIll

Magnon (ferromagn.) 1934 | 1930 | Ferromagneten
Magnon (antiferrom.) | 1950 | 1936 | Antiferromagneien
Magnon (paramagn. 1.) | 1967 | 1958 | Paramagnet im Magnetfeld

Plasmon (long.) 1930 | 1953 | Metall, Halbleiter
Plasmon (transv.) 1913 | 1953 | Metall, Halbleiter

Helicon 1961 | 1961 | Metall, Halbl. im Magnetf.
Exciton, Polariton 1930 | 1936 | Halbleiter, Isolator
Elektronpaar 1961 | 1957 Supraleiter

Nukleonpaar 1958 | 1958 Manche Atomkerne

Ubersicht iiber verschiedene Teilchen

4.1 Teilchen-Ununterscheidbarkeit und Quantenstatistik

Betrachtet werde ein Hilbertraum H = (H;®)" von N Teilchen mit der Orthonormalbasis
{layn} = {la)1|a)s...|a)n}, wobei die a die Quantenzahlen des Einteilchenzustandes
sind. Zum Beispiel nimmt man fiir ein Elektron in einer Box seinen Wellenvektor k und
den Spin. Die Koordinaten des i-ten Teilchens r; und die Spinstellung o, = i% seien
zusammengefasst zu (i) = (r;,0;). Die Wellenfunktion des i-ten Teilchens einschlieBlich
Spinanteil im Zustand a lautet:
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94 4.1. TEILCHEN-UNUNTERSCHEIDBARKEIT UND QUANTENSTATISTIK

Vo(i) = (ila) = (rioila)
Sie werden abgekiirzt zu
W (i)
Zwei Teilchen haben also die Wellenfunktion

Vo (1,2) = Wo(1) Ve (2)

wenn das Teilchen 1 im Zustand a und Teilchen 2 im Zustand a' ist.
Der Teilchen-Austauschoperator E(1,) vertauscht beide Teilchen zwischen ihren Quanten-
zustanden a & a’:

E "l’a,a’(lv2) = wa,a’(2r1) (4-4)
und wegen E2¢a,a’(1'2) = Eldja,a’(zil) = wa,a’(va)
folgt: E*=1 (4.5)

Die Eigenwerte von E sind demnach +£1.

4.1.1 Das Pauli-Prinzip

Das Pauli-Prinzip wurde 1925 von Pauli gefunden und ist ableitbar aus der Quantenfeld-
theorie, welche von Dirac 1926 und von Pauli 1929 aufgestellt wurde:

Ununterscheidbare quantenmechanische Teilchen sind entweder Fermionen oder Bosonen
deren Vielteilchenwellenfunktion entweder: symmetrisch: Evy o(1,2) = +9Yq, o (1,2), Bo-
sonen (Spin ganzzahlig)

oder antisymmetrisch: Evy o(1,2) = —Yqa. o (1,2), Fermionen (Spin halbzahlig)

bei Vlertauschung zweier beliebiger Teilchen sind.

Jede MessgroBe kann nicht zwischen 1, o(1,2) und Ev, o(1,2) unterscheiden. Dies be-
deutet dass nur hermitesche Operatoren A messbar sind, welche die folgende Relation
erfiillen:

AElY) = E(AlY))

also miissen E und A kommutieren: [E,A] = 0.
Bemerkungen:

e Fiir Fermionen folgt, dass Pauli-Ausschluss-Prinzip fiir & = o’ (d.h. wenn beide
Teilchen im gleichen Quantenzustand sind):

wa,a(lv2) = _wa,a(112) =0 (46)

Die Wellenfunktion muss also ihr eigenes Negatives sein, dies geht nur wenn sie selbst
verschwindet.
Zwei Fermionen kénnen somit nicht den identischen Quantenzustand einnehmen.

e Zu den messbaren Vielteilchenoperatoren gehort also der Gesamtimpuls P = > p;

i
aber nicht der Impuls eines Teilchens p;. Da es einen Unterschied machen wiirde ob
man erst misst und dann zwei Teilchen vertauscht oder umgekehrt.
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e Die Vertauschung von Teilchen 2 und 3 ergibt wegen:
E23 = E12E13E12

kann der Teilchen-Austauschoperator als ein ungerades Produkt von Vertauschungen
geschrieben werden (man kann sich leicht davon iliberzeugen, dass das Produkt auf
der rechten Seite am Ende gerade die beiden Teilchen 2 und 3 vertauscht). Dar-
aus folgt, dass die (Anti-)Symmetrie der Vertauschung erhalten bleibt unter vielen
Vertauschungen. (Hadtte man ein gerades Produkt gefunden, so hatte man eine An-
tisymmetrie in eine Symmetrie umwandeln konnen.)

Beispiele:

Als Beispiel betrachten wir N Teilchen im Einteilchen-Zwei-Niveau-System:

Hi={leo)  le1)}

€4

€o
1 Teilchen, Zwei Niveaus

Fir zwei Teilchen haben wir verschiedene Moglichkeiten:
I: unterscheidbare Quantenteilchen ergeben 4 Zustande in

HQ = {¢60(1)¢80(2) , w80(1)¢61(2)' e }

€ ——3e - g

[ Wx— e e e

2 unterscheidbare Quantenteilchen haben 4 Zustande

[I: Fiir 2 Fermionen haben wir nur noch einen Zustand in

Ho = {% (e (L) (2) — wel(l)wso(zn}
e g\

4 ( }
R e ——*) b

2 Fermionen haben 1 Zustand

[11: 3 Bosonen liefern 3 Zustande in

1
Mo = {wso(l)wao(z) (D9 2), 5 (0 (2) + mnmz»}

95



96 4.1. TEILCHEN-UNUNTERSCHEIDBARKEIT UND QUANTENSTATISTIK

“
LY

e AT

—  —

2 Bosonen haben drei Zustande

Fiur N > 3 gibt es bei Fermionen keine weiteren Zustdnde, bei Bosonen hingegen
schon.

4.1.2 Besetzungszahlen n & GroBkanonische Gesamtheit

[A] Besetzungszahlen
Jeder Mikrozustand eines N-Teilchen Systems mit den Quantenzahlen a, die eindeutig
jedes Ein-(Quasi)-Teilchen Niveau bezeichnen, ist eindeutig durch das Set von Beset-
zungszahlen ng, also durch v = {n,} gegeben.
Dies kann anschaulich begriindet werden, da jede weitere Information erlauben wiirde, die
Teilchen zu unterscheiden.
Fiir Fermionen sind nur n, = 0,1, fiir Bosonen sind n, = 0,1,2, ... ,00 mdglich.
Die Gesamtzahl der Teilchen lautet also dann N = > n,.

a

Die Gesamtenergie ergibt sich somit zu E = >  nae, mit dem Energieeigenwert g, im

a
Niveau a. Dies ist eine Naherung, dass das N-Teilchen System mit den Niveaus a diago-
nalisierbar ist.
Mit diesem Wissen konnen wir den GroBkanonischen Dichteoperator

1
o(T.uX) = Ze AUt

in der Basis v = {n,} angeben. Beispielsweise gilt fiir einen speziellen Zustand, in welchem
nur das Niveau ag besetzt ist:

1
(0... .Nag,...00]0. .. Ny, ...0) = gefﬁ(sﬂof“)”‘lo (4.7)

d.h. alle Niveaus mit Ausnahme des ay Niveaus sind leer, dieses hat no, Teilchen. Die
Spur bekommt man nun durch Summierung uber alle moglichen Zustande, d.h. iiber alle
Zustdnde in denen das Niveau a; besetzt und alle anderen Niveaus leer (oder auch besetzt)
sind.

[B] GroBkanonische Zustandssumme
So dass die Zustandssumme und das GroBkanonische Potential Q lautet (wobei * falls
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Q= Q(T,u,V) zutrifft, gilt):

e PUTHX) — Z(T p, X) = ¢ AVPTH) (4.8)
— Spe AH—uN) (4.9)
-6 <Z’ Eqt At —1h ﬁa/>
= {natle \e [ {na}) (4.10)
{na}
= ) e PN (4.11)

fag . Nay Nay,---

Z e (5‘10 H ”ao Z e~ 8‘11*“')”011 . (4_12)

Nag, Nay

= Z(T.uX) H (Ze Blea~ W"a) (4.13)

wobei ng, = 0,1,2,...,00 fiir Bosonen
und ne = 0,1 fiir Fermionen
Bei Bosonen erhalten wir also lber die geometrische Reihe:

- 1
—B(e—p)n _ i
Ze =1 e BE flire > p

Bei Fermionen findet man:
Z e Ble—wn — 1 4 oBle—u)
n=0,1

Beide Falle lassen sich zusammenfassen zum Endergebnis (nach dem man noch den Lo-
garithmus gezogen hat um vom Produkt auf eine Summe zu kommen):

—BQ = 1InZ(T,u,X) :FZIn [1F e Pleam)] (4.14)

oberes Vorzeichen fiir Bosonen unteres fiir Fermionen.
Bemerkungen:

e Die Zustdnde {n,} werden oft abgekiirzt zu dem Index v:

dies ist identisch zum obigen Z, wobei:

E,=) cala & Ny=) nq
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98 4.1. TEILCHEN-UNUNTERSCHEIDBARKEIT UND QUANTENSTATISTIK

e In der kanonischen Gesamtheit sind nicht alle Besetzungszahlen unahangig, weil N =
> ng gelten muss. Damit folgt:
a

TNX Ze Bzalea/na/
{na}

{na}

Das Kronecker-Delta muss verwendet werden, dass die Bedingung N = > n, erfiillt
a

Ist.

Dieser Summation kann man durch den Schritt in die GroBkanonsiche Gesamtheit

entgehen. Diesen Schritt vollzieht man mit einer Laplace-Transformation:

Z(T,u,X) = Z eBEN Z (T N, X)

— Z e B(H—uN)

{na}

was einer unabhdngigen Summation entspricht, weil 3, oy = 1.

[C] Zustandsdichte

Haufig muss Z fiir ein Gas von (Quasi)-Teilchen im Volumen V ausgewertet werden. Dort
ist & — {k,a'} der Wellenvektor (& Spin) und a’ geben weitere Spin & Quantenzahlen
an. Dann ist:

1
Ya(i) = We’k Co

eine ebene Welle als Eigenfunktion zum Impuls fik; mit:

21
k = T(nx,ny,nz)

mit n; =0, £ 1, +2,... (fiir periodische Randbedingungen).
Unabhangig von der Form des Volumens folgt fiir eine beliebige Summe mit einer beliebigen

glatten Funktion F:
Z Flea) =11

I=> F(e) A3k > A%k F(ed) (4.15)

k,a k,a

mit A%k = (22)° folgt | — Gy | °kF(e) (*: Riemann-Integral) dem Volumen eines
k-Zustands und mit der Funktion & = E*(|k|), die typisch isotrop ist, die nach |k|
aufgeldst werden kann, d.h. k% = k* (E®'). Damit erhalten wir das Integral:

s e e e

ok

- / dED(E)F(E) (4.17)
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mit der Zustandsdichte D(E)

Zur Zustandsdichte:

S Flea) =Y / de® DY (e%) F(e®)

F sei eine glatte Funktion. D ist hier die Zustandsdichte

D (e) = X ‘;'(16) / (gff)g (4.18)

In unserem Beispiel ist a’ der Spin.

E) " =
L_‘i“
‘(&q!ﬁﬂ
V&) o N

Zustandsdichte

In drei Raumdimensionen haben wir fiir die Zustandsdichte mit ¢, = Q”T;kz:

3
47 2m\2 E . 2m

D(Ey = L. (2”)3 VE (4.19)

42 n

Allerdings muss man beachten, dass oft noch der Spin-Faktor (2s + 1) haufig in D(E)
hineingezogen wird.

4.1.3 Die Fermi-Dirac- & Bose-Einstein-Besetzungsfunktionen

[A] Mittelwerte der Besetzungszahlen
In der groBkanonischen Gesamtheit ist

0

|n efﬁ Za(ea*u)na
OB¢€a

f(ga) = <na> ==

na}

1 B(en—
— B 86 <Z|n Fe —B(ea— UI))) —1 - e_ﬁ(ga_#,) .e B(ea—i) (420)

Damit erhalten wir die Verteilungsfunktion:
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1
f(&‘a) - eB(ea—n) F1

Das Minus steht fiir die Bose-Verteilung, wahrend das Plus fiir die Fermi-Verteilung steht.
Diese heiBen Fermi-Dirac- oder Bose-Einstein-Besetzungsfunktionen;

flea) = e Blea—n)

(4.21)

heiBt klassiche oder Boltzmann-Besetzungsfunktion.

N\ BE £}F _l

¥D

- e W E m m

& :
' >
M

Vergleich Fermi-Dirac und Bose-Verteilung

[B] Thermodynamische GréBen
Mit Hilfe der Besetzungszahlfunktionen und der Zustandsdichten lassen sich alle thermo-
dynamischen GroBen idealer Quanten-Gase ausdriicken

N(T,u,X) = Z/ de® D(e%) - f (%)
und fiir die Energie gilt ebenfalls (in der Naherung, dass €, die Energieniveaus sind):

E(T.uX) =) _eaf(€a)

Damit lasst sich das groBkanonische Potential angeben mit

Q(T.u.X) = ThkaT Y In(1 + f(€q))

Eine andere nutzliche Formel fiir das Potential ist:

QT u,X) = :FkBTZ/ de D*(e%) - In(1 F e PE"=1)

aus der man mittels partieller Integration erhalt:

Q=>" (/ de® ds'D(ea)> f(e')

Das Integral liber die Zustandsdichte entspricht der Zahl der Zustande mit €' < €.
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[C] Grenzfall des klassischen Idealen Gases
An der Teilchenzahl (in drei Dimensionen mit dem Spin s) sieht man:

3
%4 2m\ 2 o0 1
N = (25 + 1)4—71_2 . (F) . /O de \/E —eﬁ(a—u):Fl

Diese fiihrt uns auf:

N h 3_N>\3_2(25+1) /Oodx VX
v \V2rmkeT ) VT U7 0 ex Pu 1

mit der thermischen Wellenlange Ar. Dies ist die Dichte-chemisches Potential-Beziehung
idealer quantenmechanischer Gase u(T,%). Aus klassischer Rechnung ist bekannt:

N

V>\3T <1

im klassischen Bereich. Also muss auch e P* > 1 gelten und damit:
N

V)é = (25 + 1) + ...

Der klassische Fall wird erhalten, wenn SA3 < 1, wir also wenige Teilchen in den Pha-
senraumelementen haben, also fast immer n, = 0 gilt und n, = 1 nur mit der geringen
Wahrscheinlichkeit e 8(ea~#) auftritt. Gleichzeitig wird dann:

1
eﬁ(ea*/l) T 1
Das groBkanonische Potential geht nun tber in:

_) e_ﬁ(aa _IJ')

d3k 25+ 1)V 2
QT.pw) — (25+1)VkBT-/ge5“-eﬁh;ff = (Sﬁ;m)-eﬁu-/di‘p e P(4.22)
Maxwell—Boltzmann
vV ebu

= (25+1) 57 5 (4.23)

Dies entspricht dem klassischen Ergebnis mit der Normierung +; .

Fiir ideale Quantengase kennen wir die folgenden Bestimmungsgleichungen (fiir chemi-
sches Potential, innere Energie und thermodynamisches Potential):

N(T,,LL,V):/dsD(e)f(e) (4.24)
E(T,,u,V):/desD(e)f(e) (4.25)
—% _ p(Top) = &/ de (/ de’D(e’)) 10 (4.26)
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102 4.2. FAST ENTARTETES FERMI-GAS

4.2 Fast Entartetes Fermi-Gas

Wir studieren in diesem Abschnitt die obigen Bestimmungsgleichungen fiir nicht-wechselwirkende
Fermionen fiir T = 0 (zur Vereinfachung sei 2s+1 = 2), d.h. es muss " vergessen” werden,
dass Elektronen geladen sind (damit die Wechselwirkungen abgeschalten ist).

[A] Entartetes (7T = 0) Fermi-Gas & Fermi-Energie
Fir T =0 (8 — oo) wird:

o o 1 e<er
f(e)=0(er—¢) = {O > e
zur Stufenfunktion bei e, wobei das chemische Potential bei T = 0 die Fermi-Energie ist,
d.h. e = p.
Man definiert auch

EF

Tr=— 4.27
F = (4.27)
als Fermi-Temperatur.
Damit kénnen wir f in die Bestimmungsgleichungen einsetzen und erhalten:
€F
N(T =0,r,V) = / de D(¢) (4.28)

p(T =0,er) = _Vl/EF de (/6 de’D(e’)) (4.29)

Dies kann man nun auf Elektronen in einer Box (mit Volumen V) anwenden. Mit der
bekannten Zustandsdichte D(e) von Elektronen im Festkdrper findet man:

Vo2m\*?
o€ = (57) v
N1 2m\*P2 5,
(4.31)
Also kann man die Fermi-Energie angeben:
h2 2N 2/3 P,2:

wobei pr der sogenannte Fermi-Impuls ist. Fiir diesen gilt also:

N 1/3
PrE = h <37r2v)

Bemerkungen:
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e Fiir Metalle (z.B. Kupfer) ergibt sich eine Fermi-Temperatur von T = 10* — 10°K
oder ef ~ 10eV weil ¥ ~1- A3,
Die Langenscala ist ahnlich wie beim Wasserstoffatom.
Damit folgt: Elektronen im Festkorper sind immer bei Temperaturen weit unter der
Fermi-Temperatur T < Tg, d.h. sie befinden sich immer im quantenmechanischen
Grenzfall und sind somit fast entartet.

beseloty Coshn g

> &
/l i

Fermi-Kugel im k-Raum bei T=0

Wahrend man klassisch aus dem Gleichverteilungssatz erwarten wirde,

1, 3 T50
dass der Impuls bei immer kleiner werdender Temperatur verschwindet, folgt hier auf

Grund des Pauli-Prinzips im Fall T = 0:

_ P
m S

Ur

Die Teilchen, die zu Transport und Fluktuationen beitragen (d.h. diejenigen Teilchen,
welche an der Fermi-Kante € = ¢¢ sitzen), haben somit einen hohen Impuls selbst
am absoluten Nullpunkt 7 = 0.

e Anregungen im System erfordern, dass um Elektronen von € < €f nach € > €f
anzuheben ein Elektron in € > €F generiert wird und in € < € ein Loch zuriick
bleibt.

Damit wird bei Anregung (bzw. T > 0) die Zahl der Elektronen (e -Niveaus) bei der
Fermi-Energie eine wichtige Rolle spielen.

[B] Sommerfeld’sche Niedertemperaturentwicklung

Diese Entwicklung kann getatigt werden, da die Temperaturen T < TF sind.
Bemerkung:

Wichtig fiir die Halbleiterphysik ist, dass

e Ble=) e > kT
fle) — {1 — Pl e — < —kgT

D.h. Elektronen und Locher werden fern vom chemischen Potential o durch die klassische
Boltzmann-Verteilung beschrieben.
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104 4.2. FAST ENTARTETES FERMI-GAS

=3

L.fe(»f‘(

2 —>\\\\\\

Fermi-Verteilung wird zur Boltzmann-Verteilung

Fir T < Tg wir die Verschmierung der Fermi-Stufe um u der Weite 2kgT wichtig. Fiir
glatte Funktionen F(g) besagt die Sommerfeld-Entwicklung:

/ deF(e)f(e) — /u deF(e) =

x=Be—u 1 / X'
x =l Mo r - [T (1 ) e ) @
s>u aZu
wobei im zweiten Summanden x’ = —x eingefiihrt wurde. Mit
1 ex 1 1

e +1 e +1 e*+1 e +1
folgt:

w5 [Tot (Fus 5 - Fw- )

Wie in Aufgabe 65 bereits berechnet fiihren wir nun eine Taylor-Entwicklung von F(u+ %)
um & durch und erhalten:

¥ = T (kTP F () + O(T)

Also gilt:

/ deF(e)f(e) — /M de F(e) + %2(/(87_)2/__,(“) +O0(TY (4.34)

Diese Entwicklung kann man nun in die zu Beginn dieses Paragraphen erwahnten Bestim-
mungsgleichungen einsetzen und erhalt damit mit der Definition von € bei T = 0:

/\/:/aF dsD(e):/deD(e)f(s) (4.35)

iiber die Sommerfeld-Entwicklung:

N = /M de D(g) + %Q(kBT)QD’(u) +0O(T%) (4.36)
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Weil: e
/ deF(e) = Fer) (i — er) + O(T*)

Weiter ergibt sich:

2 DI(EF)
—er = ——(kaT)? 4.37
12 F 6 ( B ) D(!—:[:) ( )
und fiir die mittlere Energie folgt:
H 2 3,
E=ET=0)+ / deeD(g) + —(kgT)? =—€D(¢) +O(TY)
er 6 O¢ o=
2
T
=FEo— E(kBT)2 (eeD'(er) — D(er) — € D' (efF)) (4.38)
Mit der Zustandsdichte an der Fermi-Energie D(ef) ist die mittlere Energie also:
2
E=E;+ F(kBT)?D(gF) (4.39)

Da die spezifische Warme C, eine wichtige GroBe ist (sie gibt uns Information iiber die
Energiefluktuationen oder dariiber wie die Niveaus besetzt werden konnen) wollen wir hier
diese noch berechnen:

0E w2
T = _—=—kiTD 4.4
Cv(T.u,V) aT 3 B (eF) (4.40)
Bemerkung:
Cv o (AE?) oder Cy ~ 2—5 ist durch die Niveaudichte bei e und die Breite der Fermi-

Dirac-Verteilung (= 2T) um &£ gegeben.

4.3 Bose-Gase & Bose-Einstein-Kondensation

In diesem Paragraphen sollen wieder die Bestimmungsgleichungen aus §4.2 behandelt wer-

; TP 1
den, allerdings fir f = —5—

4.3.1 chemisches Potential nicht-erhaltener Teilchen

Viele bosonische Anregungen oder Quasiteilchen konnen ohne Erhaltungsgesetz erzeugt
und vernichtet werden. D.h. es gibt chemische Reaktionen:

Atqy=A

mit:
A einer Wand (d.h. Hohlraumstrahler)
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106 4.3. BOSE-GASE & BOSE-EINSTEIN-KONDENSATION

7 einem Photon

und A" einer Wand mit Energieanregung

Das Massenwirkungsgesetz (s. Aufgabe 47), dass im thermischen Gleichgewicht die freie
Energie nicht zunimmt unter dieser Reaktion, liefert eine Relation der chemischen Poten-
tiale:

0=pa+ ity — pa (4.41)

dies gilt, da sich das chemische Potential der Wand nicht gedandert hat, da die Wand ja
nur Energie aufgenommen bzw. abgegeben hat. (ua = pa)

Wir haben also gesehen, dass fiir nicht-erhahltene Teilchen Spezies u = 0 gilt.

Die GroBkanonische Gesamtheit entspricht der kanonischen Gesamtheit:

F(TV)=E—-TS=—Vp(T)

4.3.2 Photonen

Photonen sind nicht erhalten (= © = 0) und haben die Dispersion:

e(k) = hclk| = cp (4.43)
sowie die Zustandsdichte
4T k()
dk
(VA

wobei der Faktor 2 aus der Polarisation kommt.

[A] Stefan-Boltzmann-Gesetz
Die freie Energie ist

F__ Vv 1 /°°d61€3 1 keTV kBT3/°°dX x3
w2 (hc)3 37 ePe—1 w23 h 0 3-(ex—1)

und weil

oY) T2k 4o
N L B . \/T4 _ T4
E(TV) = -T* o = e VT = 22 VT

mit der Stefan-Konstante

> w2k
60h3c?

(4.46)
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Wir sehen also, dass der Energiegehalt mit des Photonengases mit T4 skaliert. Gleichzeitig
gilt

F 1 E
P(T)=— ==
(7) vV 3V
was wir mit dem klassischen idealen Gas vergleichen kénnen, welches P(T) = 2 - £ auf-

welist.

[B] Das Plancksche Strahlungsgesetz
Aus der Beziehung

E(TV) /wd w3
0

v 72 R
folgt also die spektrale Energiedichte u(w), welche als Energiedichte pro Frequenz, oder
mit
definiert ist:

h w3

u(w) = gy R (4.47)
das sogenannte Planck-Gesetz. Daraus folgt die mittlere Besetzungszahl zur Frequenz w:
u(w)
= 4.48
(n(w)) = == (4.48)
und die gesamte Photonendichte ergibt sich somit aus
N o0 ke T\ > X2
= = d =(—) -/ d 4.4
T R e B (4.49)
—_—

~1,61

welches fur T — 0 gegen 0 geht. Um nun zum klassischen Grenzfall zu kommen, benotigen
wir die Naherung

N
ePH ~ VXO% <1

Hierbei ist allerdings die thermische Wellenlange:

hc
e
A = 1'6kBT
so dass qilt:
N

Photonen lassen sich also nie klassisch beschreiben, was kaum verwunderlich ist!
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4.3.3 Bose-Einstein-Kondensation

[A] Modell: ideales Gas (erhaltenen) Spin-0 Bosonen
Erhalten bedeutet hier u < 0. Nichtwechselwirkende bosonische Punktteilchen ohne Spin

mit einer Dispersionsrelation € = 2”72" und dem chemischen Potential u < 0, welches

notwendig ist, damit die geometrische Reihe in § 4.1.2 konvergiert. Die Zustandsdichte sei
Voo[(2m\?
m
De) = 10+ (33) - veole)

Wir haben also Teilchen in einer Box mit dem Volumen V und der Verteilungsfunktion

1

f(g) - eﬁ(e_ﬂ’) —1

[B] Kiihlen bei konstanter Teilchendichte Es muss gelten:

(2m)>
4m2h3

g: '/OOO de Ve - f(e) (4.50)

Daraus folgt u = ,LL(T,%). Um dies zu 16sen, bedienen wir uns einer grafischen Lésung:

Grafische Losung

Wir finden also nur fiir T > T,(n) eine sinnvolle Losung fiir Gleichung 4.50, die 4 < 0
erfiillt, denn bei Ty qilt uw(Tx(n),n) = 0. Wir erhalten:

3
N (2m)z [ VE mkg Ty \?
—~ —p= . = -2,61 451
v "7 anem /0 € B 1 omh : (4.51)
Mit der Einfuhrung der thermischen Wellenlange A+ = %h ergibt sich:
- 2,61
X
Fur T < T, gibt es keine Losung u < 0, die Gleichung 4.50 muss also falsch sein. Schief
.. 3
gegangen ist der Ubergang von diskreter Summe iiber die Zustande zum Integral V' [ (ST;

weil hier der Integrand zu stark divergiert. Fur beliebig glatte Funktionen gilt namlich:
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1
> Fex) - flex) = F(e =0) - e > Flex) - flex)
k ~———  k#0
No
mit der Besetzungszahl Ny des Energieniveaus € = 0, Ny = f(e = 0). Fiir 4 — 0 wachst
also Ny stark an. Taylorentwicklung ergibt uns die Abschatzung:

1 kT

Mg =17~ )

welches fiir 4 — 0 divergiert. Es liegt im Allgemeinen eine makroskopische Zahl von
Bosonen im Grundzustand mit der Energie € = 0 vor. Sei N; die Zahl der restlichen
Teilchen, dann ist

ke T ke T
N:N0+N1%ﬁ+§:f(s) — |B—|+/deD(e)f(s)
M %20 ke

Bemerkungen:

e Damit im thermodynamischen Grenzfall Ny oc V gilt, muss u — <= sein, also im

%
thermodynamischen Grenzfall verschwinden.

e Damit kann gezeigt werden, dass

— die kontinuierliche Integration in N; funktioniert

— in Njy kann u = 0 genahert werden

Im thermodynamischen Limes folgt also:

ks T v

M= 26l (4.52)
No Ny

Man sagt, dass Ny die Teilchenzahl im Kondensat ist und N; die Teilchenzahl in
angeregten Niveaus ist, was einer Normalkomponente entspricht.

Tragt man dieses Ergebnis liber der Temperatur auf mit

N, B 2 A\ T\2
N(T<TA)_1 261 IWT_l (Ar) -1 T (4.53)

so sieht man:
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A,
A
| 3
Ty
~ l-(.-,-l\
\ {‘fé"" o
‘ r
T ¥
A

Graph der Teilchenzahl im Kondensat

Ny ist hier der Ordnungsparameter.

[C] Der Phaseniibergang bei 7,(n)
Unterschiedliche Behandlung der beiden Falle ist notig:

o | >T5:

N 1 2 JX
V =N = / de D(g)f(f:) = )\—% . ﬁ/ dx —eX—ﬁﬂ(Tﬂ) 1

Aus dem groBkanonischen Potential erhalten wir hieraus w(7,n) und

keT 47 x>
P(T.n) = A3 . ?/ ax ex—Bu(T.n) _ 1

Ist eigentlich ganz einfach, die Integrale selbst sind allerdings technisch sehr schwierig.
o T < Ty

— Das Potential ist u = 0 fiir Ny, also

3
Nl 1 2 \/)_< T\2 No(T,n)
-2 VN _ah ) =5 (1=
vV A2 ﬁ/dxex—l g (TJ " ( N

— Der Beitrag von Ny oder vom Zustand € = 0 zum groBkanonischen Potential,
d.h. zum Druck P ist aufgrund von

 keT kT ke T
P = 7;In(1 +f(ex)) = =~ In(1+ No) + Tkgo
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Im thermodynamischen Limes geht der Anteil &In(l + %) also gegen &In Vv,

was fiur V. — oo gegen 0 geht. Damit sehen wir, dass nur die angeregten
Zustande zum groBkanonischen Potential beitragen. Also ist

keT 4 00 2 ke T
e [ i =134

P(T.n) = = wa
Tm="3"), Y1 ¥

(4.54)

Der Druck ist also unabhangig von n, P T3

YN

Druck

Auf diesem Graphen sieht man Phaseniibergange 1. Ordnung, das groBkanoni-
sche Potential ist zwar stetig, aber mit unstetiger 1. Ableitung

Die spezifische Warme folgt liber die allgemeine Beziehung fiir ideale Quantengase:

PV:/de (/O de’ D(e’)) f(e)

D(e) x Ve = %e D(e) = /6 de’ D(g)

mit der Zustandsdichte

und der Energie

E = / de D(e)f(e)-¢€
folgt die Beziehung:

2
PV = §E (4.55)
und die spezifische Warmekapazitat:
o 3 T\?
Cy = C\/(T < T)\,n) = a_T EIDV = 1,93NkB (ﬁ) (456)

111



4.3. BOSE-GASE & BOSE-EINSTEIN-KONDENSATION

112
oy (Jkg'K™Y
| |
o
y I
] I
[
i 1
| J \_J_’_‘_./
| =
] T T T Vet
1 T T (K)
Spezifische Warmekapazitat
Bemerkungen:

e | < T,: Entspricht dem Zwei-Fliissigkeiten-Modell. N; entspricht der normalen Pha-
se/Fliissigkeit, wahrend Ny der superfliissigen Phase entspricht, die nicht zum groB-

kanonischen Potential beitragt.

e Die Vernachlassigung der Wechselwirkungen der Teilchen ist eine Naherung und fihrt
dazu, dass in der Realitat der Druck doch dichteabhangig ist, auch andert sich die
Ordnung des Phaseniibergangs und die Form von ¢, (T)!

lf}l[a F)J*_Q._Eé?nozliaﬁxm e e

5.5 ldeal Bose gas with a fixed number of particles

Solid e

25 atm.

Gas

Olq 2
N m ‘{c«"

! N
2.18 3:4 T (K)

Phasendiagramm von Helium
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Bose-Einstein-Kondensat

3.5 Ideal Bose gas with a fixed number of particles

T!él:‘c = 09uk

Mayvwoll -Voulloaery

velocity distribution

Impulsverteilung im Rubidium-BEC
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b Systeme wechselwirkender Teilchen und
Phasenubergange

Die statistische Mechanik kann auch wechselwirkende Teilchen beschreiben. Im Folgenden
gehen wir von der klassischen Statistischen Mechanik aus.

5.1 Uberblick

[A] Thermodynamik

Das Maximalprinzip der Entropie ergab, dass im thermischen Gleichgewicht im gesam-
ten System T, P, u konstant ist. Fiir mehrere Phasen eines einkomponentigen Systems,
das heiBt S, N,V sind Variablen des isolierten Systems, gilt fiir die Phasen o und 8 im
Gleichgewicht:

T = TP
p* = PP
ps =

wobei die jeweilige Phase zum Beispiel durch ihre Zustandsgleichung P = P(T,%) gegeben
ist, welche thermodynamische Stabilitatsbedingungen erfiillen miissen:

oE 1 ,

0<C(T,...) = T ~ kT2 (ANE?)
1oV 1 ,
0<KT = =V 3P = gt AV

Der thermodynamische Limes ergab nach Gibbs-Duhem fiir das einkomponentige Sys-
tem:

p = (T, P)

Zur Beschreibung bietet sich die Gesamtheit bei durch Warmebad gegebener Temperatur
und gegebenen Druck an. Dies ist die freie Enthalpie G(T, P, N), fiir die gilt:

G(T,P,N)=E TS+ PV =puN

Damit ist also in unserem Fall

G(T.P.N) =N - u(T, P) (5.1)
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116 5.1. UBERBLICK

Die Gibbs'sche Fundamentalform ist

dG = -SdT +V dP + u dN

Definition: Phaseniibergdnge sind Parameterwerte (T, P), wo das thermodynamische Po-
tential (und damit die Zustandssumme) nicht glatt variiert, wenn

aG/N ou
o ~ T oar
oG/N  ou
p ~ VTP

(analytisch, in beliebiger Ordnung stetig differenzierbar) und s = 2 der Entropiedichte und
v = % dem Volumen pro Teilchen konnen wir definieren:

i) bei einem Phaseniibergang 1. Ordnung ist & oder 25 unstetig
&7 P

s G A
[ Privey
&, flossy
/
i >
B.(r) P T (P)

und fiir die Steigung der Koexistenzlinie Py (T') folgt die Clausius-Clapeyron-Gleichung.

pH(PT) = WP(PT)

—s*dT +v®¥ dPx = —sP dTx + vP dPx
dP P — s A
Ko — o9 (5.2)
dTx VB —ve  TAv

wobei Aq die latente Warme ist, die notig ist um die Phase a in die Phase B umzu-
wandeln. Dichteanderungen Ag und Av sind leicht messbar.

(ii) bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung sind die ersten Ableitungen stetig. Wegen

Stetigkeit von 22 tritt keine latente Warme auf. Wegen Stetigkeit von 9% und $5:

Sa(PK,TK) = Sﬁ(PK,TK)
Va(lDK,TK) = Vﬁ(PK,TK)

sind beide Phasen gleich am Phaseniibergang 2t¢" Ordnung.
Aus den beiden Bedingungen fur Tx = fest

u*(Pu(Tr), Tk) = WP (Px(Tk), Tk) Koexistenz
ou®

5T = S (Pe(Tk), Ti) = P (Px(Tk),Tk) keine latente Wirme
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folgt, dass der Phaseniibergang 2t¢" Ordnung nur auf isolierten Punkten

7—k - 7—kr
auftreten kann.
Bemerkungen:
- 82G /N 82G/N - -
e 2. Ableitung =575~ oder =557 ist unstetig

e Phaseniibergang 2" Ordnung auBern sich im Divergieren der thermodynami-
schen Ableitungen (siehe [D])

e Bezeichung: , kontinuierlicher” Phaseniibergang

[B] Anwendung auf das Phasendiagramm einer einfachen Substanz
Soll bedeuten E,N,V sind unsere externen Variablen

Man sieht auf dem Phasendiagramm die Koexistenzlinien, z.B. die Fest-Flussig-Linie, fir
die die Beziehung gilt:

p s (T, P) = u(T.P)
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aus der man Px(T) fiir den Fest-Fliissig-Ubergang herleiten kann.

Tripailinie
Test -gaatérmig

Yy —

{c)

Abb. 8.28. CO;: (a) Zustandsfliche P = P(V,T) fiir eine Substanz, die sich

beim Gefrieren zusammenzieht. Isotherme durchgezogen, Isobare gestrichelt. (b)
F:—T-Diaqmm (Phasendiagramm). Hier sind Zahlenwerte fiir CO; eingetragen,
die Skala ist jedoch nicht mafistéblich. (¢) P-V-Diagramm. "

Auf dem Bild (b) erkennt man, dass sich die Koexistenzlinien sich in einem Punkt schneiden,
dem sogenannten Tripelpunkt, wo die Zustandsgleichung der drei Phasen P* = P*(T,n) =
P! = P erfiillen. Dann erkennt man auf dem Bild (c) den kritischen Punkt, an dem die
Fliissig-Gasformig-Linie aus Bild (b) endet. Ty, ist also ein Ubergangspunkt 2. Ordnung,
an dem der Unterschied zwischen zwei Phasen verschwindet. Die sogenannte Van-der-
Waals-Gleichung ist ein Modell welches gas und flussigkeitsartige Zustandsgleichungen
enthadlt.

Ein Beispiel fiir ein komplizierteres Phasendiagramm ist das von Wasser:
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8000 p
Eis V1
6000 | _
EisV
4000 k fliissiges Wasser A
[N
S Eis
R 11 Eis III
2000
Eis I kritischer
218 ===~~~ ---- Punkt
2
|
I
Eis I fliissiges !
1 Wasser !
] R R A Dampf 4
: :
|
| | :
: ! :
P b !
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Abbildung 1.19: Phasendiagramm von Wasser mit verschiedenen festen Phasen (aus Referenz [1]). Bei
2 bar dndert sich die Skala!

[C] Die Maxwell-Konstruktion

Zur Bestimmung der Koexistenzdichten n® und nf (wobei n' = 1/v') zweier Phasen im
thermischen Gleichgewicht, d.h. also wenn gilt

pH(Tve) = pP(T V)

und natiirlich auch

ue (T v™) = PP (T vP)

betrachtet man die freie Energiedichte f(T,v) = ZVY ynd erhilt:
b Oy _ 9f(T.v)
oL ov
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Grafisch dargestellt sieht das ganze folgendermaBen aus:

fon,

i v

Und wir sehen, dass die Steigung von f(v) an v® und vP gleich ist. Die Gleichheit u® = u?
entspricht der Legendre-Transformation

G
N:/,L:f—l-PV

Damit kdnnen wir aufldsen:

f(v®) 4+ Pv® = f(VP) + PVP

und wir erhalten das Ergebnis:

f(VP) — F(v¥) = =P(VP — v%) (5.3)
Dies fuhrt zur Maxwellschen Tangentenkonstruktion:

V) = F(v")

a B — o . — v
fv¥<v< VP T) = f(v¥)+ v (v —v%)
o VP —v v —v®

= f(v®)- e + F(VP). s (5.4)

dies nennt man auch die “lever rule”

Bemerkung:

e Die drei Abschnitte der Van-der-Waals freien Energie im Koexistenzbereich A, B und
C sind im thermischen Gleichgewicht unzuganglich
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e B verletzt mit kT < 0 thermodynamische Stabilitatskriterien

e A entspricht einer iiberhitzten Fliissigkeit, C einem unterkiihlten Gas. Beides sind nur
metastabile Zustande.

[D] Kritische Punkte und kritische Fluktuationen

Allgemein spricht man von kontinuierlichen Phaseniibergangen, d.h wo % stetig und stetig
differenzierbar ist. Sie sind gekennzeichnet dadurch, dass die 2 Phasen ununterscheid-
bar werden. Dies bedeutet fiir eine einfache Substanz, dass am kontinuierlichen Pha-
seniibergangspunkt die beiden Variablen P und T nicht nach s oder v aufgelost werden
konnen. Die Funktionaldeterminante J verschwindet also:

_ 8T)v _ 6P)V

s 8s o(TP
0 = det = (TP) =:J (5.5)
or ) op) 9(—sv)
v /s dv/s S~
Matrix der Ableitungen
Um nun P(s,v) und T(s,v) nach v(T,P) und s(T,P) aufzuldsen, haben wir:
Fiir die inverse Jakobi-Matrix gilt also
1 _ é) ﬂ) G_P) 8_P)
A(—sv) B (8(TP)> B or/p aT/P) 1 ov/s ds v
a(TP) — \9(-sv) -\ os)  ov) 4\ or) 1)
orPJ)T OPJ)T ov/s 0s/v
(i)Q 2.0
aT aT oP G
= N (5.6)

dass 2™ Ableitungen des Gibbs'schen Potentials (hier freie Enthalpie) divergieren miissen
(weil J — 0). Eine dquivalente Definition (zu agaGT/N unstetig) eines kontinuierlichen Pha-
senubergangs ist also:

Definition: kontinuierlicher Phaseniibergang (kritischer Punkt)

(gewisse) thermodynamische Ableitungen divergieren; z.B. am gas-fliissig kritischen Punkt

_ _LOV(RTN) _ L1ov(PT) 10T\ _ 1 1 (5.7)
TV T v P T T ves), T vielo |

Der letzte Term ist proportional zu % und %, was endlich bleibt fiir T — Ty, s, z.B. wird

€s % im Van-Der-Waals-Modell. also
KT — 00 furT — Tyr

e Die Definition eines kontinuierlichen Phaseniiberganges ldsst sich somit iiber die Di-
vergenz der Funktionaldeterminante der zweiten Ableitungen (oder auch thermo-
dynamischen Suszeptibilitaten) durchfiihren. Am kontinuierlichen Phaseniibergang
reagiert das System sehr sensibel auf kleine Storungen.
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e K1 — oo fiir T — Ty, bedeutet, dass die Dichtefluktuationen do(r) = o(r) — (o(r))
bei T — T4+ stark anwachsen, weil

I ST T Y- W S 3, 3. /
KT = oS (ON°) = T2V /d rd>r (do(r)do(r'))
1

= [ @ eseo) = - [ @) D+ e o

Die thermodynamischen Ableitungen sind also iiber ein Fluktuationsdissipationstheo-
rem mit den Teilchenfluktuationen verbunden. Sie divergieren fiir T — Ty, ;¢, weil g(r)
nicht schnell genug auf 1 abfallt, also die Korrelationen langreichweitig werden:

/ d&*r (g(r) —1) =

Wird die Korrelationslange verwendet, um das Integral dimensionslos zu machen, so
gilt:

, 1
/<,T—/<,¥’G:k8—7_- d3rG<g>—1

w-5()

idG. £ 3 ¢ 3
KT — kT :/(B_T de(X)—lsz—Tf

wobei man E% als Dichte von fluktuierenden Regionen der GroBe & betrachten kann,

um mit dem k¥ = i zu vergleichen.

mit dem Skalengesetz

folgt also

e Bedeutet kT — o0 also, dass die Korrelationslange & — oo divergiert, so sind Regio-
nen korreliert, die beliebig weit entfernt sind. Es bilden sich also groBer und groBer
werdende fluktuierende Dichte-Regionen, was sich bildenden Blasen und Tropfchen
entspricht. Die zugehorigen Strukturfaktoren sind damit:

S, = 1+n-/ d*r e’ (g(r)—1) = 1+n£3-/ d3x e @(6).(G(¢)—=1) = 1+n¢5(q¢)

Am kritischen Punkt tritt aso eine sehr starke Lichtstreuung auf (kritische Opales-
zenz)

Weitere Bemerkungen:

e Die Divergenz von £ ist der Grund dafiir, dass kontinuierliche Phaseniibergange ver-
standen sind.

o Weil £ viel groBer als die molekularen Langenskalen (=a) ist, konnen vergrdberte
Beschreibungen verwendet werden, in die nur die Eigenschaften von vielen Teilchen
im Volumen V_,.,se €ingehen. Dabei muss gelten:
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2> < Veoarse < &3

Das fiihrt uns sogar auf ein allgemeines Prinzip, dass wichtige Eigenschaften und
Phanomene an kritischen Punkten universell sind und nur von Symmetrien und ande-
ren ganz allgemeinen Daten wie der Raumdimension abhangen, was man heutzutage
versteht und, was einfache Modelle ermoglicht, die die Physik der vergroberten Be-
schreibung richtig machen, obwohl sie molekular vollig falsch sind.

5.2 Exkurs: Strukturfunktionen

[A] Modell und Konfigurationsraum

Wir betrachten ein klassischen System von N Punktteilchen mit dem Wechselwirkungspo-
tential U, so dass die Hamiltonfunktion

N

H({rhgp}) = HF ™) = >° 20 1 U({r)

i=1

translationsinvariant/homogen als Annahme ist, d.h. mit a als beliebige Verschiebung des
Koordinatenursprungs

U{r+a}) = U({r})
well nur Teilchenabstande
i — rj|

in U auftreten.

In der kanonischen Gesamtheit bei T = -

v mit der freien Energie

1 _ rl7 n
F(T.V.N)=—kgT InZ(T,V,N) = —kgT In (W / dVr dVp e BHU" P ))

Da die Impulse klassisch immer nach Maxwell-Boltzmann verteilt sind, kdnnen wir sie
ausintegrieren. Dies liefert uns die thermische Wellenlange

h
V2mmkgT

wobei A3" < 1 sein soll, wenn man klassische Physik betreiben mochte.

Ar =

1 — r
F(T.NV) = —kgT In (W-/d’vre pUd D) (5.8)
AT

Bis auf den Vorfaktor A;3’V ist in der klassischen Physik alles durch e #Y festgelegt. Zum
Beispiel ist der Druck eindeutig gegeben durch:

_OF(T.NYV) 0 N. _BU
P_T_kBTWm/d re

und ist unabhangig von der Teilchenmasse m.
Fiir das ideale Gas (U = 0) folgt also:
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_ : 1 Ve \V

iG _ iG _ N\
mit der Eulerzahl e.
Die letzte Umformung wurde nach Stirling (N! = (£)V) durchgefiihrt. Nun ldsst sich fiir
U # 0 die freie Energie schreiben als:

, 1 . :
F=FC%—kgTln (W : / d"r e5U> = F'6 4 Fkontis (5.10)
Dieses Integral wird im Konfigurationsraum ausgefiihrt und das zugehorige F nennt man
deshalb auch Konfigurationsanteil. Analog ist die Zustandssumme

_ _ . 1 Z
7 = ZIG . Zkonflg mit Zkonflg(T’ N,V) — W . dNr e—ﬁU — V_%
Dies erlaubt uns, e PY als nichtnormierte Wahrscheinlichkeitsdichte anzunehmen. Da-
durch ist namlich die Wahrscheinlichkeit gegeben, dass das System im Volumenelement

dVr = H,N dr; um den Ort {r;} vorliegt. Die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte lautet:

1 1 )
P({I’}) = Zkonfig We Uty (511)
abgekurzt
1
U _ —BU
P = ﬁe
somit

P({r})d"r = P({r}) _H dr,

ist die Wahrscheinlichkeit, dass System im Konfigurationsvolumenelement d”r im Konfi-
gurationspunkt {r} = {ry,rs, ..., ry} ist.

Somit haben wir die Wahrscheinlichkeitsdichte normiert und gefunden, um mit ihr wei-
terarbeiten zu kdnnen mit dem Ziel F°"i9 zu berechnen.

[B] Reduzierte Wahrscheinlichkeitsdichten im Konfigurationsraum

Ausintegration aller Teilchen bis auf wenige (ein oder zwei), die festgehalten werden. Das
liefert uns die reduzierten Wahrscheinlichkeitsdichten.

e Halten wir zuerst ein Teilchen fest, d.h. r; = r, dann ist

N
nD(r) = Z0 / dr3 dr3 ... dry, ePY
—_—

N—1
d r ri=r
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die mittlere Teilchendichte am Ort r.

Also alle Teilchen auBer dem ersten werden ausintegriert. Prinzipiell ist es eigentlich

vollkommen egal, ob man jetzt nun das 1. Teilchen oder ein beliebiges Teilchen

festhalt. Daher riihrt der Faktor N, da jedes beliebige Teilchen am Ort r sein konnte.
[d¥reBV [ d¥ro(r —r)ePY

Q(l)(r):/\/.T_N >0

= N/ dVrd(ry —)PY = NG (r — 1))y

mit der mikroskopischen Teilchendichte (fluktuierende Zufallsvariable)

N
o(r) =) 6(r—r)

i=1

well alle Teilchen aquivalent sind, gilt also

n(r) = {e(r))u

dies war der erste Schritt, um zu Fluktuationen zu kommen brauchen wir noch den
zweiten Schritt.

Im homogenen System gilt erstaunlicherweise fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte:

N
W)= = =
o=y =n
Der Beweis dazu erfolgt mit der Aufgabe 66, weil U translationsinvariant und nur

von r; — r; abhdngt.

e Wir wollen nun zwei Teilchen festhalten, das Erste am Ort r und das Zweite am Ort
r,dhr=r&r=r.

[ d"2r BV

@Dy =N-(N-1)-

Die Argumentation geht genau wie beim Einteilchenfall, der Vorfaktor (N — 1) riihrt
daher, dass es prinzipiell egal ist, ob das Zweite Teilchen nun Nummer 2 oder Nummer
192 ist. Im homogenen System gilt nun wieder:

N(N

-1
n@(rr) = NN = 1) / d®rs ... d°ry e7PYUD)
U %,—/

Z
d" ri=r, ro=r'
da System homogen uns isotrop gilt:
n(rr)=n(r—r|,0) =n"“(r—r
Brr) = n?(r —r',0) = nP(Ir - r'))
Beweis: (mit Naherung N — 1~ N)
/\/2

n@(r+ar —a)= —/ d"=2p e PYUD
Zy

ri=r4a;ro=r'4+a
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126

dann Verschiebung des Koordinatenursprungs¥ =r;+aVvVi=1,..., N

/\/2

_ NT [ gn—2p UG
7, r

ri=r-+a;rp=r'+a

mit Erklarung/weil U({r — a}) = U({r}) folgt
n@(r+ar —a)=n?(rr)
da U translationsinvariant. Damit folgt
n@rr) =n?(r—r))

Der Beweis dazu geht mit der Drehung des Koordinatensystems.

Satz: .
d’r 1
/ — (2) N A3
g(r.xr) % nNn (r,t')d’r

ist die Wahrscheinlichkeit, dass in d*r am Ort r sich ein Teilchen befindet, gegeben,
dass am Ort r' ein anderes Teilchen sitz, unabhangig davon, wo all die anderen
Teilchen sind. g(r,r') heiBt Paarverteilungsfunktion.

Im homogenen, isotropen Fall gilt:

1
g(r¥) =g(Ir =) = D (jr =)
wobei g(r) , radiale Paarverteilungsfunktion® heift.

Beweis: n® ist nach Definition proportional zu einer marginalen Wahrscheinlich-
keitsdichte = g o< n(® >0

N(N —1
g(r,rl) — ( ) / dN—Zre—ﬁU

2
Nog V N-2. —BU
— d re

n2zvY

zu

ri=r;ro=r ri=r;ro=r’

und Normierung

1 4
/d3rvg(r,r’) =y / drd’rs. .. drye Y

weil U nur Funktion der Abstande |r; — rj|

1
:ﬁ/dNre‘BU:ldaV:/d3r2

damit folgt die Behauptung.

ro=r'

g(r,r') ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit.

Mit g(r,r') verstehen wir die intrinsische Struktur kondensierter Materie oder von
Gasen.
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Bemerkungen:

e Es gilt auch
g(r r’) = —N2— dNr6(r —r )6(r’ —r )e U — V2(6(r -r )5(I" —-r )>

e mit der mikroskopischen Dichte p(r) gilt also

g(r,r'>=%< > 6(r—r,->6(r'—rj>>

ij=1;i#j
AL
=— <Z o(r—r)o(r — r1)>
j=2
dag=g(r—r)

_ %/ d3l’” <Zé(r ¢ — I’J')(S(I’I ¢ — r1)>

mitr'=r —n

S|

<Z o(r—r' —(rj— rl))>

mit r — r' als dem Abstandsvektor und r; — r; dem Abstand des j-ten Teilchen vom
Teilchen 1.

e ng(r) ist die mittlere Dichte bei r gegeben, dass am Ursprung ein anderes Teilchen
sitzt (g ist eine bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte)

o fiir groBe Abstdnde gilt (£: Korrelationsldange)

g(lr—r|>¢§) = % <Z<5(r - r,-)> <Z<5(r’ - I‘j)> =1

da die Teilchen / und j unabhangig werden, da / bei r und j bei ¥ sein muss.
e im klassischen idealen Gas gilt g(r) =1

[C] Dichtekorrelationsfunktion

Die Dichtekorrelationsfunktion

Sn(r.r') = (do(r)do(r'))

im homogenen, isotropen Fall

Sn(lr—r)
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ist mit g(r) verkniipft
Satz:
Sw(r) = né(r) +n*(g(r) — 1)

mit §(r) als der Selbstkorrelation (einziger Beitrag im idealen Gas) und g(r) als dem Inter-
molekularen Korrelationsanteil (g(r) # 1 wegen Teilchenwechselwirkung und Korrelation).
Beweis:

Sn(r) =S(r—0) = <Z 8(r —1)d(0 — rj)> -1

i=1 (o)

(0(1)a(0))

wegen Homogenitdt gilt (o(r)e(0)) = & [ d°r'{o(r + ¥)o(r'))

= é/ d*r <Z S(r+r —r)o(r — rj)> —n?

ij=1
N N
1 3. / ! 1 3. ! / ! 2
— v/d r <Zé(r+r —r)o(r —r,-)>+v/d r <Z .6(r+r —r)o(r —rj)> —n
i=1 ij=1;i#j
mitr =,
1 N 1 N
o i 2
=5 <Z_6(r>> +y <Z a(r (1 - rj>)> -
N ! _ N !J
N6(r) Nr?gr(r)
= né(r) + n*(g(r) — 1) O
Bemerkung:

Wegen g(r — o) — 1 folgt

Su(rr) "2 (5o(n) (Go(r)) = 0

wie erwartet. Die Korrelationen zuerfallen fiir groBe Abstande <+ Grundlage, unabhangige
Subvolumina anzunehmen

[D] Strukturfaktor & Streuung

jeairmfe

ele ( f(u}{/._,e’&)
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In geeigneten Situationen (1'* Bornsche Naherung, Punktteilchen, elastische Streuung) ist
Intensitat gestreuter Wellen im thermischen Gleichgewicht
2>

1 <L 1
st (o) - 1

ij=1

N
Z eiqrj
J=1

mit 5(q) dem Strukturfaktor; 5(q) > 0 offensichtlich

Behauptung: Es gilt

& n 2 g ' ! om.,isotr i
S5(q) = |n(;|/)| + N(;\]/ a) n L NG o+ 1+ n/ d*re'(g(r) — 1)
Beweis:
N N
N - §(q) — <Z eiq(r,rj)> — / d3r 43/ eialr—r") . <Z S(r—r)d(r — rj)>
ij=1 iij

[ Era e (emita(e)) + Gense))
—li@P + [ Erdren sy (er)

mit homogen /isotrop folgt

n(r) = nund Sy(r,r') = Sy(lr —r'|)

nun r =r —r, damit folgt

NS(q) =V - n2/ d*rel + V/ d*re (nd(r) + n*(g(r) — 1))

damit folgt
5(q) = Niogo+ 1+ n/ d®re’" (g(r) — 1)
—_—
%0
Bemerkungen:

e Streuung traditionell wichtigste Methode, um Korrelationsfunktion zu messen

e in Gasen/Fliissigkeiten ist 5(q) im wesentlichen Fourier-Transformation der Paarver-
teilungsfunktion (minus 1), d.h. der Dichtefluktuationsfunktion. Im idealen Gas gilt
S(q) - Néveq’o _I_ ].

e Streuung in Vorwartsrichtung q = 0, wo konstruktive Interferenz auftritt, hat 5 oc N,
Streuung ungeordneter Teilchen S oc N°

e im Kristall, bei langreichweitiger Ordnung tritt konstruktive Interferenz (§ x N) an
Gittervektoren G des reziproken Gitters auf, Bragg-Streuung
reales Gitter: alle Vektoren L mit n(r) = {(o(r)) = n(r + L)
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reziprokes Gitter: alle Vektoren G mit et =1

damit folgt
n(r) = no <1 + Z nGe’G'“>

mit den Debye-Waller Faktoren ng; Ordnungsparamter des Kristalls (ng = 0 dann
kein Kristall)

S(q) = NZ 1nG|?6q.6 + O(N° , diffuser Hintergrund*)
G

|ng|? ist die Grundlage der z.B. Rdontgenstrukturanalyse der Kristalle

[E] Kompressibilitits Zustandsgleichung

Satz: In homogen /isotropen Systemen gilt

A~

Beweis:
k7= kB71‘n2 / d*rSu(r) = kB71-n2 / d®r(nd(r) + n*(g(r) — 1))
= nkiT§(q — 0+) kontinuierlicher Anteil des Strukturfaktors
Bemerkungen:

e Deswegen kann 5(q)/ksT als Wellenvektor/-Langen-abhingig verallgemeinerte Kom-
pressibilitat interpretiert werden

e aus
o — C1OV(PT.N) « 10n(PT) w (naP(T,n))l
vV oP n OP on
mit *: Gibbs-Duhem, **: P(T,n) bestimmbar
folgt
oP(T.n) 1 ks T
on  nkr(n)  S(q— 0+ ,nT)

ein Zugang, die Zustandsgleichung P = P(T,n) durch Streuung zu bestimmen.

° §(q — 0,7 = Ty,) — 0o v, kritische Opaleszenz*

[F] Satz zur reversiblen Arbeit

w0 = g
— @ P < 00
:_ S
e , —l
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Die Arbeit W(r,T,N,V), zwei Teilchen quasistatisch von unendlich in den Abstand r zu
bringen, ist
W(r, T,N,V)=—kgT Ing(r)

mit g(r) als der radialen Paarverteilungsfunktion (homogen,isotrop)

Beweis: (iber Aufintegration der mittleren Kraft

(~-utm)

Potential U enthalt WW zwischen allen, inklusive 1 & 2, Teilchen

. ]_ N—2 6U —BU
_ZU(N—Q)/d r( or,

Mittelung iiber N — 2 anderen fluktuierender Teilchen (=~ Bad) (auch in ZY)

ri=r';ro=r"=r'—r

ri=r";ro=r"

1B e

ﬁ f dNizre_ﬁulrl:r’ ro=r"

0
—1In / dN=2pe=PY
arl ri=r':ro=r"

eine 0 dazuaddiert/weil 2~ In v =0
10 [a v A
“pon " {a—rlzum f e

ri=r’;ro=r"

|+~

ZU(N) —

ri=r’; rg—r’r}
g

Definition von g(r)

10
:Eé_rllng(r)

Der Gradient von In g(r) ergibt die mittlere Kraft gemittelt iiber alle Teilchen. Damit folgt

o= | (%)

e W(r) heiBt auch , Potential der mittleren Kraft"

= —BW(r,T,V,N)

I’QZO

Bemerkungen:

e Da Arbeit quasistatisch bei festem N, T,V verlief, folgt
W(r)=AF(r,N,T,V)
Anderung der freien Energie beim Einbringen von zwei Teilchen, damit folgt

W(r)=F(r,NT,V)— F(oo,N,T,V)
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es gilt
AF(rNT.V) = —ksT In {(V25(r — r1)6(r2)) }

= —kgT In {<% gé(r —(r; — rl))>}

Dies ist die Formel fiir die reversible Arbeit

mit der Defintion von g(r)

e Konzept der reversiblen Arbeit bei Anderung von Parametern in Potentieller Energie,
um AF zu berechnen

5.3 Perturbative Naherungsverfahren

Um Gibbs’sches Potential von wechselwirkenden Teilchen zu bestimmen geniigt bei niede-
ren Dichten/hohen Temperaturen oft eine Storungstheorie

5.3.1 Virial-Entwicklung

verwende Potential der mittleren Arbeit W
dieses Potential kann in Teilchendichte n entwickelt werden, dies gibt
W (r, T,NV) =3 u(r)
mit U(r) als dem wirklichen Paarpotential zwischen Teilchen 1 & 2, fiir das totale Potential
gilt
N

1
U=5 > ullri—n)
i i#f
damit folgt
OP(T,
5% =1+ n/ d®r (e P — 1) + O(n?)

=1+2nBy(T) + O(n?)

und damit

P(T.n) = ksTn(1 + nBy(T) + O(n?))

Virialentwickling mit zweitem Virialkoeffizienten B,(T) (was einer Taylorentwicklung in der
Dichte entspricht)

Sie ist eine allgemein giiltige (unabhangig von u(r)) Niederdichte-Entwicklung, sofern
B, < oo ist, das obige Integral also konvergiert. Dies ist zum Beispiel nicht der Fall
bei geladenen Systemen, bei denen krumme Potenzen von n auftauchen. Ausgeschrieben
sieht der Virialkoeffizient namlich so aus:

1
By(T) = —5/ d®r (e P — 1)

mit dem Paar-WW-Potential u(r)
Bemerkungen:
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Systeme wechselwirkender Teilchen und Phasentibergange 133

e Abschatzung von B, aus molekularem Eigenvolumen (GroBe Radius o/2) und At-
traktion ua(r)

b etin
| [ 4 I}. /_\
: > S ' >
\ ~ g T 2
i - —
1 4
B, == _7ra3 __9

=:b
wobei b der Beitrag zur Repulsion ist und a der Beitrag, der von den Attraktionen

kommt: kaT 00 1 o
5= B d3r (e—6UA(r) _ 1) ~~ _—/ d3/’(—UA(f))
2 /s 2 Jo

Uber der Temperatur aufgetragen sieht das Ganze dann so aus:

L 4

P Lt

//
e Damit folgt fiir den Konfigurationsanteil der freien Energie:

aFkonf
oV

Beriicksichtigen wir nun noch den Anteil des idealen Gases:

= —kgT Byn* + O(n?)

F(TV,N) = ksTN-< Innx3 —1+B5(T)n+ O(n?) (5.12)
~———
id. Gas
e Ad-hoc Annahme (Van der Waals)

1
1— bn

bn= —In(1—bn)=In
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134 5.4. SELBSTKONSISTENTE VARIATIONSVERFAHREN

d.h. molekulares Eigenvolumen fiihrt zur Divergenz des Druckes bei bn — 1, damit
folgt Van der Waals Zustandsgleichung

nx3 an
FYW = kgTN{In —L—~—1— —
B {n(l—bn) kBT}

welche eine giiltige Naherung auch fiir groBere n, aber eine Molekularfeldnaherung
ist. Die Annahme dahinter ist, dass der Druck fiir groBer werdendes n anwachst.

5.4 Selbstkonsistente Variationsverfahren

5.4.1 Molekularfeld-Theorie (MFT)
[A] Gibbs-Bogoliubov-Feynman Ungleichung

Um zwischen verschiedenen Phasen die thermisch stabilen auswahlen zu konnen, verwen-
den wir das Minimalitatsprinzip der Freien Energie (siehe § 2.2.5) mit dem Dichteoperator
im thermischen Gleichgewicht g im Vergleich zu anderen , freien Energien” von Nicht-
gleichgewichtszustanden:
Schema:

Flol < F'le] = Sp{d(H+ ksTIng)} = (H) = TS'[(]

o ist also der Dichteoperator im thermischen Gleichgewicht, F = —kgT In Z. Das ¢’ gehort
nicht zu einem thermischen Gleichgewicht und ist im Grunde genommen vollig beliebig,
wenn es nur normiert (Spg’ = 1) ist und zu den selben N,V gehort. H ist die Hamilton-
funktion des betrachteten Systems. T,N,V sind die gegebenen Makrovariablen von F.

Bemerkung:

e Die vertraute Lésung ¢ = Le™P" ist am Phaseniibergang und darunter (T < T¢),
wenn Phasenkoexistenz vorliegt oder das System kondensiert/geordnet ist, nicht ein-
deutig. Es hangt trotz thermodynamischem Limes von Rand- oder Anfangsbedingun-
gen ab. (Dies wird im Folgenden durch kleines externes Feld modelliert.)

e Die sogenannte Molekularfeldtheorie sucht nun ¢, die die rechte Seite minimieren
und folgert daraus o und F|[g]

[B] Molekularfeld-Ansatz

MFT verwendet ¢, die unabhdngige Teilchen im mittleren Feld der anderen Teilchen
beschreiben. Man nennt dieses Verfahren ,,mean field theory“ oder einfach kurz MFT.

o ({r.p}) = H omrT(ri.pi)

mit dem Index / als den Freiheitsgraden des /-ten Teilchens. Das bedeutet, die Wahrschein-
lichkeiten unabhangiger Teilchen werden multipliziert, wobei

1

QI\/IFT(ri:pi) = —Z{W‘_T(,‘) e PHwmFT (i pi)
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Systeme wechselwirkender Teilchen und Phasentibergange 135

der Dichteoperator eines einzelnen Teilchens im gegebenen Molekularfeld ist. ZMFT ist die
zugehodrige Zustandssumme/Normierung. Damit wird die Vergleichsfreie Energie F’

}

H=>" HMFT(/')]

N
H+ kT In] [ emer (i)

i=1

F'lelyer = Sp {H Quer (i)

i=1

N N
= —keTIn [ ] 27 (i) + Sp [ | emrr (i)
=1

i=1

N
= Fmrr + <H - Z HMFT(/)>
i=1

HMFET MFT

mit freier Energie in Molekularfeldnaherung

N
Furr = —keTIn [ ] 277 (i)

i=1
und (linearer) Anderung der mittleren Energie durch Wechselwirkung in MFT-N&herung.
Damit gilt also die sogenannte Gibbs-Bogoliubov-Feynman Ungleichung:
F(TNV) < F'lyer = Furr + (H — HMFTY yer (5.13)

Bemerkungen:

e Optimale Wahl von Hyr7(i) (d.h. des Molekularfeldes), gibt minimale Abschédtzung
von F' und damit beste Naherung fiir F

e Parametrisierung von Hye7(i) durch wenige Parameter b® erlaubt F’ zu minimieren
mit o = 1,2,3, ... kleine Zahl |

e Haufig reicht es, ein homogenes Molekularfeld anzunehmen, d.h.

Huer (i) = Huer

somit

HMFT — NHMFT
und

Z]I_V’FT(I) — Z{WFT
damit folgt

F(TNV) < F'lyer = —NksT In ZVFT 4 (H — NHue)mer (5.14)
und Minimierung nach wenigen globalen Parametern b® mdglich
[C] Die Selbstkonsistenzforderung
Ansatz fiir Hyer(i) so, dass (einfache) Relation fiir physikalisch relevante Mittelwerte

folgen, welche in Minimierungs-Gleichung fiir F’ auftauchen.
Bemerkungen:
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136 5.4. SELBSTKONSISTENTE VARIATIONSVERFAHREN

e Physikalische Intuition; Beispiele folgen

e Am Gas-Flussigkeits Phasentibergang, wo Modell lautet
1 !
H = Hkin + §Z u(]r,- — I‘J'D
iJ
MFT-Ansatz:

2

. P;
HMFT(/) = % + V(r,')

Teilchen i im gegebenen Potential v(r) des Molekularfeldes, damit folgt

. 1 N
QMFT(I) = ?e_ﬁ"(r’) mit Zij = / d3re_5"(r)
1

dies fuihrt auf

v(r):/d3r’u(|r—r'|)n(1)(r')

v(r) ist also mittleres Potential am Ort des Teilchens, resultierend aus der Wech-
selwirkung mit den anderen Teilchen, welches mit mittlerer Teilchendichte bestimmt
wird.

5.4.2 Curie-WeiBB MFT des Ising-Modells

[A] Lenz-Ising-Modell

Dies ist eine Erweiterung des Modells paramagnetischer Salze ($ 1.4.3) durch Mitnah-
me der Wechselwirkung (benachbarter) magnetischer Momente

! J
H= —BZO’; — EZO','O'J'
i=1 [i.f]

wobel jedes dieser g; 1 oder -1 sein kann. Die eckige Klammer bedeutet, dass nur Nachstnachbar-
Wechselwirkungen beriicksichtigt werden. Im quadratischen Gitter ist z = 4, im kubischen

ist z =6, wahrend bei der Spinkette z = 2 ist. J > 0 favorisiert parallele Spins, J < 0 an-
tiparallele Spins und der Faktor % kommt daher, dass wir jede Wechselwirkung nur einmal
zahlen wollen.

[B] WeiBsche Molekularfeldtheorie

(i) Minimum von F’ wird gesucht mit Ansatz unabhangiger Spins im Molekularfeld b
HMFT(/) = —bo;

mit einem homogenen Molekularfeld b
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Systeme wechselwirkender Teilchen und Phaseniibergange 137
gang
(ii) Die Zustandssumme eines Spins ist:
ZMFT(jy = ZMFT Z gBbo _ oBb 4 b
o=+1
Der Mittelwert eines Spins ist nun
3] ePb — e=PP
_ _ Bbo _ MFT _
(o) mrr = (0) = ZMFT ;;106 ~ 9Bb Inzy™" = T e Bb
damit folgt
(o) = tanhBb (5.15)

(i) Bestimmung von F'[gMFT]

Fuer = —kgTNIn ZYFT =

N{Huer)mer = —Nb{o)mrr = —Nb(0)

BZJK__ZUkUI

[k.1]

(H)mrr = ZI\/IFT)/\/ H Z eﬁbo,

—kgT NInsinhBb

= _B;< ZMFTeﬁbok> (ZMFT)N 1 H Z e

Ok— +1

i=1;i#koi==%1

J/

_1

Ok— ==+1 O','::t].

=N (B(a) + gJ(a>2)

damit folgt

BF'/N|, -+ = —In2cosh(Bb) + Bb{c) — B (B<o‘> +

zu Minimieren als Funktion von b:

. OBF'/N dInZMFT
oL 9BF/ = ———— + (o) +B(b— B — Jz(0))
ab bmin ~ b o
-0
well ()
o(o
ob 70
folgt
b=B+ Jz <J>|im Extremum
Bemerkungen:

J 1 _ 1
) s ( > MFTeﬁbak> (Z Z{\/IFTeﬁbal> (ZMFTyN=2 11 Z b

i=1;i#k,loi=

:1

bmin s L=:bx«

(5.17)
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138 5.4. SELBSTKONSISTENTE VARIATIONSVERFAHREN

e Molekularfeld b besteht aus externem und gemitteltem Feld produziert von den
Nachbar Spins, welche durch mittlere Spins ersetzt werden.

HMFT(i) = _(B + Jz <0>|im Extremum)ai

statt

H(i)y=—|B+> Joj|o
1]
(Fehler ist, dass Nachbarspins nicht einfach mittleren Spinzustand einnehmen,
wenn zentraler Spin vergeben ist.)

e Die Gleichungen (5.15) und (5.17) geben eine nichtlineare Selbstkonsistenzglei-

chung fiir mittlere Magnetisierung m(B) = % = (o) [, win. Mit
()i min. =: M= tanh B(B + Jzm) (5.18)

was identisch ist zur Selbstkonsistenzgleichung in Aufgabe 65.

(iv) Naherungswert fiir Freie Energie

F(T.N,B) ~ F'(T.N,B,m)

= —ksTN {In [2 cosh(B(B + zJ{(o)))] — Q;BZT<U>2}

(oy=m

mit m(T,N,B) aus Gleichung 5.18
weiterhin gilt im Minimum von F’, wo (o) = m:
Frin(T.N.B) = F'(T,N,B (0))|,

min o)y=m

= —kgTN {In 2cosh[B(B + Jzm)] — 2/;/27_”72}
B

< F(T,N,B,{c))
Dies ist unsere beste Naherung

F(T.N,B) < F!

min

(; ,N,B) ! I(; lNlBr<0>)|(o>——m
o) = mist die Losung von 5.15 die minimales F’ gibt
(o) 9 g

Bemerkung: es gilt

OF(T.N.B) _, . wer OF!, (T.N,B)
o8B = (M) =~ o8B

= 2 Flun(T.N.B.B(m(T.B).T))

 OF!,(T.N.B.b)  OF., (T.N.B,b) b(T,B)

= 2B t— 8 " oB
=0 i?nrl\/“n.

~ OF!, (T.N,B.b)

N OB

=-N <O'>‘im Min

=—Nm
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also gilt
(M)

TN

Interpretation als mittlere Magnetisierung

[C] Phaseniibergang Para- zu Ferromagnetismus

Die Selbstkonsistenzgleichung 5.18 fiir m hat unterschiedliches Losungsverhalten bei B = 0
fiir F > Tkr mit Tkr = JZ/kB (also JZﬁkr = 1)

Graphische Zusammenfassung

Phasendiagramme zu F'(T,N,B) = f'(T,B)N (gilt wegen Euler-Beziehung (Homogenitat)
und Gibbs-Duhem Beziehung):

M H
H -
) $ > ,
T< =
I!ll-..... A Tc T‘;{/j
Fure.? C Para. ‘ o //
—- - T > T
Fer rc,* Te //
8/ S
M M
E A
Ferro

< .
A {/””’_,,——"'TE:'
Para . , > H

Forro‘ ‘ ___/

Definieren wir die kritische Temperatur

Es gilt hierbei:

()—L—kBTx—TX it 7_>1
=60z Tz T TS ™ T
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140 5.4. SELBSTKONSISTENTE VARIATIONSVERFAHREN

Aus den beiden rechten Grafiken erkennt man die minimalen F’, welche zu einer endlichen
Magnetisierung |mg| > 0 gehoren. Fir T > Ty, gibt es nur eine Losung (m = 0) und
fur T < Ty, gibt es mehrere Losungen und die minimalen besitzen eine endliche , spon-
tane” Magnetisierung |mg| > 0. Die spontane Magnetisierung ist also ein sogenannter
Ordnungsparameter:

M)
mp = N ’B:O

Den Beweis fiihren wir durch Taylorentwicklung in der Nahe von T, weil dort m fiir B — 0
klein wird. Mit

T—Tg 1 5
=TT _Jzﬁ_l und B =(B

machen wir eine Taylorentwicklung von

t

m
=tanh | B+ —— 5.19
m an ( + 11 t) ( )

Dafiir bietet sich an:

1
tanh x = x — §x3 + O(x°)
Es folgt nun:
m=B+-" _1(gy " 3 +0
B 1+t 3
und daraus ergibt sich fiir das Magnetfeld:

~ t 1
B=_—_ 3 5
1+tm+3m + O(m>)

Fiir die kritische Isotherme (T = Ty,) gilt die Proportionalitit B oc M? mit § = 3:

ﬁB = §m3

Fiur T > Ty, ergibt sich:

1
m — ?BB(I + O(t))
also eine Suszeptibilitat
6<I\/I>| NB 1
= — =X —-—
8B 70T t T (T —Tu)"
mit vy = 1. Dieser Zusammenhang heit Curie-WeiBsches Gesetz und verallgemeinert das

Curie-Gesetz fiir nichtwechselwirkende Systeme. Nun betrachten wir noch Temperaturen
T < Tk, bei B=0:

0=m(t(1+ 0O(t)) + %mQ)
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hat eine Losung m # 0 nur fiir t < 0. Diese entspricht dem zuvor diskutierten Ordnungs-
parameter im Ferromagneten:

mgy = +v -3t + O(t)

Damit haben wir also den Zusammenhang mit 8 = %

M (T, = T)P

Fir Felder B > 0 gilt:
m=myg+dém

und wir haben die Suszeptibilitat:

B 6N6m‘ N 1

B 0T ot (T, — T
Die Divergenz ist symmetrisch beziiglich der T, — T Abhangigkeit, da hier ebenfalls y =1
gilt.

Fazit:
Fir T < Tg, haben wir einen Phaseniibergang erster Ordnung, da M = —g—g springt.
Bel T = Ty, haben wir einen kontinuierlichen Phasentibergang, wo allerdings x = —%

divergiert.
[D] Thermodynamik

Die Vergleichsfreie Energie F'(T,N,B,{(c)) ist eine Nichtgleichgewichtsfunktion, sie wird
auch Landau-Funktional genannt, ihr minimaler Wert

Frin = F'l(oy=m = Fmin(T.B,N)

ist unsere beste obere Schranke fiir F(T,B,N). Zu ihrem Verhalten fiir B — 0 bei T > Ty,
gilt:

m— xB = F . — —NkgT-(In2+%xB?)

also eine glatte Funktion fiir B — 0. Geht T gegen Ty,, divergiert die Kriimmung bei
B =0, da x — oo geht, denn x — oc.
Betrachtet man Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur, also T < Ty,, so gilt:

m — +mg+x'B fir B>0
m — —m0—|—X,B fir B<O

Wir haben also einen Sprung in der spontanen Magnetisierung. Die freie Energie ist damit

Frin = —NksT - (=f(m5) = (x) B) fir B >0
Frin — —NkgT - (—f(m3) + (x)'B) fir B<0
F/.i. ist also nicht analytisch fiir Temperaturen unterhalb Ty, mit Sprung in der ersten

Ableitung fiir T < T, und mit X' — oo, wenn man gegen die kritische Temperatur geht.
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142 5.4. SELBSTKONSISTENTE VARIATIONSVERFAHREN

Wir haben also einen kontinuierlichen Phaseniibergang bei der kritischen Temperatur.
Zur Gibbsschen freien Energie G(T,M,N) = N-g(t,m) als Funktion von m. Sie folgt durch
eine Legendre-Transformation:

FI{nIn(T'B)
g(t,m) = - N
wobei m(T,B) iiberall nach B(T,m) aufgelost werden kann auBer bei der kritischen Tem-
peratur wegen 22 — oo.
F r 4
H M M
"Mo Mo

Fig. 44 The Helmholtz Free energy F(H), the Gibbs free energy I'(M),
-and-theLandaufunction£{M}forthe ferromagnet betow T;.

[E] MFT-Skalengesetze des singuldren Anteils der freien Energie

Die fuhrenden anomalen Abhangigkeiten der Mittelwerte und thermodynamischen Ablei-
tungen fiir T ~ T, folgen auch aus folgender skalenform des singuldren Anteils der freien
Energie :

F(T,B,N)
N

mit t = % und B = BB geniigt

= f*"9(T,B) + langweilige Funktion (5.20)

) T>Tkr
) T<Tkr

o}

f9(T.B) = t2f><

Nlw

~

wol}

f9(T.B) = t2f<<

Nlw

~

mit den Funktionen

fo(x—=0) = —cc—cx—clx’+ ..
(5.21)
Bemerkungen:
e Funktionen einer Variable x = % gentigen, um das Phasendiagramm T,B zu be-
t
schreiben.
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¢ a2f ’ _ X B t2 82 fsing| C”
B2 B T N T TR Taxz X0 XNy
. . .
Afsing t Afsing
B - = —,
m(B — 0) 5B |50 F o x>0

wir haben also fiir die Magnetisierung:

m = 0 fir T > Tkr
m o< —t fir T < Ty
(5.22)
. .
fsing
B,T T r) — — t ——— x5
m(B.T = T) = VI 227

Damit die richtige kritische Isotherme folgt, muss die rechte Seite unabhangig von
t werden.

)
VR
- | T
v
Q
I
ole| T
k
N =
I
0
[

wenn t gegen 0 geht.

also ist

B
m(B,Tkr) - \/’ ‘ WC”, — B%

5.5 Isingartige Phasentibergange

Diskussion der Phaseniibergdnge des Ising-Modells ($ 5.4.2 [A]) zur Vereinfachung auf
kubischem Gitter in d Dimensionen

5.5.1 Existenz geordneter Phasen

Wie die exakte Losung der Ising-Kette (d = 1) (Aufgaben 28,50) zeigt, ist die Vorhersage
der MFT manchmal falsch. Peierls Argument, das Mermin-Wagner-Theorem zeigen, dass
es zwei kritische Dimensionen gibt. Es gibt die untere kritische Dimension, unterhalb derer
es keine geordnete Phase fiir Dimensionen d < d,«, gibt. Die untere kritische Dimension
beim lIsing-Modell ist z.B. 1. Und es gibt eine obere kritische Dimension, oberhalb derer
die MFT qualitativ richtig ist, also die Exponenten etc. richtig liefert. Fiir das Ising-Modell
ist diese Grenze 4. Zwischen
dukr <d< dokr

gibt es einen kontinuierlichen Phasentibergang, aber Fluktuationen, also dass die Nachbar-
spins ungleich dem mittleren Spin (o) sind, sind relevant fiir d < d,.
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144 5.5. ISINGARTIGE PHASENUBERGANGE

5.5.2 Spontane Symmetriebrechung

Die reversible Arbeit (siehe § 5.2.1), die Magnetisierung quasistatisch auf den Wert M
einzustellen: Die eingeschrankte freie Energie:

AW(T,M,B,N) = —kgT In (SpeP" §(M — M)) = /M dm’ <§/CI’,> = /M dM' (B(M")

(B) ist hier das mittlere Feld aus externen und internen Spinbeitrdgen. Der Energie-
Unterschied zwischen up und down kommt vom externen B-Feld. Er geht gegen 0, wenn
auch das Feld heruntergefahren wird. AEg verkniipft mit den Grenzflachen, wenn kleine
Domadnen von ({JJJ) nach (1111) geklappt werden. Wenn man sie nacheinander umklap-
pen, haben wir eine Energiebarriere zu uberwinden, dadurch dass sich eine Grenzflache
bildet. Diese skalieren wie eine Fliche mit N3 in drei Dimensionen. Im thermodynamischen
Grenzfall wird AEg — oo. Wenn zuerst B > 0 war, ist also selbst beim Setzen von B = 0,
die Barriere zu hoch, dass M nach M < 0 fluktuiert. Dies bedeutet, dass e A" nicht so
einfach fur T < Ty,. Daraus folgt dann sofort, dass im thermodynamischen Limes die freie
Energie

F(T.B,N) = / dM AW(T,B,M,N)

nicht analytisch wird. Wir haben also den Sprung der spontanen Magnetisierung:

OE .
a_B — 4+My fir B>0
OE .
8_8 — _MO fir B<O

und es gilt die Widom-Skalenhypothese:

fsing(T,B) — 2o f <%) (5.23)

fiir den singuldren Anteil der freien Energie mit @ = 0,110 und A = 1,565 in drei Dimen-
sionen.

5.5.3 Universalitat
[A] Ising-Modell-Gittergas-Abbildung

Das vergroberte Dichteraster mit

Ay, <

das eingefiihrt werden kann, weil £ sehr groB ist bei T &~ Ty,, kann auf das Ising-Modell
abgebildet werden. Dies kann man machen, indem man n; = 3(1 + ;) auf 1 setzt, wenn
es etwas dichter ist und auf O setzt, wenn es etwas dunner ist. Dann haben wir die groB-
kanonische Zustandssumme:
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Z(T,uV) = Z e B=e Xy ninj—u 2 ni) (5.24)

n,:O,l

wobei der erste Term im Exponenten die Absenkung der Energie darstellt, der auftritt,
wenn zwei dichte bereiche benachbart sind.

[B] Universalitatsklassen

Bei den Zusammenhangen zwischen vergroberten Modellen, die in der Nahe kontinuierlicher
Phaseniibergdnge moglich sind (wegen riesigem &) , iiberleben nur wenige Eigenschaften
wie z.B Dimension und die Zahl der Ordnungsparameter. Daraus folgt zum Beispiel der
Gas-Flussigkeits kritische Punkt, er liegt in der Ising-Klasse.
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Zum Schluss geben wir hier noch eine Tabelle kritischer Exponenten an:

A= 3 1355’1’13«, ik {xrapnmém

Table 1.2.  Values of critical exponents

; Xe  Sw  Bbrass  ‘He Fe Ni M ET  RG
0 /.;,f.uuujsloaﬂcw.7f) @ 0] @ 2 3 3
Deoamension © @ <02 01182005 005t05 -0.014+016 ~0.03£12 0.04£.12 ¢ AR
£ 0.35+.015 0.322+.002 0.305+.005  0.34+.01 0.37+.01 0.358+.003 e 328
v 13%) 1239002 125402  1.33:08  1.33+015 1.33+.02 Z 2444
6 423 485t03 395415  4.3+1  4.29+.05 3 4. $2
n o 01kl 0.017+015 0.08+07 0021405 0.07+04 .041+.0) EX-LY,
v ~057 0.625+.006 065+02 6722001  0.69+.02  0.64+.1 Y5 O .£30
qas  fmt- le- ). ~—~v—"?
F(!JGS_ e 1344_ ﬁd;l-fbha ) revro m#ﬁ“&t
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