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Kapitel 1

Vorbetrachtungen

1.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

siehe Skript zum IK IV Sommersemester 2005 (http:
huygens.physik.uni-konstanz.de)

1.1.1 Definitionen

n Größen ξi, i = 1 . . . n bilden einen reellen n-dimensionalen Zufallsvektor ξ, wenn
die Wahrscheinlichkeit, dass ξ Werte im Bereich [x , x+ dx] annimmt, gegeben ist durch
Pn(x) dx1 · · · dxn = Pn(x) dnx, wobei die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte erfüllen
muss:

• i) Pn(x) ≥ 0 Die Wahrscheinlichkeit ist nicht negativ

• ii)
∫

dnxPn(x) = 1 (Normierung)

wobei
∫

dnx · · · =
∞∫

−∞
dx1

∞∫
−∞

dx2 · · ·
∞∫

−∞
dxn · · ·

Bemerkungen:

• Die Menge aller möglichen Werte x (Ereignisse) heißt Ereignismenge.

• Diskrete Werte xα ∈
{
x(1), . . . ,x(N)

}
(d.h.N mögliche Werte) können durch Dirac-

Delta-Maße wie folgt beschrieben werden:

Pn(x) =
N∑
α=1

Pα δ(x− xα) (1.1)

mit Pα ≥ 0 und
N∑
α=1

Pα = 1

Definitionen wichtiger Größen:

• Mittelwert:

〈
ξ
〉

=

∫
dnx xPn(x) = ξ̄ (1.2)
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6 KAPITEL 1. VORBETRACHTUNGEN

• totales Schwankungsquadrat (Varianz):

σ2 : = ∆ξ2 :=
〈
(ξ − ξ̄)2

〉
=

N∑
i=1

∫
dnx

(
xi − ξ̄i

)2
Pn(vex)

=
N∑
i=1

∫
dnx

(
x2
i − 2xiξ̄i + ξ̄i

2
)
Pn(x) (1.3)

=
〈
ξ2
〉
−
〈
ξ
〉2

P (x) dx ist die Wahrscheinlichkeit für ξ Werte in [x,x+ dx] anzunehmen. Diese ist
messbar durch die relative Häufigkeit:

Z (Messungen von x in [x,x+ dx])

Gesamtzahl der Messungen
= W

für viele Messungen.

• Einzel-Varianz:

σ2
i =

〈
(ξi − ξ̄i)

2
〉

• (relative) Streuung:

σ

|ξ̄|

• Korrelation:

Kij =
〈(
ξi − ξ̄i

)
·
(
ξj − ξ̄j

)〉
=

∫
dnx

(
xi − ξ̄i

)
·
(
xj − ξ̄j

)
Pn(x) = Kji (1.4)

Bemerkungen:

– Die Korrelation ist eine symmetrische Matrix und hat somit (vgl. lineare Alge-
bra) reelle Eigenwerte. Ihre Eigenvektoren bilden ein Orthogonalsystem. Dies
bedeutet wiederum, dass lineare Transformationen der ξi auf ξ

′
i =

∑
i

Ajiξi

existieren, so dass die Matrix:

K
′
= AT K A

diagonal ist.
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– K ist positiv definit, d.h. für einen beliebigen Vektor a ∈ Rn ist folgendes
erfüllt:

0 ≤
N∑
ij=1

aiKijaj (1.5)

Beweis:
Es muss auf jeden Fall gelten:∑

ij

ai
〈(
ξi − ξ̄i

) (
ξj − ξ̄j

)〉
aj =

〈
A2
〉
≥ 0

wobei A = A(ξ) =
n∑
i=1

ai (ξi − x̄ii).

Durch geschickte Wahl von A kann man daraus folgern:

∗ i) Wir wählen zunächst ai = δii0 d.h. der Vektor a ist ausser an der i0-ten
Komponente (wo er 1 ist) Null. dann folgt trivialerweise:

Ki0i0 =
〈(
ξi0 − ξ̄i0

)2〉
= σ2

i0
≥ 0

∗ ii) Sind die Komponenten i1 und i0 von a Eins und alle anderen Null, d.h.
ai = δii0 ± δii1 , so folgt:

Ki0i0 +Ki1i1 ± 2Ki0i1 ≥ 0

Dies bedeutet, dass die Kreuzkorrelationen kleiner sind, als die Selbstkor-
relationen:

|Ki0i1| ≤
1

2
(Ki0i1 +Ki1i1)

– Aus den obigen Überlegungen ergibt sich auch der Zusammenhang mit der
Varianz als Summe der Selbstkorrelationen zu:

σ2 =
n∑
i=1

Kii = Sp K (1.6)

• Die charakteristische Funktion ist für k ∈ Rn definiert über:

ϕ(k) =
〈
exp{ik · ξ}

〉
=

∫
dnx exp{ik · x} Pn(x) (1.7)

Sie ist also die Fourier-Transformierte von Pn(x).
Im Folgenden wollen wir zur Vereinfachung diese charrakteristische Funktion im
Eindimensionalen betrachten.

• ϕ(k) heißt auch Momentengenerierende, wobei das m-te Moment lautet:

〈ξm〉 =

∫
dx xmP (x) (1.8)
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Falls die Momente existieren, d.h. | 〈ξm〉 | ≤ ∞, gilt:

ϕ(k) = 〈exp ikξ〉 =
∞∑
m=0

1

m!
(ik)m 〈ξm〉 (1.9)

also berechnet sich das m-te Moment aus:

〈ξm〉 =

(
−i ∂
∂k

)m
lnϕ(k)

∣∣∣∣
k=0

• ϕ(k) bestimmt die sogenannten Kummulanten über:

ϕ(k) = exp
∞∑
m=1

(ik)m

m!
〈ξm〉c︸ ︷︷ ︸

∗

(1.10)

Dabei ist * die m-te Kummulante. Diese ist eine geschickte Kombination aller mo-
mente mit Ordnung m

′
< m. Für die ersten drei Kummulanten gilt:〈
ξ(1)
〉
c
= 〈ξ〉 = ξ̄〈

ξ(2)
〉
c
= 〈ξ〉 − 〈ξ〉2 = σ2〈

ξ(3)
〉
c
=
〈
ξ3
〉
− 3

〈
ξ2
〉
〈ξ〉+ 2 〈ξ〉3

...

Die erste Kummulante ist also der Mittelwert, die zweite die Varianz.

Beweis:
Durch Taylorreihenentwicklung um k = 0

ϕ(k) = 1 + ik〈ξ〉 − 1

2
k2〈ξ2〉 − i

6
k3〈ξ3〉+ ... (1.11)

ϕ(k) = exp

(
ik〈ξ1〉C −

k2

2
〈ξ2〉C −

i

6
〈ξ3〉C + ...

)
(1.12)

= 1 + ik〈ξ1〉C −
1

2
k2
(
〈ξ2〉C + 〈ξ1〉2C

)
− i

6
k3
(
〈ξ3〉C + 3〈ξ2〉C〈ξ1〉C + 〈ξ1〉3C

)
+O(k4)

Vergleichen wir nun die k-Ordnungen:

〈ξ1〉C = 〈ξ〉
〈ξ2〉C = 〈ξ2〉 − 〈ξ〉2 = σ2

〈ξ3〉C = 〈ξ3〉+ 3〈ξ〉2〈ξ〉 − 3〈ξ2〉〈ξ〉 − 〈ξ3〉

Kumulanten charakterisieren Wahrscheinlichkeitsdichten präziser als Momente.

• Variablentransformationen:
Sei die Zufallsvariable η eine Funktion der ξ, η = f(ξ), dann ist die Wahrscheinlich-
keit, dass η Werte im Intervall [y, y + dy] annimmt, gegeben durch
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Pη(y) = 〈δ(y − f(ξ))〉 =

∫
dnx δ(y − f(x))Pηξ(x) (1.13)

Damit haben wir:

Pη(y) dy =

∫
∗

dnxPn(x)

*: Werte von x, so dass x ≤ f(x) ≤ y + dy.
Beispiel:
Wir betrachten die Summe ζ = ξ + η zweier Zufallsvariablen mit gemeinsamer
Wahrscheinlichkeitsdichte Pz(x,y)

Pζ(z) = 〈δ(z − f(ξ + η))〉 =

∫
dx dy Pz(x,y) δ(z − x− y) (1.14)

was zu einer einfachen Bezeichnung der charakteristischen Funktion führt:

ϕζ(k) = 〈eikζ〉 =

∫
dz eikzPζ(z) (1.15)

=

∫
dx dy dz eikzPz(x,y)δ(z − x− y)

=

∫
dx dy eik(x+y)Pz(x,y)

Dies kann man auch schreiben als:

ϕζ(k) = ϕξ,η,2

(
k =

(
kx
ky

)(
k
k

))
(1.16)

wobei ϕξ,η,2(k) =

∫
dx dy eikxx+ikyyPz(x,y) (1.17)

Definition:
Zwei Untermengen {ξ1, ... ξr} und {ξr+1, ... ξn} mit 1 < r < n von Zufallsvariablen heißen
unabhängig, wenn gilt:

Pn(x1 ... xn) = Pr(x1 ... xr) · Pn−r(xr+1 ... xn) (1.18)

Satz:
Die Korrelationen zwischen unabhängigen Variablen verschwinden, d.h. sie sind unkor-
reliert. Umgekehrt gilt allerdings nicht, dass unkorrelierte Variablen unabhängig sein
müssen.

Beweis:
Seien ξi und ξj aus den unabhängigen Untermengen, also 1 ≤ i ≤ r und r + 1 ≤ j ≤ n,
dann folgt:
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Kij =

∫
dnx Pr(x1 ... xr) · Pn−r(xr+1 ... xn) · (xi − ξi)(xj − ξj) (1.19)

=

(∫
drx Pr(x)(xi − ξi)

)
·
(∫

dn−rx Pn−r(x)(xj − ξj)

)
= 0

(Wobei hier die Notation von ξ̄ zu ξ gewechselt hat.)
weil wegen der Definition von ξ beide große Klammern = 0 sind.

1.1.2 Der Zentrale Grenzwertsatz

Die Summe ζn =
∑n

i=1 ξi von n unabhängigen Zufallsvariablen ξ1, ... , ξn mit endlichen
Mittelwerten und endlichen Varianzen, d.h.

〈ξi〉 = ξi <∞

und
〈(ξi − ξi)〉 = σ2 <∞

(d.h. sowohl < ξi > als auch σ2
i existieren und sind betragsmässig kleiner als ∞), dann

besitzt ζn für große n eine Gauss-verteilung:

Pζ(z) =
1√

2πΣ2
n

· exp

(
−(z − ζn)

2

2Σ2
n

)
(1.20)

mit dem Mittelwert

ζn =
n∑
i=1

ξi

und der Varianz

Σ2
n =

n∑
i=1

σ2
i

Für (zur Vereinfachung) gleichverteilte ξi finden wir also eine sehr enge Verteilung mit
verschwindender Streuung, weil Gleichverteilung ζn = nξ und Σ2

n = nσ2 bedeutet und die
Streuung mit wachsendem n immer geringer wird:

Σn

|ζn|
=

√
nσ

n |ζ|
∝ 1√

n
(1.21)

Bemerkungen:

• Die Voraussetzungen waren: Unabhängige ξi und endliche Mittelwerte bzw. Vari-
anzen, was zu einer Gaussverteilung mit ζn ∝ n und Σ2

n ∝ n führt; d.h. dass 2
Kumulanten also die Wahrscheinlichkeitsdichte Pζ festlegen.

• Der zentrale Grenzwertsatz ist wichtig für die statistische Mechanik und die Ther-
modynamik, wo n im Bereich 1023 liegt, da die dort auftretenden Mengen- (oder
extensive) Größen solche additiven Größen sind. Wir haben also viele kleine un-
abhängige Beiträge zu einer extensiven Größe.
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Beispiele:

• Teilchenzahl N

• gesamte kinetische Energie Ekin =
∑n

i=1
p2i

2mi

• die Gesamtenergie Ekin + Epot = E mit paarweiser Wechselwirkung

Epot =
N∑
i=1

i−1∑
j=1

U(|ri − rj|)

=
1

2

N∑
i,j=1

U(|ri − rj|) =
1

2

N∑
i=1

Ui(ri, {r}) (1.22)

mit Ui, der potentiellen Energie des i-ten Teilchens.

Der Zentrale Grenzwertsatz verlangt Unabhängigkeit, was in der Statistischen Mechanik
durch Unkorreliertheit von Teilchen in großem Abstand, d.h. |ri−rj| � ξ (die sogenannte
Korrelationslänge) beschrieben wird.
Wir betrachten nun drei Fälle und untersuchen, wann die Statistische Mechanik ange-
wandt werden kann und wann nicht:

• Fall A:Kurzreichweitige Potentiale und hohe Temperatur ⇒ Statistische Mechanik
und Gaussverteilung

• Fall B:Kurzreichweitige Potentiale und niedrige Temperatur ⇒ Statistische Mecha-
nik aber keine Gaussverteilung

• Fall C:Langreichweitige Potentiale, z.B. Gravitation ⇒ Statistische Mechanik ver-
sagt hier.

Beweis:
Für (zur Vereinfachung) gleichverteilte, unabhängige ξi (mit ξ und σ2) betrachten wir

ηn =
1√
n

n∑
i=1

(ξi − ξ)

mit unabhängigen Pn.
ηn hat die Wahrscheinlichkeitsdichte:

Pη(y) =

∫
dnx Pn(x) δ

(
y − 1√

n

n∑
i=1

(xi − ξ)

)

wobei der Mittelwert

ξ =

∫
dx xP1(x)

ist und die Varianz

σ2 =

∫
dx(x− ξ)2 P1(x)
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Die charakteristische Funktion erfüllt also

ϕη(k) =

∫
dy eikyPη(y)

=

∫
dx1 ... dxn P1(x1) ... P1(xn) · exp

(
ik√
n

n∑
i=1

(xi − ξ)

)

=

e−ik√
n
ξ ·
∫

dx e
ik√

n
x
P1(x)︸ ︷︷ ︸

ϕξ( k√
n

)


n

(1.23)

Verwenden wir nun die Kumulanten von ϕξ(
k√
n
):

ϕξ(
k√
n

) = exp

(
ik√
n
ξ − k2

2n
σ2 − ik3

6n1,5
〈ξ3〉C + ...

)
so folgt (ξ fällt raus):

ϕη(k) = exp

(
−−k

2

2
σ2 +O(n−

1
2 )

)
n→infty−→ e

−k2σ2

2

und mit Fourier-Rücktransformation erhalten wir:

Pη(y) =

∫
dk

2π
· e−ikye

k2σ2

2 =
1√

2πσ2
· e−

y2

2σ2

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von ξn = nξ +
√
nηn folgt gemäß Variablentransformation

Pξ(z) = 〈δ(z − nξ −
√
nηn)〉 (1.24)

1.2 Quantenstatistik

1.2.1 Wiederholung der Quantenmechanik vieler Freiheitsgrade

Mögliche Zustände |Ψ〉 eines quantenmechanischen Systems von f Freiheitsgraden sind
Elemente aus einem Hilbertraum H, also |Ψ〉 ∈ H und sie sollen normiert sein:

〈Ψ|Ψ〉 = 1

Der Hilbertraum H besitzt eine Orthonormalbasis bezeichnet mit

{n1, ... nf} = {|n〉}

Die Zeitabhängigkeit ist gegeben durch die Schrödinger-Gleichung für den unitären
Zeitevolutionsoperator U :

i~∂tU(t,t0) = H(t)U(t,t0)

mit U(t = t0,t0) = 1 (1.25)
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wobei H(t) = H(t)† der Hamilton-Operator ist.
In der Vorlesung IKIV wurden bereits die beiden Betrachtungsweisen Schrödinger- und
Heisenberg-Bild eingeführt:
Ist ein Operator nicht von sich aus schon zeitabhängig, so bekommt er im Schrödinger-
Bild keine Zeitabhängigkeit hinzu. Die Zeitabhängigkeit steckt hier in der Wellenfunktion:

|ψ(t)〉 = |ψ(t)〉S = U(t,t0)|ψ(t0)〉 (1.26)

AS(t) = AS = A

Im Heisenberg-Bild dagegen trägt der Operator die ganze Zeitabhängigkeit und die
Wellenfunktion ist zeitlich konstant:

|ψ(t)〉H = |ψ(t0)〉 (1.27)

AH(t) = U−1(t,t0) AS(t)U(t,t0) (1.28)

Zum Beweis betrachtet man die Ableitung des Heisenberg-Operators und erhält:

d

dt
AH(t) =

i

~
(HAH − AHH) + (∂tA)H =

i

~
[H,A] + (∂tA)H

⇒ AH(t) = eiHt/~Ase
iHt/~

Beispiele:

• Ein freies Teilchen in einer Box mit dem Volumen V = L3 mit der periodischen
Randbedingung für seine Wellenfunktion:

ψ(r + Lê) = ψ(r)

Seine Hamilton-Funktion bei drei Freiheitsgraden lautet:

H =
p2

2m

zu der Orthonormalbasisk ; k =
2π

L

nxny
nz

 ; ni = 0,± 1,± 2, . . .


• Für das Wasserstoffatom gilt mit den Indizes e für Elektron und p für Proton:

H =
p2
p

2mp

+
p2
e

2me

− c

|re − rp|

mit der Orthonormalbasis
{|P ,n,l,m〉}

wobei P der Schwerpunktsimpuls ist.

• Zwei nichtwechselwirkende Spins besitzen im Magnetfeld die Hamilton-Funktion:

H = −γ~
2

(
σ

1
+ σ

2

)
B(t)

zu der Orthonormalbasis

{| ↑↑〉 = | ↑〉1| ↑〉2 ; | ↓↓〉 ; | ↑↓〉 ; | ↓↑〉}



14 KAPITEL 1. VORBETRACHTUNGEN

1.2.2 statistischer Dichteoperator; reine Zustände & Gemische

• (A) Erwartungswerte
Der hermitescheOperatorA aufH hat den Erwartungswert 〈ψ|A|ψ〉 =

∑
nn

′
c∗
n′
cn 〈n

′|A|n〉

im reinen Zusatand |ψ〉, falls für diesen gilt:

|ψ〉 =
∑
n

cn |n〉 ∈ H (1.29)

Dabei sind die cn seine Entwicklungskoeffizienten. In einem reinen Zustand lautet
der Erwartungswert in Matrixdarstellung:

〈ψ|A|ψ〉 = Sp (A|ψ〉〈ψ|) = Sp (A%ψ) (1.30)

mit dem Dichteoperator eines reinen Zustands:

%ψ := |ψ〉〈ψ| (1.31)

schreibt man:

〈ψ|A|ψ〉 = Sp (A%ψ)

Zum Beweis muss man die Spur von A%ψ in Matrix-Darstellung in der Orthonor-
malbasis {|n〉} ausrechnen:

Sp (A%ψ) =
∑
n′

〈n′|A%ψ |n
′〉

Durch das Einfügen der dyadischen Eins zwischen dem Operator A und dem Dich-
teoperator %ψ erhält man:

Sp (A%ψ) =
∑
nn′

〈n′|A|n〉
cn︷ ︸︸ ︷

〈n|ψ〉

c∗
n
′︷ ︸︸ ︷

〈ψ|n′〉

=
∑
n,n

′

cnc
∗
n
′ 〈n′|A|n〉

=
∑
n
′

〈n′|c∗
n′
|A
∑
n

cn|n〉

= 〈ψ|A|ψ〉

• (B) Spurrechenregeln (zur Vereinfachung sei H endlich dimensional)
Die Spur eines Operators ist definiert als:

SpA :=
∑
n

〈n|A|n〉

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
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– a) Die Spur ist invariant unter zyklischer Vertauschung:

Sp (AB) =
∑
nn

′

〈n|A|n′〉〈n′|B|n〉 = Sp (BA)

Sp (ABC) = Sp (CAB) = Sp (BCA)

– b) Invarianz unter Basiswechsel:
Geht man zu einer neuen Orthonormalbasis {|m̃〉}mit |m̃〉 =

∑
n

Umn |n〉 über,

wobei U der unitäre Transformataionsoperator ist, so folgt mit der Tatsache,
dass Ã = UAU−1 (vgl. U † UAU−1︸ ︷︷ ︸

=Ã

U = A sowie durch zweimaliges Einführen

der dyadischen Eins: 1 =
∑
m

|m̃〉〈m|:

Sp A =
∑
n

〈n|A|n〉 =
∑
n

〈n|U † Ã U |n〉

=
∑
n,m̃,m̃

′

〈n|U †|m̃〉︸ ︷︷ ︸
∗

〈m̃|Ã|m̃′〉︸ ︷︷ ︸
∗∗

〈m̃′|U |n〉 =F

Der Term wird nun hinter die beiden anderen gestellt, so dass ** nach vorne
rutscht.
Mit

∑
n

〈m̃′|U |n〉〈n|U †|m̃〉 = δmm
′ folgt weiter:

F =
∑
m̃

〈m̃|A|m̃〉

– c) Spur & Eigenwerte:
Die Spur eines diagonalisierbaren Operators A ist die Summe seiner Eigenwerte
ai, weil A für Eigenzustände |ai〉 diagonal ist, und man A auch schreiben kann,
als:

A =
∑
i

ai|ai〉〈ai| (1.32)

• (C) Der Dichteoperator eines reinen Zustands % erfüllt:

– % = %† (hermitesch )

– % ist positiv, d.h. 〈ϕ|%|ϕ〉 ≥ 0 ∀|ϕ〉 ∈ H
– Sp % = 1 (Norm)

– Sp %2 = 1 (rein)

Bemerkung: %ψ = |ψ〉〈ψ| ist rein.
Beweis:
Man kann leicht nachweisen, dass die oberen vier Eigenschaften erfüllt sind:
Die Matrix (%ψ)n,n′ = 〈n|ψ〉〈ψ|n′〉 ist hermitesch, weil:

(%†ψ)nn′ = %∗
n′ n

= 〈n′|ψ〉∗〈ψ|n〉∗ = (%ψ)nn′
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Außerdem ist:
〈|%ψ|ϕ〉 = |〈ϕ|ψ〉|2 ≥ 0

sowie:
Sp %ψ =

∑
n

〈n|ϕ〉〈ψ|n〉 =
∑
n

cnc
∗
n = 〈ψ|ψ〉 = 1

und:
Sp %2

ψ = Sp |ψ〉 〈ψ|ψ〉︸ ︷︷ ︸
=1

〈ψ| = Sp %ψ = 1

• (D) Gemische
Ein quantenmechanisches System liege mit der Wahrscheinlichkeit p̃i in verschiede-
nen (reinen) nicht interferenzfähigen Zuständen |ψi〉 vor.
In einem solchen Gemisch lautet der Mittelwert eines Operators A:

< A >:=
I∑
i=1

p̃i 〈ψi|A|ψi〉 (1.33)

Er setzt sich also zusammen aus dem statistischen Mittelwert und dem quantenme-
chanischen Erwartungswert von A im Zustand ψi〉.
Als Wahrscheinlichkeit muss p̃i die folgenden Bedingungen erfüllen:

– 0 ≤ p̃i ≤ 1

–
I∑
i=1

p̃i = 1

Beispiele hierfür sind:

– M stoßende Teilchen in einer Box

– Der Strahl polarisierter Teilchen deren Position nicht kontrolliert wird.

– quantenmechanisches System in Kontakt mit Wärmebad

Mit dem Dichteoperator

% :=
I∑
i=1

p̃i|ψ〉〈ψ| (1.34)

lautet der Mittelwert:

< A > = Sp %A (1.35)

Durch Einfügen der dyadischen Eins erhält man:

< A > =
∑
nn

′

〈n|%|n′〉〈n′|A|n〉

=
∑
nn′

〈n′|A|n〉
I∑
i=1

p̃i 〈n|ψi〉︸ ︷︷ ︸
c
n(i)

〈ψi|n
′︸ ︷︷ ︸

c
(i)∗
n
′



1.2. QUANTENSTATISTIK 17

In der hinteren Summe liegt der Unterschied zum reinen Zustand (in der Matrix-
Darstellung von %).
Definition:
Ein (statistischer) Dichteoperator % auf H erfüllt die folgenden Eigenschaften:

– % = %† (hermitesch )

– % ist positiv, d.h. 〈ϕ|%|ϕ〉 ≥ 0 ∀|ϕ〉 ∈ H
– Sp % = 1 (Norm)

Der statisitsche Mittelwert eines beliebigen Operators A lautet dann im Zustand %:

< A >= Sp %A

Bemerkungen:

– Zur Vereinfachung wird angenommen, dass H nicht unendlich-dimensional sei.

– % =
∑
i

p̃i|ψi〉〈ψi| ist der Dichteoperator und seine Aufenthaltswahrscheinlich-

keit lautet:

〈x|%|x〉 =
I∑
i=1

p̃i |〈x|ψi〉|2

• (E) Eigenschaften von %

– a) Eigenwerte & Eigenzustände

Die dyadische Zerlegung % =
ν∑

n=1

%n |n〉〈n| existiert mit %|n〉 = pn|n〉 sowie

〈n|n′〉 = δnn′ . Die Eigenwerte pn geben die Wahrscheinlichkeit an, dass der
Eigenzustand |n〉 im Gemisch vorliegt, somit muss für diese gelten:

0 ≤ pn ≤ 1 &
ν∑

n=1

pn = 1

Bemerkung:
% ist diagonal in den Eigenzuständen |n〉 (aber nicht notwendigerweise in den
|ψi〉, weil 〈ψi|ψj〉 6= 0 möglich ist)
Die |n〉, wobei n für mehrere Quantenindizies stehen kann, sind Vielteilchen-
Zustände:

|n〉 =
∑
n

c(n)
n |n〉 ∈ H (1.36)

spannen aber i.A. nicht Hn auf.
Beweis:

Die Tatsache, dass % hermitesch ist, liefert % =
ν∑

n=1

pn |n〉〈n| mit orthonormier-

ter Eigenbasais von %. Weil laut Vorraussetzung 〈ϕ|%|ϕ〉 =
∑
n

pn |〈ϕ|n〉|2 ≥

0 ∀|ϕ〉 ∈ H gilt, muss pn ≥ 0 sein. Außerdem muss die Spur des Dichteope-
rators gleich Eins sein und wegen Sp % = 1 =

∑
n

pn folgt somit pn ≤ 1 was zu

zeigen war.
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– b) reine Zustände:
Gehört % zu einem reinen Zustand (also Sp %2 = 1), dann gelten folgende
Aussagen:

∗ i) %2 = % (d.h. % ist ein Projektor)

∗ ii) pn0 = 1 und pn = 0 sonst

∗ iii) % hat den Rang 1

Beweis:
Die Aussagen i)-iii) sind äquivalent, aus % = |no〉〈n0| folgt sofort, dass Sp %2 = 1
gilt.
Ist nun anders herum Sp %2 = 1, so hat %2 die Eigenwerte p2

n ≤ pn für pn ≤ 1
Somit ist aber 1 =

∑
n

p2
n ≤

∑
n

pn = 1, was nur mit ”=” erfüllt sein kann und

damit ist gezeigt, dass pn0 = 1 & pn = 0 sonst gelten muss.

– c) Die Dichteoperatoren bilden eine konvexe Menge

Unter einer konvexen Menge kann man sich einen Kreis oder eine Ellipse vor-
stellen. Man nennt die Menge konvex, weil jeder Punkt der Menge mit jedem
anderen Punkt der Menge verbunden werden kann, so dass der Weg komplett
in der Menge liegt. Auf dem Rand des Kreises liegen reine Zustände innerhalb
Gemische! Die mathematische Definition lautet:
Sind %1 & %2 zwei unterschiedliche Dichteoperatoren , so sind auch alle Kom-
binationen %x = x%1 + (1− x)%2 mit 0 ≤ x ≤ 1 (d.h. konvexe Kombinationen)
Dichteoperatoren . % ist genau dann rein, wenn man den Zustand nicht als
konvexe Kombination zerlegen kann.

1.2.3 (Un-)abhängige Subsysteme

Abbildung 1.1: Subsystem 2 entspricht thermodynamischen Wärmebad

H sei ein f -dimensionaler Produkt-Hilbert-Raum: H = H1 ⊗ H2 zweier Subsysteme,
wobei H r-dimensional und H2 (f − r)-dimensional sei.
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Spannen nun die |n1〉1 den H1 und die |n2〉2 den H2 auf, so bilden die Produktzustände:

{|n〉} = |n1〉+ |n2〉2

mit n1 =

n11
...
n1r


&n2 =

n2r+1
...
n2f


eine Orthonormalbasis zu H.

• (A) Subsysteme & reduzierte Dichteoperatoren
% gehöre zu einem reinen Zustand in H, so gilt:

% = |ψ〉〈ψ| =
∑
n

cn |n〉
∑
n′

c∗
n
′ 〈n′|

=
∑
nn

′

cnc
∗
n′
|n〉〈n′|

=
∑

n1 n
′
1 n2 n

′
2

cn1 n2
c∗
n
′
1 n

′
2
|n1〉1 |n2〉2 〈n

′

1|1 〈n
′

2|2 =F

mit
∑
n

|cn|2 = 1.

Wir wollen nun den Mittelwert eines Operators A1 betrachten, der nur im Subsystem
1, d.h. auf den H1, wirkt, d.h.:

A = A1 ⊗ I
2

Der Operator A1 lässt die Zustände inH2 unberührt und verändert nur die im ersten
Subsytem:

A1|n〉 = (A1 |n1〉1)⊗ I
2
|n2〉2 =

∑
n
′
1

αnn′1
|n′

1〉1|n2〉2

Wir postulieren, dass der Mittelwert von A1 mit Hilfe des reduzierten Dichteopera-
tors %1 auf H1 geschrieben werden kann, wobei:

%1 = Sp2% =
∑
n2

〈n2|2%|n2〉2 (1.37)

Dies bedeutet, dass man über das Subsystem 2 aufintegriert bzw. absummiert.
Setzt man nun % aus F ein, so erhält man:

%1 =
∑
n1 n

′
1

|n1〉1〈n
′

1|1
∑
n2

cn1 n2
c∗
n
′
1n2

(1.38)

Beweis:
Zunächst soll bewiesen werden, dass %1 ein Dichteoperator ist, dazu muss man die
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Eigenschaften die ein Dichteoperator erfüllen muss überprüfen:
% = %† geht aus der Definition hervor.

Sp1%1 =
∑
n1

〈n1|%1|n1〉 =
∑
n1 n2

〈n|%|n〉 = Sp % = 1

Bleibt also noch zu überprüfen, ob %1 positiv ist.
Dazu betrachten wir einen Zustand ϕ〉 ∈ H1 mit ϕ〉 =

∑
n1

dn1
|n1〉1. Es folgt:

〈ϕ|1%1|ϕ〉1 =
∑
nn

′
1

d∗
n
′
1
dn1

cn c
∗
n
′

=
∑
n2

∣∣An2

∣∣2 ≥ 0

mit An2
=
∑
n1

dn1
cn1 n2

Letzendlich gilt noch zu zeigen, wie man mit diesem reduzierten Dichteoperator den
Erwartungswert von A1 berechnet, dazu verwendet man wieder den ”Trick” eine
dyadische Eins einzuschieben zwischen % und A1:

< A1 >= Sp (% A1)
∗
=

∑
n1 n2 n

′
1 n

′
2

〈n1|1 〈n2|2 % |n
′

1〉 |n
′

2〉︸ ︷︷ ︸∑
n2

=〈n2|2%|n2〉 |n
′
1〉=%1|n

′
1〉

〈n′

1|A1|n1〉 〈n
′

2|n2〉︸ ︷︷ ︸
=δ

n
′
2 n2

=
∑
n1 n

′
1

〈n1|%1|n
′

1〉 〈n
′

1|A1|n1〉 =
∑
n1

〈n1|%1A1|n1〉

= Sp1 %1A1

wobei schon in * verwendet wurde, dass A1 nur auf H1 wirkt.
Damit ist gezeigt, dass man den Mittelwert des Operators A1 wie folgt berechnet:

< A1 >= Sp1 %1A1 (1.39)

Bemerkung:
Da %1 und A1 nur auf den Zustand ausH1 (d.h. Subsystem 1) wirken, kann Sp1 %1A1

bestimmt werden, ohne dass man etwas über das Subsystem 2 weiß. Allerdings ge-
hen dadurch Informationen verloren, so kann man aus %1 nicht mehr den kompletten
% finden.

• (B) Unabhängigkeit & Gemische
Definition:
Zwei Subsysteme eines quantenmechanischen Systems heißen unabhängig, wenn % =
%1 ⊗ %2 gilt (d.h. wenn der Dichteoperator des gesamten Systems sich aus dem
Tensorprodukt der reduzierten Dichteoperators der beiden Subsysteme zusammen
setzt.)
Das bedeutet für die Matrixdarstellung von %:

〈n|%|n′〉 = 〈n1|1 〈n2|2 %1 ⊗ %2 |n
′

1〉1 |n
′

2〉2
= 〈n1|1%1|n

′

1〉1 ⊗ 〈n2|2%2|n
′

2〉2 (1.40)
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Satz:
Gehört der reduzierte Dichteoperator %1 zu einem reinen Zustand, dann muss das Subsy-
stem 1 vom Rest (hier Subsystem 2) unabhängig sein.
Beweis:
Zu zeigen ist die Behauptung

Sp1 %
2
1 = 1 ⇒ % = %1 ⊗ %2

Ein beliebiger Dichteoperator auf H lautet in der Eigenbasis (mit den Eigenwerte pn):

% =
∑
n

pn |n〉〈n|

wobei |n〉 =
∑
n

c
(n)
n |n〉 die Orthonormalbasis von H ist. Somit kann % mit |n〉 = |n1〉2 |n2〉2

% geschrieben werden als:

% =
∑
nnn

′

pn

(
c
(n)

n
′

)∗ (
c(n)
n

)
|n〉〈n′|

Geht man damit in die Definition des reduzierten Dichteoperators :

%1 = Sp2% =
∑
n2

〈n2|2 % |n2〉2

so erhält man für %1:

%1 =
∑
nn1 n

′
1

pn |n1〉1 〈n
′

1|1
∑
n2

(
c
(n)

n
′
1 n2

)∗
c(n)
n1 n2

Da %1 rein sein soll, muss natürlich auch gelten: %1 = |ψ〉1〈ψ|1.
Man kommt nun im Beweis weiter voran, wenn man die Orthonormalbasis in H so wählt,
dass ψ〉1 = |n(0)

1 〉1 ist, dann müssen nämlich alle anderen Summanden verschwinden:

%1 = |n0
1〉1〈n0

1|1

0 =
∑
nn2

pn

(
c
(n)

n
′
1 n2

)∗
c(n)
n1 n2

für n1 6= n
(0)
1 6= n

′

1

Bei der speziellen Wahl von n1 = n
′
1 6= n0

1 sieht man:∑
nn2

Pn|c(n)
n1 n2

|2 = 0

was bedeutet, dass cn1 n2
= 0 für alle n2 & n1 6= n0

1. Damit erhält der Dichteoperator die
folgende Darstellung:

% =
∑
n

∑
n2 n

′
2

pn

(
c
(n)

n0
1 n

′
2

)∗
· c(n)

n0
1 n2

|n0
1〉1 |n2〉2 〈n0

1|1〈n
′

2|2

=: |n0
1〉1〈n0

1|1︸ ︷︷ ︸
reiner Zustand auf H1

⊗%2 =: %1 ⊗ %2



22 KAPITEL 1. VORBETRACHTUNGEN

Fazit:
Reduzierte Dichteoperatoren %1 eines Subsystems sind fast immer Gemische, vor allem
wenn sie in Kontakt mit der ”Umgebung” sind. Beim Licht, macht diese Tatsache gerade
den Unterschied zwischen einer Lampe und einem Laser aus, während aus einer Lampe
nur gemischte Zustände emittiert werden, approximiert ein Laser in hohem Grade einen
reinen Zustand.
Fast immer gibt es Korrelationen zwischen den Subsystemen 1 und 2 (Wechselwirkungen).
Gemische liegen auch dann vor, wenn das Subsystem 2 unkontrolliert ist und deshalb
viele/alle seiner Zustände annimmt. (Ein Beispiel hierfür ist die Übungsaufgabe 9)
Bemerkung:
Für den Operator A1 können Korrelationen definiert werden:

Kij =< ∆Ai∆Aj >= Sp (∆Ai∆Aj%) (1.41)

mit ∆Ai = Ai− < Ai >
Diese Korellationen erfüllen Kij = 0 wenn Ai auf H1 und Aj auf H2 wirken und die
Subsysteme 1 & 2 unabhängig sind.
Beweis:

Kij = Sp (%1 ⊗ %2 ·∆Ai∆Aj)
= Sp1 (%1∆Ai) · Sp2 (%2∆Aj) = 0

Auf Grund der Definition von ∆Ai
Für nicht kommutierende Operatoren Ai & Aj istKij 6= Kji möglich. (subtiler Unterschied
der Quantenmechanik ) wiederum gilt aber:∑

ij

α∗i K̃ijαj =
∑
ij

(Sp (%∆A∗
i∆Aj))α

∗
iαj ≥ 0 (1.42)

= Sp (%|X|2 (1.43)

mit X =
∑
i

αi∆Ai

1.2.4 Von-Neumann-Gleichung

Die Zeitentwicklung eines reinen Dichteoperators % = |ψ〉〈ψ| folgt aus der Schrödinger-
Gleichung

∂t〈ψ(t)| = i

~
〈ψ(t)|H(t)

i~∂t%(t) = i~∂t|ψ(t)〉〈ψ(t)|
∗
= H(t)%(t)− %(t)H(t)

= [H,%]

In * wurde die Produktregel verwendet.
Werden im Gemisch % =

∑
i

p̃i |ψ〉〈ψi| die p̃i als konstant angenommen, so gilt dort eben-

falls:

∂t%(t) = − i

~
[H(t),%(t)] (1.44)
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Dies ist die von-Neumann-Gleichung.
Bemerkung:

Im Heisenberg-Bild gilt d
dt
AH(t) = i

~ [H,AH ] mit umgekehrten Vorzeichen. Dies ist eine

Andeutung darauf, dass % kein geqöhnlicher (Heisenberg) Operator ist. Eigentlich ist
der Dichteoperator eine Abbildung, die allen Operatoren ihren Mittelwert zuordnet, und
davon abhängt in welchem quantenmechanischen Mikrozusatnd das System ist.
Bemerkung:

• Wenn ρ = ρ(H) ⇒ ∂tρ = 0 weil eine Funktion des Hamiltonoperators mit diesem
kommutiert.

1.3 Klassische Statistik

1.3.1 Der Phasenraum

Dem Makrozustand eine N-Teilchen-Systems wird eine Wahrscheinlichkeitsdichte (Pha-
senraumverteilungsfunktion)

ρ (r1, ..., rN , p1
, ...,p

N
, t) = ρ ({r}), {p}, t) = ρ (Γ) (1.45)

im 6N-dimensionalen Phasenraum zugeordnet, so dass

ρ(ΓN) dΓn

mit

dΓN =
1

N !
· 1

h3N
·
N∏
i=1

d3ri d3pi

(dem normierten Phasenraumvolumenelement) die Wahrscheinlichkeit ist, dass das Sy-
stem den Mikrozustand mit

({r}, {p}) ∈ [({r}, {p}, {r + dr}, {p+ dp})]

annimmt. Die Normierung 1
N !
· 1
h3N folgt aus der Quantenstatistik.

Der Mittelwert einer beliebigen Funktion A(ΓN) im Phasenraum lautet:

〈A〉 =

∫
dΓN ρ(ΓN)A(ΓN) (1.46)

Liegt der Makrozustand genau in einem Mikrozustand vor, d.h. sind alle Orte und Impulse
bekannt, lautet ρ:

ρmicro = h3N N !
N∏
i=1

δ (ri − ri(t)) δ (p
i
− p

i
(t)) (1.47)



24 KAPITEL 1. VORBETRACHTUNGEN

wobei die ri(t) und p
i
(t) der Trajektorie der Teilchen entspricht. In diesem Fall ist der

Mittelwert einer solchen beliebigen Funktion im Phasenraum:

〈A〉 = A({r(t)},{p(t)}) (1.48)

Bemerkungen:

• Da ρ eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, gilt die Diskussion von § 1.1 (z.B. ρ erfüllt
also ρ ≥ 0 und Normierung auf 1)

1.3.2 Liouville-Theorem und Liouville-Gleichung

Die Bewegung der Teilchen folgt aus den Hamilton-Gleichungen

ṙi =
∂H

∂p
i

und ṗ
i
= −∂H

∂ri

Die Zeitentwicklung eines Makrozustandes (ρ dΓN) besteht aus

• a) ... der Zeitabhängigkeit des Phasenraumvolumenelementes

• b) ... der Zeitabhängigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte ρ

weil die Wahrscheinlichkeit von beiden Faktoren abhängt. Das Liouville-Theorem sagt nun
aus, dass das Phasenraumvolumenelementes zeitlich konstant ist unter den Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen.

dΓN(t) = const. (1.49)

Um dies zu beweisen, schauen wir uns die Jacobi-Determinante der Variablentransforma-
tion an:

{r(t0)}, {p(t0)}
H.Gl.→ {r(t)}, {p(t)}

Hier erhalten wir also aus den Anfangswerten die Lösung der hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen. Die Behauptung ist nun:

J =
∂({r(t)}, {p(t)})
∂({r(t0)}, {p(t0)})

= 1

Den Beweis hierzu führen wir im Eindimensionalen:

d

dt
J(t) =

d

ds
J(t+s)|s=0 =

d

ds

∂ (r(t+ s), p(t+ s))

∂ (r0, p0)
|s=0 =

d

ds

(
∂ (r(t+ s), p(t+ s))

∂ (r0, p0)
· (∂r(t), p(t))

∂(r0, t0)

)
und mit den Gleichungen

r(t) = r0 +
∂H

∂p
|r0,p0 +O(t2)

p(t) = p0 −
∂H

∂q
|r0,p0 +O(t2)

folgt:
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d

dt
J(t) =

d

dt
det

(
1 + ∂2H

∂r ∂p
|r0,p0 · t ∂2H

∂p2
|r0,p0 · t

∂2H
∂r2
|r0,p0 · t ∂2H

∂p∂r
|r0,p0 · t

)
=

∂2H

∂r ∂p
|r0,p0 −

∂2H

∂p ∂r
|r0,p0 = 0

Daraus folgt die Aussage J(t) = 1, was zu beweisen war.

Bemerkungen:

• Der Grund, dass die statistische Mechanik im Phasenraum nur im Phasenraum
arbeitet ist die Tatsache, dass wir nur ρ(ΓN , t) berücksichtigen müssen.

Die Liouville-Gleichung:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte erfüllt mit der Poisson-Klammer:

∂

∂t
ρ = {H, ρ} =

N∑
i=1

∂H

∂ri
· ∂H
∂p

i

− ∂H

∂p
i

· ∂H
∂ri

(1.50)

Beweis:
Da die Volumenelemente dΓn(t) im Phasenraum entlang einer Trajektorie konstant sind,
nicht enden und sich nicht schneiden, folgt aus der Forderung, dass Wahrscheinlichkeit
W = ρ dΓN = konst. entlang einer Trajektorie sein soll, die Erhaltung von ρ:

0 = ρ ({r(t+ dt)}, {p(t+ dt)}, t+ dt)− ρ({r(t)}, {p(t)}, t) = δ%

=

(
∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

∂ρ

∂ri
ṙi +

∂ρ

∂p
i

ṗ
i

)
dt (1.51)

∗
=

(
∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

∂ρ

∂ri
· ∂H
∂p

i

− ∂ρ

∂p
i

· ∂H
∂q

i

)
dt

In * wurden die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen eingesetzt. Bemerkung:

• Die Zeitabhängigkeit eines Mittelwertes 〈A〉 hat zwei Interpretationen.

〈A〉(t) =

∫
dΓN(t0) ρ (ΓN(t0), t0)A ({r(t)}, {p(t)})

...eine Trajektorie mit den Startwerten {r(t0)}, {p(t0)}, oder

〈A〉(t) =

∫
dΓN(t) ρ

(
r0({r(t)},{p(t)}), p0

({r(t)},{p(t)})
)
A ({r(t)},{p(t)})

... in Abhängigkeit von {r(t)},{p(t)} aber mit rückwärts laufender Trajektorie, wel-
che allerdings die Anfangsbedingungen erfüllt

• Wenn ρ = ρ (H, t), dann gilt ∂
∂t
ρ = 0, wegen:

{ρ (H, t), H} = 0
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1.4 Wichtige Gesamtheiten (Ensemble) und einführen-

de Beispiele

1.4.1 Das Beispiel paramagnetischer Salze

Hierbei handelt es sich um Kristalle mit nichtwechselwirkenden lokalisierten magnetischen
Momenten M i. In externen magnetischen Feldern richten sich diese aus und weisen eine
Magnetisierung M auf. Beobachtungen sind:

• Die magnetische Suszeptibilität ist definiert durch χm = 1
V
· ∂M
∂B

= M2
c

kBT
mit der

Curiekonstanten M2
c . Diese Formel wurde aus experimentellen Befunden abgeleitet.

• Die Curie-Konstante ist positiv und lässt sich schreiben als

0 <
M2

c

kB
=
N

V
· µ

2
B

kB
· konst.

mit µB als bohrschem Magneton und N
V

als Dichte der magnetischen Momenten.

• Die Magnetisierung ist nicht von zwei Variablen unabhängig, da gilt:

M(T,B) = M

(
B

T

)

Abbildung 1.2: Magnetisierungskurven

Unsere zentrale Annahme ist: Die magnetischen Momente wechselwirken nicht unterein-
ander. Deshalb nehmen wir als Beispiel für folgende Überlegungen.

1.4.2 Der kanonische Dichteoperator

Das folgende System sei im thermodynamischen Gleichgewicht.
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Abbildung 1.3: System aus zwei Subsystemen

Wir betrachten die erhaltene Gesamtenergie. Sie lautet:

E = E1 + E2 + UWW

Die Energien in den Subsystemen kommt von den systeminternen Wechselwirkungen. Die
Wechselwirkung der beiden Subsysteme funktioniert natürlich nur über die Grenzschicht.
Daraus gilt für das Volumen:

UWW ∝ V
2
3

da die Fläche nur quadratisch skaliert, während das Volumen mit der dritten Potenz
anwächst. Es gilt also im Grenzfall:

E → E1 + E2 für V →∞

wie bei zwei unabhängigen Subsystemen, welche eine Wahrscheinlichkeitsdichte

ρ = ρ1 ⊗ ρ2

besitzen. Die Energie als einzige Erhaltungsgröße legt die Forderung nahe, dass:

ρ(E) = ρ1(E1)⊗ ρ2(E2)

Unter Annahme identischer Funktionen ρi, da die Unterteilung ja künstlich war, folgt:

ρ(E) =
1

Z
· e−βE (1.52)

Dies ist eine eindeutige Lösung mit der Normierung

Z(β) = Sp
(
e−βE

)
(1.53)

und der unbestimmte Parameter kann (klassisch) aus dem Mittelwert 〈E〉 bestimmt wer-
den, also

〈E〉 =
1

Z
SpE · e−βE oder 〈E〉 =

∫
dΓN ρ(ΓN)E

Annahme: Auch die Verteilung auf mikroskopische Energieniveaus sei durch diese Vertei-
lungsfunktion charakterisiert. Mit dem Hamiltonoperator H und der Orthonormalbasis
{|n〉} des Hilbertraums haben wir:

ρ(β) =
1

Z(β)
e−βH

Z(β) = Sp e−βH (1.54)

In Matrix-Darstellung sieht das folgendermaßen aus:

Z(β) =
∑
n

〈n| e−βH |n〉
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und berücksichtigt man die Eigenwertgleichung

H |n〉 = En |n〉

folgt daraus:

Z(β) =
∑
n

e−βEn · wn =
∑
n

〈n| e−βH |n〉 · wn (1.55)

wobei das wn für die Entartung des En-ten Niveaus steht.

Damit erhalten wir für den Mittelwert:

〈E〉 = Sp ρβH =
1

Z

∑
n

wnEne
−βEn =

−1

Z
∂β
∑
n

wne
−βEn =

−1

Z
∂β Z(β)

= −∂β lnZ(β) (1.56)

Der Parameter β wird als β = 1
kBT

mit der Boltzmann- Konstanten kB = 1,38 · 10−23 J
K

und der absoluten Temperatur T identifiziert werden.

Wenn das System von weiteren extern kontrollierten (z.B. dem Volumen) oder gar elek-
tromagnetischen (z.B die magn. Flussdichte) Größen abhängt, so ändert sich H gemäß
∂V H 6= 0 bzw. ∂BH 6= 0 und ρβ wird damit zu ρβ(T,V,B). Die damit bestimmten Mit-
telwerte

• Druck 〈P 〉 = P (V,T,B) = −Sp ρβ
∂H
∂V

• Magnetisierung 〈M〉 = M(V,T,B) = −Sp ρβ
∂H
∂B

haben wichtige physikalische Bedeutung.

1.4.3 Fortsetzung des Curie-Paramagnetismus

[A] Das Modell:
Wir betrachten N nicht wechselwirkende magnetische Momente µ

i
mit i = 1,...,N und

der Größe µ
i

= µB · σi, wobei die σ die Pauli-Matrizen im gegebenen Magnetfeld (z.B.
in z-Richtung) sind, und das System im Kontakt mit einem Wärmebad (Phononen)ist,
welches die Temperatur festlegt. Es liegt also eine kanonische Gesamtheit vor.

Der Hamiltonoperator lautet:

H =
N∑
i=1

µBB σz,i

Der Hilbertraum ist 2N -dimensional und hat die Orthonormalbasis:

{|σ1...σN〉 = |σ1〉1|σ2〉2...|σN〉N}

welche die Eigenwerte σi = ±1 haben. Der kanonische Dichteoperator für dieses System
lautet:
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ρβ =
1

Z(β,B,N)
· e−βµBB

∑N σz,i (1.57)

mit der Abkürzung ε = µBB
kBT

= βµBB, welche das Verhältnis von magnetischer zu ther-
mischer Energie entspricht. Die Zustandssumme in Matrixdarstellung lässt sich schreiben
als

Z =
1∑

σ1=−1

1∑
σ2=−1

...
1∑

σN=−1

〈σ1...σN | e−ε
∑N σz,i |σ1...σN〉

=

(
1∑

σ1=−1

(
〈σ1| e−εσz,1 |σ1〉

))
...

(
1∑

σN=−1

(
〈σN | e−εσz,N |σN〉

))
(1.58)

also haben wir die einfache Relation, da alle Spins äquivalent sind

Z(N) = (Z1)
N

mit

Z1 =
1∑

σ1=−1

〈σi| e−εσz,i |σi〉i

Dies gilt allgemein für N unabhängige identische Subsysteme mit Z1 als Zustand eines
einzigen Subsystems. Hier haben wir:

Z1 = e−ε + e+ε

was nichts anderes bedeutet als:

1

Z1

〈σi| e−iσi |σi〉 = P1(σi = ±1) =
1

Z1

e∓ε

Dieser Faktor ist einfach nur die Wahrscheinlichkeit, dass der Spin nach oben oder nach
unten zeigt. Diese können wir klassisch schreiben als:

p1 (σi = ±1) =
1

e−ε + e+ε
· e±ε (1.59)

Das klassische Analogon hierzu: Wegen der Unterscheidbarkeit der Spins und weil alle
Operatoren kommutieren ist das Problem äquivalent zum klassischen Problem von N
Versuchen, wo mit pi(+1) der Wert +1 und mit der Wahrscheinlichkeit pi(−1) der Wert
-1 im i-ten Versuch angenommen wird.

[B] Ergebnisse:

• (i) Die mittlere Energie ist:

E = 〈E〉 = − ∂

∂β
lnZN

1 = NµβB ·
e−ε − e+ε

e−ε + e+ε
=
N

Z1

Spi
ε

β
σz,i · e−εσz,i = Sp ρβH
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• (ii) Die mittlere Magnetisierung lässt sich ebenso bestimmen:

〈M〉 =
1

Z
Sp

(
−µB

N∑
i=1

σz,i

)
· e−ε

∑
σz,j =

µB
Z
∂ε Sp e−βH︸ ︷︷ ︸

Z

= µB∂ε lnZ =
∂

∂(βB)
lnZ

also ist

〈M〉 =
∂

∂B

1

β
lnZ

• (iii) Die magnetische Suszeptibilität beiB = 0 erhält man mittels Taylor-Entwicklung
aus:

〈M〉 = NµB
2ε

2 + ...
.
= Nµ2

B

B

kBT
+ . . .

und sie lässt sich bestimmen zu

χm =
1

V

∂〈M〉
∂B

|B=0 =
N

V
µ2
B

1

kBT

Dies nennt man das Curie-Gesetz, ein Beispiel für ein Dissipationsfluktuations-
theorem, da gilt:

〈∆M2〉 = 〈(M − 〈M〉)2〉 = 〈M2〉|B=0 = µ2
B

(
∂

∂ε

)2

lnZ|B=0

=
1

β
· ∂〈M〉
∂B

|B=0 = 〈∆M2〉 (1.60)

Die Änderung des Mittelwerts bei einer Änderung des äußeren Feldes ist also das
Produkt aus 1

kBT
mit der Größe der Fluktuationen.

• (iv) Entropie S := −kBSp % ln %
Die Definition der Entropie sowie eine Diskussion darüber folgt weiter unten.
Wir erinnern uns an die bisherigen Ergebnisse in der kanonischen Gesamtheit:

Z1 = e−ε + e+ε

< E >= E = NµBB tanh ε = NµBB
e−ε − e+ε

e−ε + e−ε

mit ε := βµBB =
µBB

kBT

%β =
1

Z
e−βH

Damit erhalten wir:
S

kB
= −Sp %β ln

(
1

Z
e−βH

)
mit den Rechenregeln für den Logarithmus folgt dann weiter:

S

kB
= −Sp %β (− lnZ − βH) = β < H > +Sp %β lnZ = β < H > + lnZ
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Dabei gilt das letzte Gleicheitszeichen, weil der Logarithmus von Z eine Zahl ist
und man mit Sp %β lnZ den Mittelwert dieser Zahl bildet, der sich selbstverständ-
lich nicht von der Zahl unterscheidet.
Allgemein in der kanonischen Gesamtheit gilt also:

S = kB (lnZ + β < E >) (1.61)

Und speziell in dem von uns betrachteten Fall erhalten wir:

S

kB
= N ·

(
ln(e−ε + eε) + ε

e−ε − eε

e−ε + eε

)
Dies lässt sich durch Multilikation mit 1 sowie durch ”sortieren” umordnen zu:

S

NkB
= −e

ε + e−ε

eε + e−ε
ln

1

e−ε + eε
− e−ε

eε + e−ε
ln e−ε − eε

e−ε + eε
ln eε

= −
[

eε

eε + e−ε
ln

eε

eε + e−ε
+

e−ε

eε + e−ε
ln

e−ε

eε + e−ε

]
(1.62)

Damit haben wir die Eigenwertdarstellung von S zu einem Spin, der mit der Wahr-
scheinlichkeit p1(σi = ±1) = e±ε

eε+e−ε in Richtung up bzw. down zeigt.

Graphisch diskutieren wir S
NkB

, dabei haben wir N in dem Nenner gewählt, da S
eine extensive Größe ist und somit mit N skaliert.
Für kleine Temperaturen T → 0 erkennt man, dass S

kBN
ein nicht-analytisches Ver-

halten annimmt, da sich exp− 1
x

nicht als Taylor-Reihe entwickeln lässt- S
kBN

verhält sich in diesem Bereich wie exp− ∆E
kBT

. Solches Verhalten tritt immer auf
bei endlichen Energieabständen ∆E = 2µBB der angeregten Zustände über dem
Grundzustand.

• (v) spezifische Wärme
Wir wollen diesen Abschnitt mit der Motivation zur spezifischen Wärme beginnen,
damit klar wird, wie häufig diese Größe von Nutzen ist.
Die spezifische Wärme C = C(β,N,B) ist eine Funktion der Temperatur, der Zahl
der Spins und des Magnetfelds. Sie ist definiert als Änderung der Energie bei einer
infinitesimalen Temperaturänderung:

C(β,B,N) :=
∂E(T,B,N)

∂T
(1.63)
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Sie ist eine wichtige Größe in der kanonischen Gesamtheit, da sie bis auf einen Vor-
faktor der Varianz der Energiefluktuation entspricht:

C =
∂E

∂T
= T · ∂S(β,N,B)

∂T
(1.64)

=
1

kBT 2

〈
(H− < E >)2〉 (1.65)

Zum Beweis dieser Relationen betrachten wir mit Blick auf das postulierte Ergebnis
die zweite Ableitung des Logarithmus der Zustandssumme und verwenden das weiter
vorne gezeigte: ∂

∂β
lnZ = − < E >:

(
∂

∂β

)2

lnZ = − ∂

∂β
< E >= −∂T

∂β

∂ < E >

∂T
= − 1

∂β

∂T

· ∂ < E >

∂T

= kBT
2 · C(T,B,N)

= − ∂

∂β

1

Z
Sp He−βH =

1

Z
Sp He−βH︸ ︷︷ ︸

=<E>

· 1

Z

∂

∂β
Z︸ ︷︷ ︸

=−<E>

+
1

Z
Sp H2e−βH

=< H2 > − < E >2=
〈
(H− < E >)2〉

Dies liefert die einfachste Methode um die spezifische Wärme zu berechnen:

C(β,N,B) =
1

kBT 2

(
∂

∂β

)2

lnZ (1.66)

Gleichzeitig gilt:

T · ∂S(β,B,N)

∂T
= − 1

kBT

∂

∂β
kB (lnZ(β,B,N) + βE(β,B,N))

= − 1

T

(
− < E > + < E > +

1

kBT

∂ < E >

∂β

)
= − 1

kBT 2
· ∂ < E >

∂β

C misst also die Varianz der Energiefluktuation in der kanonischen Gesamtheit.
Speziell wieder in dem von uns betrachteten Fall ergibt sich C zu:

C =
∂E

∂T
=
µBB

kBT 2
· ∂ < E >

∂ε
=
N µ2

BB
2

kBT 2
· 1(

cosh(
µBB

kBT
)

)2

Die wichtigste Aussage ist, dass C mit N skaliert.
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Jede Größe, die mit N skaliert nennen wir eine extensive Größe, somit ist auch die
spezifische Wärme eine extensive Größe. (Wie schon im zentralen Grenzwertsatz,
ist die Energie eine additive Größe.)
Wir betrachten nun zwei Fälle:

– Im ersten Fall ist kBT � µBB:
Hier sind die Spins ohnehin ungeordnet, somit ändert eine Temperaturänderung
∆T die Energie kaum. (C ∝ 1

T 2 weil 〈∆E2〉 ≈ Nµ2
BB

2 = const.)

– Im zweiten Fall ist kBT � µBB:
Die Energie geht in diesem Grenzfall gegen die untere Grenze, d.h. die Spins
ordnen sich parallel zum angelegten Magnetfeld und sind sozusagen eingefro-
ren. Eine Temperaturänderung ∆T kann keine Spins bewegen.
Das Verhalten von C

NkB
im zweiten Grenzfall wird beim paramagnetischen

Kühlen verwendet.

Anmerkung:
Dieses einfache Modell von unabhängigen Spins liefert nur Paramagnetismus und
bietet keinen Übergang zum Ferromagnetismus.

• [C] Diskussion & Thermodynamik:
Nun wollen wir den Zusammenhang zwischen statistischer Mechanik und der Ther-
modynamik beleuchten.
Wir rufen in Erinnerung:

Z = Sp e−βH = Z(β,B,N) weil H = −
N∑
i=1

µBBσz,i

& < E >= E = − ∂

∂β
lnZ(β,B,N) = E(β,B,N)

Damit ergibt sich:

lnZ(β,B,N) + βE = lnZ(β)−
(
− ∂

∂β
lnZ(β)

)
β =

S(E,N,B)

kB
(1.67)

Wir sehen, dass dies eine Legendre-Transformation ist, da eine Funktion von β
zu einer Funktion der Energie wird, in dem −∂ lnZ(β)

∂β
β abgezogen wird.
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S(E) ist somit die Entropie der Thermodynamik mit der Rücktransformation:

lnZ =
S(E)

kB
− βE =

S(E)

kB
− β(E)E (1.68)

wobei

β(E) =
1

kB

∂S(E,N,B)

∂E
(1.69)

die zur Energie gehörende konjungierte Größe ist.
Wegen:

E

µBBN
=
e−ε − eε

eε + e−ε
= ∓

(
1− 2e±ε

eε + e−ε

)
ist:

p1(σi = ±1) =
e∓ε

eε + e−ε
=

1

2

(
1± E

NµBB

)
Somit folgt für S

kBN
(s. auch Aufgaben 11 & 16):

S

kBN
=

1 + r

2
ln

2

1 + r
+

1− r

2
ln

2

1− r
(1.70)

Daraus folgt nun:

β =
∂S/kB
∂E

=
1

µBB
· ∂S/kBN

∂r
=

1

2µBB
ln

1− r

1 + r

Anmerkungen:
Für |E| < NµBB wird also S ≈ kB ln 2N︸︷︷︸

∗

. Dabei ist * die Gesamtzahl aller mögli-

chen Einstellungen.
Aufgabe 16 beschreibt das exponentielle Anwachsen der Zahl von Spineinstellungen
bei gegebener Energie:

W (E ≤ H ≤ E + ∆E) ∝ eS/kB

S misst also die Anzahl der möglichen Mikrozustände (das sind die möglichen Ein-
stellungen), d.h. S ist ein Maß für die Unordnung des Systems.
Im mikrokanonischen Ensemble wird sich ergeben:

S = −kBSp % ln % (1.71)

wobei mikrokanonisch % = 1
W

gilt. Also ist die Entropie eines idealen Gases gegeben
durch:

S = −kBSp % ln
1

W︸ ︷︷ ︸
const.

= −kB ln
1

W
Sp %︸︷︷︸

=1

b = −kB ln
1

W
= kB lnW = Z (1.72)

= −kB
N∑
n=1

1

W (En)
ln

1

W (En)
= −kB ln

1

W

∑ 1

W︸ ︷︷ ︸
=1 , Normierung

= kB lnW (1.73)
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Diese einfache Interpretation, dass die Entropie dem Logarithmus der Zustandsum-
me entspricht, gilt aber nur mikrokanonisch.
Es ist ein ’Artefakt’ des Modells, dass β < 0 für E > 0 gelten muss. Dies hängt da-
mit zusammen, dass das Modell ein oberstes Energieniveau E ≤ NµBB auf Grund
der Tatsache, dass es nur endlich viele Energieniveaus gibt.
Experimentell ist der Fall β < 0 nur dann realisierbar, wenn das System von ande-
ren Freiheitsgraden abgekoppelt ist und völlig isoliert betrachtet werden kann. (Ein
Beispiel hierfür sind Laser, wo dies gerade der Fall ist.)
Allerdings wird sich ein negatives β-System immer so verhalten, als ob es eine Tem-
peratur hat, die größer ist als jedes andere System T > ∞. Hat das negative β-
System beispielsweise alle Spins nach oben (up) geklappt und versucht man seine
Temperatur zu messen, so kommt es im Zeitpunkt der Messung in Kontakt mit an-
deren Freiheitsgraden. Dadurch werden mit der Zeit die meisten Spins umgeklappt
und die Energie die in den Spin-up Einstellungen gespeichert war, wird frei gegeben.
Man registriert also eine sehr hohe Temperatur bei der Messung.

Zusammenfassung von Aufgabe 16 & §1.4.3:

Abbildung 1.4: a) 40 Spins geben 240 ≈ 1011 mögliche Einstellungen aber nur 2N + 1
Energieeigenwerte; b) mikrokanonisch: Die Anzahl der Zustände, die ins Intervall e+ dE
passen; c) kanonisch

Für die kanonische Zustandssumme gilt:

Z =
(
eε + e−ε

)N
=

2N∑
n=0

(
N
n

)
e−µBBβ(−N+2n)

Man erkennt also die mikrokanonische Zustandssumme (Nn ) wieder.
Sowohl die mikrokanonische, als auch die kanonische Betrachtung liefern identische Er-
gebnisse (z.B. für die Entropie S) im thermodynamischen Grenzfall (N →∞). Das dafür
immer wieder verwendete Argument ist, dass die Streuung ∆E

E
∝ 1√

N
auch in der kanoni-

schen Betrachtung unendlich dünn wird für N →∞.
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Den Übergang von der mikrokanonischen Betrachtung zur kanonischen kann am Beispiel
eines einzelnen Spins im thermodynamischen Gleichgewicht demonstriert werden:
Wir betrachten die marginale Wahrscheinlichkeit , dass der Spin i unabhängig von allen
anderen den Eigenwert σi = ±1 annimmt.
Dazu verwenden wir, dass die gemeinsame Wahrscheinlichkeit dem Produkt aus margi-
naler Wahrscheinlichkeit und konditioneller Wahrscheinlichkeit der n − 1 anderen Spins
unter der Voraussetzung, dass σi = ±1 bekannt ist, entspricht also:

p1(σi = ±1) = pN(E,σ1 . . . σN)/pN−1(σ1, . . . ,σi−1,σi+1, . . . ,σN |σi = ±1) (1.74)

o.B.d.A. kann man σi = σN setzen (da ja kein Spin irgendwie sich von den anderen
auszeichnet):

p1(σi = ±1) = pN(E,σ1 . . . σN)/pN−1(σ1, . . . ,σN−1︸ ︷︷ ︸
σN−1

|σi = ±1) (1.75)

Wegen der Unabhängigkeit der Spins ist die Bedingung innerhalb der konditionellen Wahr-
scheinlichkeit überflüssig geworden und es gilt:

pN−1(E,σ
(N−1)|σi = ±1) = pN−1(E ∓ µBB,σ

(N−1))

=
1

W

Wobei W die Zahl der Einstellungsmöglichkeiten von N − 1 Spins bei gegebenem E
′
=

E ∓ µBB ist.
Beispielsweise bei Ferromagneten gilt die Vereinfachung der konditionellen Wahrschein-
lichkeit nicht mehr, da dort die Spins sich immer parallel zueinander einstellen wollen und
man somit damit rechnen muss, dass sich unter Messung von σi = 1 auch alle anderen
Spins in dieselbe Richtung einstellen σi = σn = 1.
Mit:

pN ∝ e
−S(E,N,B)

kB

folgt:

kB ln p1(σi = ±1) = S(E ∓ µBB,N − 1)− S(E,N) (1.76)

Da im thermodynamischen Grenzfall (große N) N−1 ≈ N ist, reicht es aus, eine Taylor-
Entwicklung um E ∓ µBB = E zu machen:

kB ln p1(σi = ±1)
.
= ∓ ∂S(E,B,N)

∂E︸ ︷︷ ︸
β

µBB + . . .

= ∓βµBB

Mit der Normierung von p1, d.h. mit 1
Z1

folgt:

p1(σi = ±1) =
1

Z1

e∓βµBB (1.77)

Dies ist die kanonische Wahrscheinlichkeit , dass die Einstellung nicht bei fester Energie,
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sondern im Gleichgewicht (Energieaustausch) mit anderen Spins vorliegt.
Um S zu interpretieren benutzen wir den 2. Hauptsatz:
Die Magnetische Arbeit, wenn das B-Feld um dB geändert wird sei definiert als:

δW = − < M > dB (1.78)

Über die Bildung des totalen Differentials erhält man dann für die Energieänderung:

d < E >= d (− < M > B) = δW −B d < M >=: δW + δW︸︷︷︸
Wärmeänderung

Weil außerdem:
dlnZ(β,B) = − < E > dβ + β < M > dB

sowie:

lnZ =
S

kB
− β < E >

gilt, folgt:

β < M > dB = d lnZ+ < E > dβ

= d

(
S

kB

)
− d(β < E >)+ < E > dβ

= d

(
S

kB

)
− β d < E >

= d

(
S

kB

)
− β d (− < M > B)

= d

(
S

kB

)
+ βB d < M > +β < M > dB

Durch Vergleich erhält man dann also:

δQ = −B d < M >=
1

βkB
dS = T dS (1.79)

Dies bedeutet, dass T dS die Rolle der Wärmeänderung (Entropie in der Thermodynamik)
spielt.

1.4.4 Das klassische monoatomare ideale Gas

Das klassische ideale Gas besteht aus N nichtwechselwirkenden Punktladungen im Volu-
men V mit erhaltener Gesamtenergie:

H(ΓN) = E =
N∑
i=1

p2
i

2m

1.4.5 Mikrokanonischer Dichteoperator / Wahrscheinlichkeits-
dichte

Der Wert der (erhaltenen) Energie sei bekannt, und %m(E)∆E sei die Wahrscheinlichkeit
dass die Energie Werte im Intervall [E −∆E,E] annimmt.
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Da wir keine weiteren Aspekte des Systems kennen, müssen wir zunächst postulieren, dass
alle Zustände des Systems, welche auf die Energie E führen gleich wahrscheinlich sind.
Wir postulieren also die so genannte gleiche a priori Wahrscheinlichkeit , welche ein
wichtiges Konzept der statistischen Mechanik darstellt.:

%m(E)∆E =
1

W
(1.80)

Mit W der Zahl aller möglichen Mikrozustände mit Energie ∈ [E −∆E,E].
Da alle Zustände gleich wahrscheinlich sind, entspricht die Normierung der Zustandssum-
me.
Treten weitere externe Parameter auf, so wird:

%m = %m(E,V,N,B, . . .)

In der klassischen Statistik wird W mit dem Volumen im Phasenraum interpretiert, um
es zu bestimmen muss man über alle Orte & Impulse integrieren, für welche gilt:

E −∆E ≤ H({r},{p}) ≤ E

wobei das Volumenelement im Phasenraum

dV = d3r d3p
1

h3N

1

N !

lautet. Damit berechnet sich W als:

W =
N∏
i=1

∫
d3ri

∫
p3
i

1

h3N

1

N !
=

∫ N∏
i=1

d3ri d
3pi

1

h3N

1

N !
=:

∫
dΓN (1.81)

wobei der Integrationsbereich wie oben beschrieben E ≤ H({r},{p}) ≤ E + ∆E ist. Für
∆E → 0 wird dieses Integral zu:

W =

∫
dΓNδ

(
E −H({r},{p})

)

Abbildung 1.5: alle Zustände im Energieband sind gleich wahrscheinlich
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1.4.6 Fortsetzung: ideales Gas

• [A] Zustandssumme etc.

Im 6-N dimensionalen Phasenraum gilt:

W (E) = Ω(E)− Ω(E −∆E) (1.82)

wobei Ω(E) die Anzahl aller Zustände (entspricht dem Phasenraumvolumen) mit
H ≤ E ist.
Zur Berechnung von Ω führt man Polarkoordinaten im 3N-dimensionalen {p}-Raum
ein:

P 2 =
N∑
i=1

p2
i ≤ 2mE

ist die Länge des 3N-dimensionalen Vektors.

Ω(E) =

∫ N∏
i=1

d3ri d3pi
h3NN !

θ(E −H)

”
=

V N

h3NN !

∫ √
2mE

0

dP P 3N−1

∫
dΩ3N

Für das Oberflächenelement der 3N-dimensionalen Kugel findet man (s. etwa Auf-
gabe 24):

dΩ3N =
3Nπ3N/2(

3N

2

)
!

also insgesamt:

Ω(E) =
1

N !

1(
3N
2

)
!

(√2πmE

h

)3

V

N

(1.83)

Verwendet man nun noch die Stirling-Formel:

N ! ≈
(
N

e

)N
(1.84)
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so erhält man:

Ω(E) =

(
V

N

(
4πmE

3h2N

) 3
2

e
5
2

)N

(1.85)

Man beobachtet Ω(E) ≈ W (E). Also sind die extremalen Wahlmöglichkeiten ∆E =
E und ∆E → 0 ist äquivalent zu:

W︸︷︷︸
∆E→0

=

∫
dΓNδ(EH) = = Ω(E) · 3N

2E

Der Unterschied W
Ω

= 3N
2E

, was bei weiterer Rechnung (z.B. S = kB lnW ) völlig
irrelevant ist, da Ω(E) exponentiell mit N wächst und wir den thermodynamischen
Grenzfall N →∞ betrachten.
In diesem Grenzfall liegt das ganze Volumen der Kugel quasi nahe an der Oberfläche,
weshalb wir meistens Ω(E) verwenden.

Ω ist eine enorm steile Funktion, erst wenn man nahe an E ist, sieht man die Funk-
tion, ist sie aus ihrem Rauschen heraus gekommen, steigt sie sehr steil an.
Daraus folgt:

S

kB
:= lnW

.
= ln Ω(E) +O

(
ln
N∆E

E

)
⇒ S(E,N,V ) = NkB ln

[
V

N

(
4πmE

3h2N

) 3
2

e
5
2

]
+O (1.86)

(Sackur-Tetrode-Gleichung für ideale Gase)
Diese Gleichung legt die Thermodynamik, die wir kennen, fest. Wir erinnern uns:

1

kB
· ∂S(E,V,N)

∂E
= β =

1

kBT
=

3

2
· N
E

Also erhalten wir für die Energie die bekannte Beziehung:

E =
3

2
NkBT (1.87)

Für den Druck gilt:

P = T · ∂S(E,V,N)

∂V
= kBT ·

N

V
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und die Ableitung nach der Teilchenzahl gibt das chemische Potential:

µ = −T · ∂S(E,V,N)

∂N
= −T · S

N
+

5

2
kBT = kBT · ln

Pλ3
T

kBT

Die letztere Gleichung nennt man auch Gibbs-Duhem-Beziehung

• [B] Zusammenhang mit der Thermodynamik

– (i) Die Gibbssche Fundamentalform
Aus den partiellen Ableitungen folgt (weil dS = ∂S

∂E
dE + ...):

dS =
1

T
dE +

P

T
dV − µ

T
dN

⇒ dE = T dS − P dV + µ dN (1.88)

die sogenannte Gibbs-Fundamentalform.

Fazit: Die Interpretation von S = kB · lnW als Entropie der Thermodyna-
mik führt auf die thermodynamischen Relationen fürs Ideale Gas. Wir können
die Entropie also interpretieren als Zahl der Zustände, die mit einer gegebe-
nen Energie zusammenfallen. Sie ist also ein Maß dafür, welche Unordnung in
einem System herrscht.

– (ii) Die absolute Temperatur T = 1
kBβ

Aus der Thermodynamik ist bekannt, dass zwei Subsysteme im thermischen
Gleichgewicht die selbe Temperatur haben, wenn sie Energie austauschen können.
Den Beweis wollen wir hier für ein Teilchen des idealen Gases im thermischen
Kontakt mit den anderen durchführen:

p1(ri,pi) =

(∫ ′∏
j=1, j 6=i

d3rj d3p
j

1

N !
· 1

h3N
· θ

(
E −

p2
i

2m
−

′∑
j

p2
j

2m

))−1

∝
(∫

dp p3N−4

)−1

∝

(
1−

p2
i

2mE

)( 3N
2
−2)

(1.89)

mit p1 als marginaler Wahrscheinlichkeit und p
i
dem Impuls des i-ten Teilchens.

Und mit dem Grenzwert

(1− α

x
)x → e−α für x→∞

folgt:

p1(ri,pi) =
1

Z1

exp

(
− p2

i
4
3
mE

N

)
was mit 3E

2N
= β = 1

kBT
wird zu

p1(ri,pi) =
1

Z1

· e−
p2
i

2mkBT (1.90)

Dies ist die kanonische Maxwell-Verteilung. Sie definiert die Temperatur T als
absolute Temperatur. Als Messvorschrift kann man definieren:
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∗ Bringe das ideale Gas in Kontakt

∗ Im thermischen Gleichgewicht hat das Teilchen die Temperatur T

∗ Messe z.B. E = N · 3
2
kBT

1.5 Korrelationsfunktionen und Strukturfaktoren

1.5.1 Motivation

Der Makrozustand eines Systems sei durch den Dichteoperator ρ gegeben. Für i = 1,...,I
Größen bzw. Operatoren Ai, die erhalten seien (d.h. [H,Ai] = 0), sind die Korrelationen

Kij = 〈δAi, δAj〉 = Sp ρ(Ai − 〈Ai〉)(Aj − 〈Aj〉) (1.91)

Die Kij sind wichtig.
Bemerkung: Zur Definition von Kij, wenn die Größen nicht erhalten sind, also [H,Ai] 6=
0 siehe Aufgabe 31.

Abbildung 1.6: Zuordnung entlang der x-Achse

Gehören die Ai zu identischen Größen (z.B Spin 1
2
) entlang der x-Achse wie man auf

dem Bild sehen kann, dann entspricht die Differenz i− j einem Abstand xij = xi − xj =
(i−j)a und damit erhält man die sogenannte Korrelationsfunktion, die in unserem Beispiel
ortsabhängig ist:

Kij = K(xi,xj)

Sie ist definiert auf einem Gitter.

Definition:
Wir nennen ein System homogen oder translationsinvariant, wenn gilt:

〈Ai〉 = 〈Aj〉 für alle i,j

Hier hängt die Korrelationsfunktion nur vom Abstand ab.

Kij = K(xi,xj) = Ki−j

Für Beispiele betrachte man die Aufgaben 27 bis 30.

Bemerkungen:
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• Homogen bedeutet, dass es entlang der Kette keinen ausgezeichneten Punkt gibt, das
System also vollkommen translationsinvariant ist. In der Wahrscheinlichkeitstheorie
nennt man eine solche Folge von identischen Zufallsvariablen stationär.

• Wenn mit geeigneten Randbedingungen H lautet:

H =
∑
i

h0(Ai) +
∑
i

h1(A1,Ai+1) +
∑
i

h2(A1,Ai+2) + ... (1.92)

wir also nur Paar-Wechselwirkung mit den Nachbarn haben und eventuell durch
ein externes Feld und es gilt: ρ = ρ(H), dann kann das System homogen sein,
andernfalls liegt eine spontane Brechung der Symmetrie vor. Der Beweis geht über
die Translationsinvarianz von H. Wir können also alle Indizes verschieben: i′ = i−∆.
H bleibt deshalb invariant, weil über alle Indizes summiert wird.

1.5.2 Dichtefluktuationen für den klassischen Fall

• [A] Die Dichtekorrelationsfunktion
Für N Teilchen mit den Positionen ri mit i = 1,...,N gibt

ρ(r) =
N∑
i=1

δ(r − ri)

die fluktuierende Dichte am Ort r ∈ R3 an (wobei ρ(r,{ri)} auch eine Funktion im
Phasenraum ist). Sei ρ(Γ)eine zeitunabhängige klassische Verteilungsfunktion mit

〈...〉 =

∫
dΓ ρ(Γ)

Dann ist n(r) = 〈ρ(r)〉 die mittlere Teilchendichte am Ort r und die Dichtefluktua-
tion, bzw. die Korrelationsfunktion ist dann:

S(r, r′) = 〈δρ(r) δρ(r′)〉 (1.93)

Definition:
In einem homogenen System gilt:

n(r) = n(r + a) für alle a

S(r + a, r′ + a) = S(r − r′) (1.94)
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Zum Beweis betrachten wir a → 0. Durch Taylorentwicklung haben wir den Über-
gang:

n(r + a)− n(r) → a · ∇n = 0

n ist also konstant und es gilt:

∫
d3r = N = konst.

Definition:
In einem isotropen System gilt, dass S(r − r

′
) = S(|r − r

′|).
Bemerkung:

S(r) beschreibt, wie eine Dichtefluktuation δ%(r) im Abstand r vom Ursprung (durch
Wahl von r

′
= 0) mit einer anderen Dichtefluktuation im Ursprung zusammenhängt

(korreliert ist). Wir erwarten:

S(r − r
′
) =< δ%(r)δ%(r

′
) >

|r−r′ |→∞−→ < δ%(r) >< δ%(r
′
) >= 0

Wir erwarten also, dass die beiden Dichtefluktuationen unabhängig werden.

• [B] Paarverteilungsfunktion im homogenen isotropen System
Die Paarverteilungsfunktion g(r) ist eine anschauliche Größe, die Dichtefluktuatio-
nen beschreibt.
Definition:
Durch die Größe S(r) ist g(r) folgendermaßen definiert:

S(r) = n2 (g(r)− 1)︸ ︷︷ ︸
∗

+nδ(r)︸ ︷︷ ︸
∗∗

(1.95)

S(r) zerfällt also in zwei Teile:
* Korrelationsanteil durch Wechselwirkung der Teilchen
** Selbstkorrelation (der Abstand zu sich selbst ist ja 0)
Satz:

g(r) d3
r

V
ist die konditionelle Wahrscheinlichkeit , dass das Teilchen (bzw. sein Mit-

telpunkt) im Volumenelement d3r um den Ort r liegt, wobei gegeben sei, dass am
Ursprung ein anderes Teilchen sitzt.
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Abbildung 1.7: zur Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen mit seinem Mittelpunkt in dem
eingezeichneten Ring liegt
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g(r) lässt sich in dem Beispiel aus Abbildung 1.5.2 leicht bestimmen, in dem Man
einfach die Teilchen zählt, welche sich in der eingezeichneten Ringfläche befinden und
dann durch die Anzahl der Teilchen teilt, die sich bei einer homogenen Verteilung
innerhalb dieser Fläche befinden sollten (dies ist gerade die Fläche multipliziert mit
der Teilchendichte). Diese Division ist auf Grund der Normierung notwendig.
Für einen relativen Abstand r

a
< 2 ist die Wahrscheinlichkeit ein anderes Teilchen

zu finden gleich Null, hier kann sich ja kein Mittelpunkt eines Teilchen aufhalten,
weil zwei Teilchenmittelpunkte mindestens so weit entfernt sein müssen, wie der
Durchmesser eines Teilchen (amin = 2r).

Beweis:
Wir wollen nun die Darstellung von S(r,r

′
) mittels g(r) beweisen. Da S nur vom

Abstand der beiden Dichtefluktuationen abhängt (S = S(r − r
′
)) gilt:

< δ%(r)δ%(0) > +n2 = S(r) + n2 =
N∑
ij

< δ(r − ri)δ(rj) >

Also gilt bei einer Verschiebung von ri → ri − r
′
, dass < δ(r − ri + r

′
)δ(rj − r

′
) >

unabhängig von r
′
ist. Damit kann man S schreiben als:

S(r) + n2 =
1

V

∫
d3r

′∑
ij

< δ(r − ri + r
′
)δ(rj − r

′
) >

=
1

V

∫
d3r

′∑
ij

< δ(r − ri + rj)δ(rj − r
′
) >

=
1

V

N∑
i=j=1

∫
d3r

′
< δ(r)δ(ri − r

′
) > +

1

V

∑
i,j;i6=j

< δ(r − ri + rj)δ(rj − r
′
) >

=
N

V

∑
i

δ(r) +
1

V

∑
i,j;i6=j

< δ(r − ri + rj)

und wegen Äquivalenz der Teilchen gilt:

N

V
δ(r) +

N

V

∑
j 6=1

< δ(r + rj − r1) >
!
= nδ(r) + n2g(r)

Damit haben wir also g(r) gefunden:

g(r) =
1

n

N∑
j=2

< δ(r − (rj − r1)︸ ︷︷ ︸
∗

) > (1.96)

* ist der Abstand des j-ten Teilchens von r1 (Ursprung).
ng(r) ist also die mittlere Dichte anderer Teilchen im Abstand r vom Teilchen 1
welches am Ursprung festgehalten wird.
Die Normierung folgt aus:

1

V

∫
d3rg(r)

!
=

1

nV

∑
j 6=1

∫
d3r < δ(r − rj + r1) >=

1

N
(N − 1) = 1− 1

N

N≈1023

−→ 1

(1.97)



1.5. KORRELATIONSFUNKTIONEN UND STRUKTURFAKTOREN 47

Man erwartet auch, dass:

g(r →∞) =
∑
j 6=1

1

n
< δ(r − rj) >=

1

nV

∫
d3r
∑
j 6=1

< δ(r + r
′ − rj) >= 1− 1

N

Für große r muss auch rj groß sein und im Vergleich dazu ist r1 vernachlässigbar.
Für große Abstände erwarten wir also, dass der Ort des ersten Teilchens keine Rolle
mehr spielt für die Wahrscheinlichkeit am Ort r ein Teilchen zu finden.

• [C] Beispiel: Ein fast ideales Gas:

– (i) Definition:
Ein ideales Gas ist gegeben durch g(r) ≡ 1, wobei der Wert aus der Normierung
folgt.

Abbildung 1.8: zum idealen Gas

Die Wahrscheinlichkeit, in d3
r

V
zu sitzen ist unabhängig vom Teilchen am Ur-

sprung und von den anderen. Somit folgt im idealen Gas:

S(r) = nδ(r)i

– (ii) Ein verdünntes Gas mit harten Kugeln (Radius R):

Abbildung 1.9: verdünntes Gas

Wegen der starken Verdünnung, d.h. wegen der sehr kleinen Teilchendichte:
N
V
→ 0, ist die Wahrscheinlichkeit für Teilchen j unabhängig von anderen

Teilchen k 6= j , k 6= 1. Ab einem Abstand von a = 2R ist die Wahrschein-
lichkeit unabhängig von r (also konstant), weil beide Kugeln nicht überlappen.
Für a < 2R ist die Wahrscheinlichkeit 0 wegen dem ausgeschlossenen Volumen.

⇒ g(r) =

{
0 r < 2R
1 r ≥ 2R

(1.98)

S(r) = nδ(r)− n2Θ(2R− r) (1.99)

mit der Heaviside-Stufenfunktion Θ
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– iii) Zustandsgleichung:

Im Subsystem 1 fluktuierende Teilchenzahl:

δN1 =

∫
V1

d3rδ%(r)

durch einsetzen der Fluktuationsfuntkion erhält man dann:

< δN2
1 > =

∫
V1

d3r d3r
′
S(r − r

′
)

=

∫
V1

d3r d3r
′
< δ%(r)δ%(r

′
) >

= V1

∫
V1

d3rS(r)

=

{
V1n = N1 id. Gas

N1(1− n4π
∫ 2R

0
drr2) Gas harter Kugeln

Für das Gas harter Kugeln verwenden wir φ = 4π
3
NR3 1

V
und erkennen, dass

wir für N
V
→ 0 d.h. φ � 1 den Beginn einer Taylor-Entwicklung gefunden

haben:

< δN2
1 > = N1(1− 8

4π

3
nR3)

.
= N1

(
1− 8φ+O(φ2)

)
Zusammenfassend gilt also fürs ideale Gas:

< δN2
1 >= N1 (1.100)

vgl. zentraler Granzwertsatz:√
< δN2

1 >

N1

≈ 1√
N1

und für harte Kugeln (mit Taylor-Entwicklung) (wenn man nach der nächsten
Ordnung aufhört):

< δN2
1 >= N1

(
1− 8φ+O(φ2)

)
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Mit der thermodynamischen Beziehung siehe §3.4 gilt im Subsystem 1 (Indizies
werden weggelassen):
(vgl. mit < δE2 >= −∂E

∂β
)

< δN2 > = kBT
∂ < N > (T,V,µ)

∂µ
(1.101)

= kBTV
∂n(T,µ)

µ
weil nur < N > und V extensive Größen sind

Euler-Theorem
= kBTV

∂n(T,µ)

∂µ

wegen der Gibbs-Duhem-Relation:

mit µ = µ(T,P ) ⇒ ∂n(T,P )

∂P
=
∂n(T,µ)

∂µ
· ∂µ(P,T )

∂P

und mit P = P (T,µ):

∂µ(T,P )

∂P
=

(
∂P (T,µ)

∂µ

)−1

=
1

n

Weil in der großkanonischen Gesamtheit gitl:

Ω = −P (T,µ)V

∂Ω

∂µ
= −N

folgt:

−∂P (T,µ)

∂µ
= −N

V

somit folgt allgemein:

< δN2 >= kBTN
∂n(T,P )

∂P
=: kBTNκT (1.102)

wobei κT die isotherme Kompressibilität ist.
Hier gilt also:

∂P (T,n)

∂n
=

NkBT

< δN2 >
.
= kBT

(
1 + 8φ+O(φ2)

)

Bemerkung:
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∗ Ideales Gas PV = NkBT gilt, wenn g(r) ≡ 1 (Das ideale Gas ist immer
gut bei großer Verdünnung)

∗ Repulsion (hier das ausgeschlossene Volumen; Abstoßung) erhöht den Druck
P

• [D] Exkurs: Streutheorie (Licht, Röntgenstrahlung, Neutronen)

Abbildung 1.10: Streuexperimente

Hier bezeichnen wir den Wellenvektorübertrag mit q = k−k′. Bei elastischer Streu-
ung muss zusätzlich gelten, dass der gestreute Vektor k′ genau so lang ist wie der
einfallende Wellenvektor k. Hier gilt die Bragg-Beziehung (vgl. Festkörperphysik)
mit

q2 = |q|2 = |k − k′|2 = 2k2 − 2k2 · cosϑ = 4k2 · sin2 ϑ

2

mit k = 2π
λein

gilt:

q =
4π

λein
· sin ϑ

2

Die Amplitude am Detektor in Fernfeldnäherung (Die Richtung der Position r ist
parallel zu k′) erhalten wir aufgrund der Streuung am Teilchen i (mit dem Ort r)
in der sogenannten Bornschen Näherung:

Aausl ∝ 1

r
· eik′(r−ri)︸ ︷︷ ︸

∗

· eik·ri︸︷︷︸
∗∗

·f(k,k′)

*: auslaufende Kugelwelle
**: einlaufende Welle A am Ort ri
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wobei f die Streuamplitude aus der Atomphysik ist, die hier für uns jedoch uninter-
essant ist. Die totale Amplitude, die wir aus der Streuung an allen Teilchen erhalten,
ist nun

⇒ Aausl ∝ f

r
· eik·r ·

N∑
i=1

eiq·ri (1.103)

Der Detektor misst nun die Intensität

I ∝

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

eiq·ri

∣∣∣∣∣
2

=
∑
i,j

eiq·(ri−rj)

wobei das Minuszeichen durch das komplexe Konjugieren herrührt. Bei großen Streu-
volumina muss hier mit dem Dichteoperator ρ(r) gemittelt werden:

〈I〉 ∝ Ŝ(q) =
1

N

N∑
i,j=1

〈eiq·(ri−rj)〉 (1.104)

Es interessiert uns also lediglich die Proportionalität der Intensität zum Struktur-
faktor Ŝ.

• [E] Der Strukturfaktor

Ŝ(q) =
1

N
· 〈|

N∑
i=1

eiq·ri|2〉 ≥ 0

Bemerkung: Streuung ist traditionell die wichtigste Methode, um die Korrelati-
onsfunktion zu messen. Der Strukturfaktor Ŝ(q) ist die Fouriertransformierte der
Dichtefluktuation. Es gilt:

Ŝ(q) =
1

N

∫
d3r d3r′ eiq·(r−r

′) · S(r,r′) +
(n̂(q))2

N

Im homogenen Fall wird dies zu (s. Aufgabe 34):

Ŝ(q) = 1 + n

∫
d3r eiq·r · (g(r)− 1) +N δq,0

Hierbei ist δq,0 als Kroneckerdelta aufzufassen. Es ist also Ŝ(q) − 1 die Fourier-
transformierte von g(r)− 1 für q 6= 0. Der Beweis geht über:

∫
d3r d3r′ eiq(r−r

′) · S(r,r′) =

∫
d3r d3r′ eiq(r−r

′) ·

(∑
i,j

〈δ(r − ri) · δ(r − rj)〉 − n(r)n(r′)

)
= NŜ(q)− (n̂(q))2
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im homogenen System gilt nun:

N Ŝ(q)−N2δq,0 = Nn

∫
d3reiq·r · (g(r)− 1)−Nδq,0

Bemerkungen:
Kohärente Streuung...

– ... tritt z.B im Kristall bei langeichweitiger Ordnung auf liefert I ∝ NŜ ∝ N2

wie beim Gitter mit N Gitterstrichen und folgt aus (n̂(q))2

– ... entspricht der Röntgenstreuung an Kristallen zur Bestimmung des Gitters.
Im Kristall ist langreichweitige Ordnung definiert durch

〈ρ(r)〉 = n(r) = n(r + L)

für die Gittervektoren L

Abbildung 1.11: Periodische Dichtefunktion

n̂(q) =

∫
d3r n(r) · eiq·r =

V

VEZ

∫
d3r n(r) · eiq·r

∣∣∣∣
eiq·l !

=1

mit eiq·L = 1 für einen reziproken Gittervektor q = G. Daraus folgt für uns:

n̂(q) =
V

VEZ
· n̂(G) δq,G (1.105)

Damit haben wir die Proportionalität der Intensität mit N2:

I ∝ N Ŝ(q) ∝ (n̂(q))2 ∝ N2

Im homogenen Fall tritt kohärente Streuung nur für q = 0 auf, sonst geben

die Dichtefluktuationen Streuung I ∝ N , also Ŝ ∝ 1. Unabhängige, d.h. nicht
langreichweitig geordnete Dichtefluktuationen streuen gemäß dem Zentralen
Grenzwertsatz nur in der Ordnung N .
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– Im homogenen Subsystem 1 gilt

Ŝ(q → 0) → 〈δN2
1 〉

N1

= kBT ·
∂n(T,P )

∂P

wobei die Ableitung die isotherme Kompressibilität darstellt. Damit kann man
Ŝ(q)

kBT
als wellenlängenabhängige Kompressibilität interpretieren.

– Fürs Ideale Gas gilt Ŝ(q) = 1 für q 6= 0. Die Intensität ergibt sich durch die
Summation der einzelnen Intensitäten (inkohärente Addition der Intensitäten)
weil die Positionen alle unkorreliert sind.

Abbildung 1.12: Strukturfaktor

1.5.3 Schwankungen makroskopischer additiver Größen

Additive Größen entsprechen den extensiven Variablen der Thermodynamik, die mit der
Teilchenzahl skalieren. Nehmen wir z.B. eine makroskopische Größe A. (Wir erhalten
solche Größen über die Integration über ihre Dichte a(r).)

A =

∫
d3r a(r)

Betrachten wir den homogenen Fall:

〈A〉 =

∫
d3r 〈a(r)〉 = V 〈a〉 = N · 〈a〉

n

A ist somit extensiv. Als Beispiel kommen Energie, Magnetisierung und Fluktuations-
funktionen in Frage

SA(r − r′) = 〈δa(r)δa(r′)〉 |r−r′ |→∞−→ 〈δa(r)〉〈δa(r′)〉 = 0

Die Dichten a(r) & a(r
′
) werden also unabhängig voneinander, wenn der Betrag des

Abstands die Korrelationslänge ξ überschreitet. Die Schwankungen der makroskopischen
Variable A erfüllen also:
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〈δA2〉 =

∫
d3r d3r′ SA(r − r′) = V

∫
d3r SA(r)

woraus folgt:

< δA2 >∝ N · ξ
3 · konst.

n
= V ξ3 · konst.

Die Streuung dafür ergibt sich zu:√
〈δA2〉
〈A〉

∝ 1√
N

(1.106)

Typischerweise gilt also der zentrale Grenzwertsatz, weil die δa(r) für große |r − r′| > ξ
unabhängig sind.



Kapitel 2

Konzepte & Postulate der
statistischen Mechnik

2.1 thermisches Gleichgewicht

Bemerkung:

• Im Folgenden verwenden wir die Quantenmechanische Sprechweise (d.h. das Zählen
von Niveaus), da diese intuitiver ist. Nicht triviale Kommmutatoren [A,B] 6= 0
werden ignoriert; siehe Aufgabe 31.

• Ziel der statistischen Mechanik ist die Beschreibung eines realen Vielteilchensystems
mit N Teilchen (wobei N groß ist)

2.1.1 Systeme

Die statistische Mechanik definiert Klassen von Systemen durch Angabe des Hilbert-
Raums H, des Hamilton-Operators H & eines Dichteoperators %.

• [A] Isolierte Systeme
Der Hamilton-Operator H enthalte nur innere Kräfte (d.h. Operatoren auf H).
Unendlich hohe Potentiale (d.h. U = ∞ für Orte außerhalb des Volumens V , ver-
gleiche etwa dem unendlich hohen Potentialtopf der Quantenmechanik) isolieren das
System, somit kommt das Volumen V ins Spiel.
Alle folgenden Systeme können als Subsystem eines größeren isolierten Systems be-
trachtet werden. Die statistische Mechanik unterscheidet die Subsysteme danach,
wie das Subsystem sich an der Grenze zu anderen Systemen verhält. Isolierte Syste-
me sind nur eine Idealisierung und können in der Realität so nicht existieren.

• [B] Offenes (Sub-)System
Der Gesamt-Hamilton-Operator ist nicht symmetrisch aufgeteilt und lautet:

H = H1︸︷︷︸
∗

+ H2︸︷︷︸
∗∗

+ U︸︷︷︸
∗∗∗

(2.1)

*: H1 enthält alle Operatoren auf H1, aber auch noch wenige Operatoren fα auf H2,
d.h. alle kontrollierbaren externen Kräfte.

55
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**: Operator auf H2

***: U ist die Kopplung zwischen den Subsystemen 1 und 2 durch Wechselwirkun-
gen über die Oberfläche zu Subsystem 1.
Bemerkung:

– In U steckt z.B. auch der Teilchenaustausch & die potentiellen Wechselwir-
kungen z.B. U(ri − Rj) wobei ri aus Subsystem 1 und Rj aus Subsystem 2
ist.

– Die Kopplung U zwischen beiden Subsystemen soll immer ’klein’ sein, so dass
die Gesamtenergie E, d.h. der Erwartungswert des Gesamt-Hamilton-Operators
sich ergibt aus der Summe der Erwartungswerte der beiden Subsystem-Hamilton-
Operatoren :

E ≈ E1 + E2

(Ei ist die Gesamtenergie von Subsystem i)
Jedoch gilt nicht Ei = const., weil selbst für [H1,H2] = 0 (es wäre auch
[H1,H2] 6= 0 möglich, da [fα,H2] 6= 0 sein kann, weil fα ja auf H2 wirkt)
gilt:

d

dt
〈Hi〉

∗
=

d

dt
Sp %(t)Hi

∗∗
=
−i
~

Sp {[H,%]Hi}

∗∗∗
=

i

~
Sp {% [H,Hi]} = − i

~
Sp {[Hi,U ]}

i.a.

6= 0

*: Schrödinger-Bild
**: von-Neumann-Gleichung aus §1.2.4
***: zyklisches Vertauschen in der Spur
Durch die Kopplung fluktuieren E1 und E2.

– In die Berechnung von U muss mit eingehen, um was für eine Art von Wechsel-
wirkung es sich handelt (Lenard-Jones-Wechselwirkung, van-der-Waals-
Wechselwirkung etc.)

– Die Operatoren fα in H1 beschreiben mechanische, elektromagnetische, chemi-
sche Kräfte, die wir kennen & kontrollieren können.
Es gibt davon wenige. Ein Beispiel sind geladene Teilchen in Subsystem 2,
welche ein elektrisches Feld E erzeugen, das wiederum von den Teilchen in
Subsystem 1 gespürt wird.

Abbildung 2.1: Beispiel bekannter und kontrollierbarer Kräfte

Analoges folgt durch ein MagnetfeldB. Ein weiteres Beispiel wäre ein zeitabhängi-
ges Volumen, welches durch einen mechanischen Stempel realisiert wird, oder
ein Schwerepotential, wobei dann Subsystem 2 der Erde entspricht.

• [C] Geschlossenes (Sub-)System im thermischen Kontakt
Dieses System hat die selben Eigenschaften wie das offene Subsystem aus [B], nur
tritt hier kein Teilchenaustausch auf, d.h. die Teilchenzahl N1 ist konstant; U be-
schreibt als Kopplung lediglich den Energieaustausch.
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• [D] ’adiabatisch’ isoliertes (Sub-)System
Dieses System befindet sich nicht im thermischen Kontakt zu anderen Systemen.
Folglich gilt hier U = 0. Jedoch kann die Energie E1 variieren, da H1 die externen
Kräfte/Operatoren fα, welche auf H2 definiert sind (z.B. zeitabhängig: fα(t) =
eiHt/~fαe

−iHt/~), enthält.
Beispiele hierfür sind: E(t) , B(t) , V (t).

2.1.2 Thermisches Gleichgewicht

Gestützt auf Erfahrungen postulieren wir:
Ein isoliertes System strebt für lange Zeiten ins ’thermische Gleichgewicht’, d.h. in einen
zeitunabhängigen Makrozustand, d.h. ein Zustand dieses Vielteilchensystems, welcher durch
den Dichteoperator (% 6= %(t)) gegeben ist, der durch wenige makroskopische Größen (Sym-
bol Xi, zusammengefasst zu X) charakterisiert ist, d.h. % = %(X).
Gilt die von-Neumann-Gleichung, so folgt %̇ ∝ [H,%] = 0, was realisiert wird, durch:

% = %(H)

Die Abhängigkeit des Dichteoperators von H ist natürlich nicht zwingend notwendig, es
liegt jedoch nahe dies zu postulieren, da eine Funktion von H auf jeden Fall mit H kom-
mutiert.
Besitzt das System weitere Erhaltungsgrößen (z.B. Teilchenzahl N , Impuls G, Drehimpuls
L), dann wäre es ein Zufall, wenn % nicht von diesen Größen abhängen würde, es wird
also gelten:

% = %(H,N,G,L, . . .) (2.2)

Diese Erhaltungsgrößen sind extensiv, da sie aus Summation der Beiträge aller Teilchen
resultieren.
Realistischerweise gibt es immer eine Ungenauigkeit in der Kenntnis der extensiven Größe;
z.B. ∆E.
Im Folgenden sei unser System immer nicht-symmetrisch, so dass die Erhaltungsgrößen,
welche auf Grund der Symmetrie zustande kommen, wie G ,L, nicht vorhanden sind.
Häufig verhindern also fehlende Symmetrien das Vorliegen erhaltener Größen, so dass der
Dichteoperator nur noch von H ,N &V abhängt.
Manchmal, d.h. in geordneten Phasen (z.B. im Kristall < n(r) >6= const., Ferromagnet
< M >|B=0 6= 0) kommen (extensive) Ordungsparameter dazu. Die wenigen makroskopi-

schen Parameter legen die 1023 mikroskopischen Freiheitsgrade natürlich nicht fest.

2.1.3 Postulat: ’gleiche apriori Wahrscheinlichkeit’ (Laplace)

Wir betrachten weiter ein isoliertes System.
Definition:
Eine Messung definieren wir als Beobachtung des Systems über die Zeit T . (Nur über das
Zeitintervall T muss die Idealisierung gelten, dass das System isoliert ist etc., was ganz
nützlich ist.)
Wir nennen ein System ’thermisch’, mit ’thermischen Fluktuationen/Rauschen’, bzw. wir
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sagen, die thermische Energie kBT ist nicht vernachlässigbar, wenn es nicht in einem
Mikrozustand sitzt, sondern:

• die Trajektorie im Phasenraum (klassisch)

• die zeitliche Abfolge von Zuständen, bezeichnet durch ihre Quantenzahlen (quan-
tenmechanisch)

viele/alle Mikrozustände annimmt.

Abbildung 2.2: a) 2-d Phasenraum (klassisch) b) Zustände eines 2-dim harmonischen
Oszillators (qm)

Die Trajektorie springt also zwischen verschiedenen Phasenraumelementen, nur wenn dies
der Fall ist, kann die statistische Mechanik angewandt werden.
Teilt man den klassichen Phasenraum in kleine Volumenelemente auf, so ist die Trajek-
torie eine Abfolge der vielen kleinen Volumina.

Man führt also eine Unterteilung der Menge der Mikrozustände in Kästchen durch.
Diese Unterteilung soll genau so gewählt werden, dass eine (Mess-)Größe Ai in einem
solchen Köstchen nahezu konstant ist.
Eine Messung ergibt typischerweise das ’Zeitmittel’, was besagt, dass die gemessene Größe

< A >(z)=
1

J

3∑
i=1

Ai ≈
1

T

∫ T

0

dtA(t)

mit der J Zahl der Kästchen im Beobachtungszeitraum T . (Es gibt noch weitere Messun-
gen, die hier jedoch nicht behandelt werden, da diese die relevanteste ist.)
Wenn das System ν verschiedene Mikrozustände annehmen kann, gilt also:

< A >(z)=
ν∑

µ=1

i(µ)

J︸︷︷︸
∗

〈µ|A|µ〉︸ ︷︷ ︸ ∗∗ (2.3)

mit:
*: relative Häufigkeit des Zustandes |µ〉, was nichts anderes ist, als die Wahrscheinlichkeit,
dass der Zustand |µ〉 angenommen wird.
**: Wert von A in einem Mikrozustand |µ〉
Mit der Interpretation von * als Wahrscheinlichkeit wird der Mittelwert als so genanntes
’Scharmittel’ interpretiert:

< A >:=
∑
µ

〈µ|A|µ〉 pµ (2.4)

Die Wahrscheinlichkeiten pµ müssen auf Eins normiert sein:
∑
µ

pµ = 1 Die Wahrschein-

lichkeit pµ des Mikrozustands µ in der Gesamtheit aller Mikrozustände ist mit dem Dich-
teoperator % wie folgt verknüpft:

%|µ〉 = pµ|µ〉 (2.5)
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Der Unterschied zwischen dem Scharmittel und dem Zeitmittel kommt daher, dass im
Zeitmittel nicht alle von uns gebildeten Kästchen im Phasenraum vor, währendem beim
Scharmittel alle Kästchen mit einer relativen Häufigkeit besetzt sind. Das Problem der
statistischen Mechanik ist es nun die Verbindung zwischen der Trajektorie beim Zeitmit-
tel und dem Scharmittel herzustellen. Dieses Problem ist allerdings bis heute noch nicht
gelöst.
Postulat:
In einem isolierten System in einem Makrozustand gegeben durch E ,N , V ,X (mit Un-
genauigkeiten ∆E ,∆N, . . .) sind alle möglichen Mikrozustände gleich wahrscheinlich im
thermischen Gleichgewicht.
Wegen der Normierung ist mit der Zahl der Mikrozustände W = W (E,N,V,X) mit Ener-
gieeigenwerten En im Fenster unserer Ungenauigkeit (En ∈ [E −∆E,E]):

%(E,N,V,X) =
1

W
(2.6)

Ntürlich müssen auch alle anderen Parameter N,V,X im geforderten Bereich liegen. Be-
merkungen:

• Aus diesem Postulat folgt die gesamte statistische Mechanik.

• Der Makrozustand entspricht einer ungeordneten Verteilung aller möglichen Mikro-
zustände, wobei ungeordnet bedeutet, dass alle Mikrozustände gleich wahrscheinlich
sind und von daher gleich behandelt werden müssen, d.h. man hat die maximale Un-
ordnung vorliegen.

• Dieses Prinzip wurde in der Wahrscheinlichkeitsrechnung das erste Mal von La-
place verwendet, weswegen es von Mathematikern häufig als Laplace’sches Prin-
zip bezeichnet wird.

• Diese Gesamtheit heißt ’mikrokanonisch’

• Siehe Beispiel §1.4.1 (N unabhängige Spins können 2N Konfigurationen einneh-
men.) Schon ab N ≈ 400 Spins, was in der Festkörperphysik keine bedeutend große
Menge an Spins ist, wird 2400 ≈ 10100 und (mit einer realistischen Werten für die
Übergangszeit zwischen zwei Mikrozuständen t ≈ 10−12s) ist die Zeit, alle diese
Konfigurationen (mit der Trajektorie, d.h. im Experiment) zu durchlaufen unreali-
stisch groß (das Universum ist erst τ ≈ 1018s alt). Die Gleichsetzung von Zeitmittel
und Scharmittel ist das Thema der modernen Forschung (”Ergoden-Theorem”). Die
statistische Mechanik kann nicht aus der klassischen Mechanik & der Quantenme-
chanik abgeleitet werden. Obiges Postulat, welches noch völlig in der Luft hängt,
ist der Startpunkt der statistischen Mechanik.

• Wichtig ist, dass W (E) eine sehr starke Funktion von E ist, typischerweise ist
W (E) ∝ EN mit N ≈ 1023

Beweis:
Sei Ω(E,N) die Zahl der Mikrozustände mit En ≤ E für N Teilchen
Fast immer zerfällt das System in N

n
unabhängige Subsysteme mit n Teilchen, weil
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räumlich die Korrelationen zerfallen, wenn ∆r � ξ (ξ ist die so genannte Korrela-
tionslänge). Damit folgt:

Ω(E,N)
∗
=

[
Ω(

E

N/n
,n)

]N
n

=:

ω(
E

N
,n)︸ ︷︷ ︸

∗∗


N

(2.7)

* hier wurde in beiden Ausdrücken die selbe Bezeichnung Ω gewählt, weil die Un-
terteilung in ähnliche Subsysteme erfolgt.
** ist die Anzahl der Zustände eines n-Teilchen Systems.
Selbst wenn ω(E) nur langsam mit E varriiert, z.B. ω(E) → E · c für E → 0 folgt:

Ω(E → 0) −→
(
E

N

)N

Damit kann aber der Unterschied zwischen Ω(E) & W (E) im folgenden Sinne ver-
nachlässigt werden:

lnW (E,∆E) ≈ ln Ω(E) +O
(

ln(
∆E

E
N)

)
︸ ︷︷ ︸

≈0

(2.8)

Im Folgenden behalten wir also die an sich nötige Differenz ∆E im Hinterkopf
können allerdings ihren Wert vernachlässigen. Wir postulieren:

%(E,X) =
1

Ω(E,X)

mit Ω der Zahl der Zustände mit dem Energieeigenwert En ≤ E.

• Die Energiespektren sind die Energieeigenwerte En (Eigenwerte von H):
Wir erwarten nicht entartete Niveaus mit:

E0 ≈ 0 ≤ En <∞

untere Grenze: E0 obere Grenze ist ∞, da die kinetische Energie nicht beschränkt
ist. (siehe allerdings Spin-Systeme)
Eine Entartung erfordert mehrere mit dem Hamilton-Operator kommutierende
Operatoren ([H,Ai] = 0), wie dies zum Beispiel bei den Drehimpulsoperatoren der
Fall ist (L2 , Lz liefern (2l+1)-fache Entartung im Zentralpotential). Dies kann aller-
dings durch eine kleine Änderung an H verhindert werden, womit eine Begründung
dafür geliefert wurde, dass die Niveaus nicht entartet sind. Die unabhängigen Spins
bilden wieder ein Gegenbeispiel.
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2.1.4 Boltzmann Entropie

• [A] Definition:
Die Boltzmann Entropie eines isolierten Systems ist definiert durch:

S = S(E,X︸︷︷︸
∗

) = kB lnW (E,X)︸ ︷︷ ︸
∗∗

(2.9)

*: Erhaltungsgrößen (Ordnungsparameter); extensive Größen
kB: Boltzmann-Konstante
**: Zahl der Zustände mit En ∈ [E −∆E,E]

• [B] Eigenschaften:

– S ist extensiv, da für zwei unabhängige Susysteme mit Ω1 & Ω2 (hier wurde
ausgenutzt, dass die Betrachtung einfacher wird, wenn man anstatt W1 und
W2 zu Ω1 & Ω2 über geht) gilt:

Ω = Ω1 · Ω2

mit Ωi = e
Si
kB (was durch Umschreiben der Definition hervor geht) folgt:

S = kB ln Ω = kB ln Ω1Ω2

S = S1 + S2 (2.10)

(2.11)

N
n
-fache Anwendung dieses Arguments (wie in Gleichung (2.7)) ergibt:

S ∝ N (2.12)

– S ist maximal, wenn keine inneren Hemmungen in H vorliegen. Beweis:
Eine innere Hemmung entspricht einer Einschränkung der Mikrozustände (d.h.
einem Eingriff in das System, so dass gewisse Mikrozustände ausgeschlossen
sind). Logischerweise gilt:

Ω(E,X, in. Hemm.) < Ω(E,X)

⇔ S(E,X, in. Hemm.) < S(E,X)

Dies ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik, weil ein isoliertes System
adiabatisch isoliertt ist.
S ist maximal bedeutet, dass die maximale Zahl der Zustände vorliegt, dass
das System also in einem Zustand maximaler Unordnung ist.

– Man findet, dass S monoton steigend ist, falls E nach oben unbeschränkt ist:

∂S(E,X)

∂E
> 0 (2.13)
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– S erfüllt auch die Gibbs’sche Formel:

S = −kBSp (% ln %)
%=1/W

= −kB
∑
n

%(En) ln %(En)

= −kB
∑
n

1

W (Eα)
δEn∈[··· ] ln

1

W (Eα)

= −kB ln
1

W

∑
. . .︸ ︷︷ ︸

=1

= kB lnW (E) (2.14)

wobei über alle Zustände mit En ∈ [Eα −∆E,Eα] summiert wird.

Zum Abschluss des mikrokanonischen Ensembles werden noch einige Ableitungen der
Entropie diskutiert:

• Temperatur:

∂S(E,N,V )

∂E
=

1

T (E)

• chemisches Potential:

∂S(E,N,V )

∂N
= −µ(E,X)

T

• Druck:

∂S(E,N,V )

∂V
=
P (E,X)

T

Die Identifikation dieser Ableitungen erfolgt durch Vergleich mit dem idealen Gas in der
Thermodynamik. Daraus folgt die Gibbs’sche Fundamentalform des vollständigen Diffe-
rentials von S:

dS =
1

T
dE +

P

T
dV − µ

T
dN + ξ · dX (2.15)

2.1.5 Kanonische Gesamtheit

• [A] Gibbs’sche Dichteoperatoren & kanonische Zustandssumme
Wir unterteilen unser isoliertes System in zwei Subsystem, wobei der Energiegehalt
des Subsystems 2 sehr viel größer als der das Subsystems 1 sei. (d.h. E2 � E1).
Außerdem nehmen wir zur Vereinfachung an, dass das Subsystem 2 ein ideales Gas
sei. Beide Subsysteme sind im thermischen Gleichgewicht. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt das allgemeine Material (Subsystem 1), d.h. dessen Wahrscheinlichkeitsdich-
te verstehen. Zwischen den beiden Subsystemen besteht thermischer Kontakt, d.h.
es existiert eine kleine Kopplung U � Ei, welche den Energieaustausch ermöglicht.
Allerdings gibt es keinen Teilchenaustausch, d.h. N1 = const..

Etot = E1 + E2
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wobei Etot ein fester Wert ist und die beiden Energien E1 &E2 Mittelwerte sind, da
die Energie der Subsysteme fluktuiert.
Uns interessiert nun die Wahrscheinlichkeit, dass das Subsystem das Energieniveau
E1,n einnimmt:

%1(E1,n) =
∑
m

%tot(Etot) (2.16)

wobei mitm über alle Zustände von Subsystem 2 summiert wird, welche eine Energie
E2,m mit Etot − E1,n −∆EqE2,m ≤ Etot − E1,m haben
Damit bekommt man sofort das Ergebnis:

%1(E1,n) =
W2(Etot − E1,n)

Wtot(Etot)

wobei W der Zahl der Zustände entspricht; W2 der der Zustände des zweiten Sub-
systems.
Da W proportional zu eS/kB und somit auch zu EN ist, wächst sie stark an und
die Taylor-Reihe für S hat damit eine bessere Konvergenzeigenschaft, und weil
E2 � En ist, gilt:

kB ln %1(E1,n) = S2(E2 + E1︸ ︷︷ ︸
=Etot

−E1,n)− Stot(E1 + E2)

.
= const. +

∂S2(E2,X)

∂E2

(E1 − E1,n) +O(∆E2
1,n)

Weiter folgt mit der Abkürzung:

∂S2(E2)

∂E2

= βkB =
1

T

welche durch das ideale Gas definiert ist:

%1(E1,n) =: %β(X) =
1

Z(β,X)
e−βE1,n (2.17)

oder in Operatorschreibweise:

%β =
1

Z(β,X)
e−βH1

Z(β,X) =
∑
n

e−βE1,n = Sp e−βH1 (2.18)

mit H1 dem Hamilton-Operator von Subsystem 1.
Wir haben also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit einer von Subsystem 2 (Wärme-
bad) gegebenen Temperatur. Dieses Ensemble ist weitaus nützlicher als das mikro-
kanonische, da dort ausschließlich isolierte Systeme betrachtet werden konnten, was
experimentell kaum realisierbar ist. Im kanonischen Ensemble dagegen ist der ther-
mische Kontakt erlaubt.
Bemerkung:
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–

Z(β) =
∑
n︸︷︷︸
∗

e−βEn =
∑
E︸︷︷︸
∗∗

W (E)e−βE

*: hier sind die Energie-Niveaus En gemeint. **: Bei dieser Notation handelt es
sich um Energiebereiche [E −∆E,E] und W (E) ist die Anzahl der Zustände
in diesem Bereich.
Im kontinuierlichen Grenzfall ∆E � kBT (welcher dadurch als sinnvoll er-
scheint, dass ansonsten alle E > 2∆E sozusagen ’ausgefroren’ wären) kann die
Riemann-Summe durch das Riemann-Integral ersetzt werden:

Z(β) =

∫ ∞

E0

dE

∆E
W (E) e−βE (2.19)

o.B.d.A. kann man die untere Integralgrenze (Energie im Grundzustand) E0 =
0 setzen. Dann spricht man von einer Laplace-Transformationen, welche ana-
log zur Fourier-Transformation sind. (aber mit β = −iω)

– Das Problem mit der Grundzustandsenergie beispielsweise beim harmonischen
Oszillator wird dadurch gelöst, dass man nur Energieunterschiede betrachtet.

– Völlig analog beschreibt %p,β = 1
Z
e−βpV in Aufgabe 38 mit der Normierung

Z(p,β) =
∫ dV

∆V
Z(V,T )e−βpV ein Subsystem 1, dessen Energie & Volumen fluk-

tuiert.

– Analoge Überlegungen werden in Aufgabe 41 behandelt.

• [B] Freie Energie F (T,V,N) & Boltzmann-Entropie
Im Folgenden wird der Index 1 weggelassen, da ausschließlich das Subsystem 1 be-
trachtet wird.
Mit der kanonischen Zustandssumme Z(β,V,N,X) definieren wir:

Z(β,X) =: e−βF (T,X) (2.20)

⇔ F (T,X) := −kBT lnZ(β,X) (2.21)

F ist die freie Energie und damit ein Gibbs-Potential.

Wegen < E >=: E(T,X) = 1
Z
Sp He−βH

A31
= − 1

Z
∂
∂β

Sp e−βH = − ∂
∂β

lnZ(β,X) und

wegen des bekannten Verhaltens, dass W (E)e−βE im thermodynamischen Grenzfall
eine enge Verteilung wird
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gilt:

e−βF =
∑
E

W (E)e−βE

=
∑
E

eS(E)/kBe−βE

≈ eS(<E>)/kBe−β<E>

mit ∆E �< E >.
also:

F (T,X ≈ E(T,X)− TS (E(T,X),X) (2.22)

Bemerkung:
Die Güte dieser Näherung wird in Aufgabe 40 bestimmt. Die Näherung wird exakt
im thermodynamischen Grenzfall (N → ∞), d.h. wenn alle extensiven/erhaltenen
Größen X →∞ gehen, da x = X

N
= const..

F = E − TS ist äquivalent zu:

lnZ(β,X)− β(−E(β,X)) ≈ S (E(β,X),X) · 1

kB
(2.23)

wobei −E(β,X) = ∂ lnZ(β,X)
∂β

was eine Legendere-Transformation ist.
Bemerkung:

– Diese Gleichung erlaubt die Entropie S(T,X) auch über:

∂F (T,X)

∂T
=
∂E(T,X)

∂T
− S − T · ∂S(< E > ,X)

∂ < E >︸ ︷︷ ︸
=

∂S1(E1,X)
∂E1

= 1
T

∂ < E >

∂T
= −S(T,X)

zu bestimmen.

Z =
∑
E

W (E) e−βE︸ ︷︷ ︸
P (E)

≈ W (< E >)e−β<E> (2.24)

mit β = ∂S2

∂E2
& W (E) = eS/kB Der Mittelwert < E > erfüllt:

p(E =< E >) = max. (2.25)

&
∂S

∂E
=

1

T
=
∂S2

∂E2

(2.26)
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Beweis:

∂p

∂E

∣∣∣∣
<E>

!
= 0

0
!
=

∂p

∂E
= p(E)︸︷︷︸

>0

∂

∂E
ln p

∝ ∂

∂E
(S(E)/kB − βE)

=
∂S

∂E
− 1

T

Im thermischen Gleichgewicht (d.h. p(E)|〈E〉 = max.) ist T1 = T2 für Subsysteme
im thermischen Kontakt.
Wir wollen jetzt noch ein Mal die Legendre-Transformation genauer betrachten,

d.h. wir untersuchen lnZ(β) mit E = −∂ lnZ
∂β

= E(β). Wenn ∂2 lnZ(β)
∂β2 > 0 ist, kann

E(β) nach β(E) aufgelöst werden und damit erhält man:

lnZ(β) + βE(β) = S(β(E))/kB = S(E)/kB

mit β(E) = ∂S
∂E

> 0 kann man auch die inverse Legendre-Transformation bestim-
men und erhält wieder:

S(E)/kB − Eβ(E) = lnZ(β(E)) = lnZ(β)

Bemerkung:
Beide Gesamtheiten (mikrokanonisch & kanonisch) sind durch invertierbare Trans-
formationen verknüpft. Diese Verknüpfung gilt im thermodynamischen Grenzfall
(N → ∞), d.h. sie enthalten völlig äquivalente Informationen. Alternativ kann
S(T,X) bestimmt werden aus:

e
S(〈E〉)

kB ≈ eβ〈E〉 · Z(β)

⇒ S(β) = S(E(β)) = kB · (βSp ρH + lnZ(β)) = kB ·
(
− ln

1

Z(β)
− Sp ρβH ln e−βH

)
= −kBSp ρβ ln ρβ

Dies entspricht der bekannten Gibbsschen Entropie Formel

S(T,x) = −kBSp ρβ ln ρβ

Bemerkungen:

– Weitere Mittelwerte ergeben sich im thermodynamischen Grenzfall analog:

∂F (T,N,x)

∂N
= −µ(T,N)

also haben wir das Differential

dF (T,V,N,X) = −S dT − P dV + µ dN + ξ dX (2.27)

Diese Funktion beschreibt die Thermodynamik bei gegebener Temperatur
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– Im thermodynamischen Grenzfall dürfen wir, weil die relativen Streuungen
gegen 0 gehen, gleichsetzen mit dem mikrokanonischen Ausdruck.

µ(E,N,X) = −T ∂S(E,V,N)

∂N

was auf einen kanonischen Mittelwert führt:

µ(T ) = 〈µ(E)〉kanon. ≈ µmikrokan.(〈E〉kanon.) = µ(E(T ))

Andernfalls muss

〈µ〉 =
∑
n

µ(En) · e−βEn

berechnet werden.

• [C] Energiefluktuationen:
Der thermodynamische Grenzfall (siehe Aufgabe 40) für N →∞ erlaubt es uns, die
relativen Streuungen zu vernachlässigen, weil gilt:

∆E =
√
〈(H − 〈E〉)2〉 � 〈E〉

〈(H − 〈E〉)2〉 = −∂〈E〉
∂β

=
∂2 lnZ(β)

∂β2

= kBT
2 · C(β,X) (2.28)

mit der Wärmekapazität, welche gemäß Beobachtungen extensiv ist:

C ∝ N

findet man

∆E

〈E〉
∝ 1√

N
(2.29)

Äquivalent dazu ist, dass eine endliche Korrelationslänge ξ vorliegt, so dass

〈∆E2〉 =

∫
d3r d3r′ 〈δε(r) δε(r′) ≈ V

∫
d3(r − r′) Sε(r − r) ∝ V ξ3 ∝ N

wobei wir den zentralen Grenzwertsatz wieder erkennen.

2.2 Die verallgemeinerte großkanonische Gesamtheit

Wir betrachten wieder ein isoliertes Gesamtsystem. Betrachtet sei Subsystem 1, welches
mit Subsystem 2 Energie (thermischer Kontakt), Teilchen (offen) und mechanische (oder
auch elektromagnetische) Arbeit austauschen kann. Letztere Forderung bedeutet, dass
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wir in unserem Hamiltonoperator externe Kräfte fα in H1 enthält, die Operatoren auf H2

sind. Dieser Austausch sieht so aus, dass gilt:

ρ1(E1,n,N1,X1) =
W2 (Etot − E1,n, Ntot −N1, X tot −X)

Wtot (Etot,Ntot,X tot)
(2.30)

wobei E1,n das n-te Energieniveau, N1 die Teilchenzahl und X1 sonstige Erhaltungsgrößen
im Subsystem 1 sind. Ist Subsystem 2 nun sehr viel größer als 1, so können wir im ln %
eine Taylorentwicklung machen:

⇒ kB ln ρ1 − konst. = − ∂S2

∂E2

E1,n −
∂S2

N2

N1 −
∑
α

∂S2

X2,α

X1,α (2.31)

Im thermodynamischen Gleichgewicht, in dem der maximale Wert von ρ1 angenommen
wird, gilt dann:

∂S2

∂E2

=
1

T (E2,N2,X2)

∂S2

∂N2

= −µ(E2,N2,X2)

T
(2.32)

∂S2

∂X2,α

=
ξα(X,[fα])

T

Hier ist ξα die zu Xα konjugierte Variable, in unserem Beispiel also eine externe Kraft.
Die Ableitungen in Subsystem 2 können mit dem idealen Gas interpretiert bzw. gemessen
werden. Im folgenden möchten wir den Index 1 unterdrücken:

⇒ ρvgk =
1

Z(β,µ,ξ)
· e−βH+βµN−β

∑
α ξαXα (2.33)

mit der verallgemeinerten großkanonischen Zustandssumme

Z(β,µ,ξ) = Sp e−β(H−µN+
∑

α ξαXα) (2.34)

Wie man sieht ist im Exponenten der Hamiltonoperator von Subsystem 1 ohne externe
Kräfte, der Teilchenzahloperator N und Operatoren auf H2, die die externen Kräfte von
Subsystem 2 enthalten.

Bemerkung:
Quantenmechanisch wird die Spur berechnet durch die Eigenwerte der hermiteschen N-
Teilchen-Operatoren HN = H + ξ ·X mit der Eigenwertgleichung:

HN |n〉N = En |n〉N
und der Zustandssumme

Z(β,µ,X) =
∞∑
N=0

∑
nN

e−βEn · eβµN =
∑
N

Z(β,N,ξ) · eβµN

wobei En = E0
n + ξ ·XN ist.
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2.2.1 Beipiele großkanonischer Gesamtheiten

• [A] Dichteoperator, Zustandssumme und Potential
Es gilt:

1

Z(β,µ,ξ)
· e−β(H−µN)

mit der oben definierten Zustandssumme

Z(β,µ,V ) = Sp e−β(H−µN) =
∑
N

Z(β,N,V ) · eβµN

Diese Größen lassen uns das großkanonische Potential definieren:

A(T,µ,V ) = −kBT lnZ(β,µ,V ) (2.35)

• [B] Mittelwerte und Entropie

〈N〉 =
1

Z
Sp Ne−β(H−µN) =

1

Z

∂

∂βµ
Sp e−β(H−µN)

=
1

β

∂

∂µ
lnZ(β,µ,V ) = −∂A(T,µ,V )

∂µ
(2.36)

Hier sieht man, dass sich ein Mittelwert auf das großkanonische Potential zurückführen
lässt.
Die statistische Mechanik besteht nun darin, diese Spur zu berechnen.
Im thermodynamischen Grenzfall können wir wieder eine Näherung verwenden:

e−βA =
∑
E,N

W (E,N) · e−β(E−µN)

wobei W = e
S

kB die Zahl der Zustände im Energiebereich [E−∆E,E] und mit einer
Teilchenzahl im Bereich [N −∆N,N ] ist. Es folgt:

e−βA = e
S(〈E〉,〈N〉,V )

kB · e−β·(〈E〉−µ〈N〉)

Damit erhalten wir die Gleichung:

− A(T,µ,V ) = T · S (E(T,µ,V ),N(T,µ,V ))− β · E(T,µ,V ) + βµ ·N(T,µ,V )(2.37)

wobei wir im Grenzfall V →∞ das Ergebnis

N(T,µ,V ) → 〈N〉 = − ∂

∂µ
A(T,µ,V )
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haben. Analog zum Nachtrag zum kanonischen Ensemble aus §2.2[C] folgt im groß-
kanonishcen aus der Zustandssumme:

Zgk(T,µ,V ) =
∑
E,V

eS/kBe−β(E−µN)︸ ︷︷ ︸
p(E,N)

mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(E,N), dass:

∂

∂E
p(E,N)

∣∣∣∣
<E>,<N>

= 0 (2.38)

&
∂

∂N
p(E,N)

∣∣∣∣
<E>,<N>

= 0 (2.39)

p(E,N) ein Maximum einnimmt, also folgt:

∂

∂N
p = p∂N ln p

∝ ∂S

∂N
+ kBβµ

!
= 0 ⇔ ∂S(E,N,V )

∂N
= −µ

T

Fazit:
Im thermischen Gleichgewicht beŝıtzen zwei offene Subsysteme, die untereinander
im Kontakt stehen, dieselbe Temperatur und dasselbe chemische Potential. A ist
also durch zwei Legendre-Transformationen mit der Entropie S verknüpft, oder
nur mit einer Legendre-Transformation mit der freien Energie F (T,N,V ). Dies
bedeutet wiederum:

A(T,µ,V )− µ (−N(T,µ,V )) = F (T,N,V ) (2.40)

mit N(T,µ,V ) = −∂A(T,µ,V )
∂µ

.
Die Umkehrung der Legendre-Transformation lautet:

F (T,N,V )−N
∂F (T,N,V )

∂N︸ ︷︷ ︸
=:µ(T,N,V )

= A(T,µ,V ) (2.41)

Wiederum läuft beim Übergang von einer Gesamtheit mit der Erhaltungsgröße X
zu einer Gesamtheit für ein Subsystem 1, welches diese Größe X durch Kontakt
mit einem zweiten Subsystem 2 (d.h. einem so genannten Wärmebad) austauschen
kann, eine Legendre-Transformation der Potentiale:

A(1)(X) −→ A(2)(ξ) (2.42)

und eine Laplace-Transformation der Zustandssummen.
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Z(ξ) =
∑
X

Z(X)e−ξx

=
1

∆X

∫ ∞

0

dXZ(X)e−ξX︸ ︷︷ ︸
∗

(2.43)

1
∆X

ist eine kleine Ungenauigkeit, welche für große N →∞ irrelevant wird.
** ist eine eineindeutige Laplace-Transformation. Es gilt der folgende Zusammen-
hang:

Z(N) Zustandssumme ↔ kB lnZ(N) Potential

↓ Teilchenaustausch ↓

Z(µ) = 1
∆N

∫∞
0

dN Z(N)eβµN lnZ(µ) = lnZ(N)− ∂ ln(Z)
∂N

N
=lnZ(N)− µNβ

Z(µ) ↔ kB lnZ(µ)

Die statistische Mechnaik arbeitet auf der linken Seite des Mathieu’schen Schemas,
die Thermodynamik mit ihrem Grenzfall N →∞ auf der rechten Seite.
Die Boltzmann-Entropie ergibt sich im thermodynamischen Grenzfall zu:

−∂A(T,µ,V )

∂T
=S(T,µ,V ) +

(
T
∂S(〈E〉,〈N〉,V )

∂〈E〉
− 1

)
· ∂E(T,µ,V )

∂T

+

(
T
∂S(〈E〉,〈N〉,V )

∂N
+ µ

)
· ∂N(T,µ,V )

∂T
(2.44)

Im thermodynamischen Gleichgewicht und Grenzfall gilt also:

∂A(T,µ,V )

∂T
= −S(T,µ,V ) (2.45)

Das großkanonische Potential hat also das totale Differential:

dA = −S dT −N dµ− P dV (2.46)

In der Thermodynamik hatten wir bereits die Gibbs-Duhen-Beziehung kennen
gelernt:

dE = T dS + µ dN − P dV

aus der Euler-Beziehung folgte weiter:

dE = d(TS − PV + µN)

sowie:

A = E − TS − µN = −PV = −P (T,µ)V
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also folgt:

dP = −∂A/V
∂T

dT − ∂A/V

∂µ
dµ

=
S

V
dT +

N

V
dµ

Die Entropie S folgt auch wieder aus der Gibbs’schen Formel:

−kBSp %gk ln %gk = kB lnZgk + kBSp %gkβ(H − µN)

= −A
T

+
< E >

T
− µ

T
< N >= S(T,µ,V ) (2.47)

• [C] Fluktuationen in der verallgemeinerten großkanonischen Gesamtheit
Die Teilchenzahlsuszeptibilität ergibt sich durch:

χN : =
∂ < N >

∂µ
(2.48)

=
∂N(T,µ,ξ)

∂µ
(2.49)

mit µ einem Beispiel der verallgemeinerten Kräfte ξ.
Die weitere Rechnung führt auf:

χN =
1

kBT

∂ < N >

∂βµ
=

(
∂

∂βµ

)2

lnZ(β,µ,ξ)

=

∫ β

0

dη < ∆N ∆N(i~η) >

wobei hier das Ergebnis aus Aufgabe 31 verwendet wurde. Und ∆N(i~η) die ”Pseuo-
Heisenberg”-Schreibweise ist:

∆N(i~η) = e−i
H1
~ (i~η)∆Nei

H1
~ (i~η)

und H1 der Hamilton-Operator des Subsystems 1 mit externen Kräften ist:

H1 = H1,0 − µN − ξ ·X

Mittelwerte werden berechnet über:

< . . . >=
1

Zgk
Sp e−βH1 . . .

Falls die beiden Operatoren N und H1 kommutieren ([H1,N ] = 0), d.h. falls die
Teilchenzahl unter H1 erhalten ist, folgt:

∆N(i~η) = ∆N = const.

und damit für die Teilchenzahlsuszeptibilität:

χN =
1

kBT
< ∆N2 > (2.50)

Bemerkung:
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– Eine Fluktuations-Dissipations-Relation, d.h. eine kleine Antwort des Systems
auf eine kleine Störung ist proportional zu der Größe der Fluktuationen ums
Gleichgewicht.

– in §1.5.2 [C] wurde dies verwendet

– In Aufgabe 42 wurde gezeigt, dass in der verallgemeinerten Großkanonischen
Gesamtheit gilt:

χ0
ij = χ0

xi,xj
=

∂

∂βξi
< xj >

∣∣∣∣
ξ=0

=
∂

∂βξi

∂

∂βξj
lnZ (2.51)

=
∑
n,m

〈n|∆xi|m〉〈m|∆xj|n〉
e−βεm − e−βεn

εn − εm︸ ︷︷ ︸
≥0

(2.52)

wobei die εm die Eigenwerte von H1,0 sind.
Hieraus ist offensichtlich, dass χ0

ij = χ0
ji symmetrisch ist und χ0∗

ij = χ0

x†i ,x
†
j

.

Dies bedeutet, dass die durch kBTχ
0
ij definierten Fluktuationsmatritzen positiv

definit sind:

kBT
∑
ij

a∗iχijaj ≥ 0 (2.53)

Somit ist lnZ eine echt konkave Funktion, wofür man eine Legendre-Transformation
durchziehen darf.
Falls [xj,H] = 0 ist, folgt:

〈m|∆xj|n〉 ∝ δmn

& χ0
ij =

< ∆xi∆xj >|r=0

kBT

2.3 Gibbssche Entropieformel und Informationsen-

tropie

In jeder Gesamtheit, die wir bisher hatten, haben wir gefunden, dass sich die Boltzmann-
Entropie im thermischen Gleichgewicht aus der Gibbsschen Formel ergibt. Mit dieser
können wir allgemein, d.h. auch nicht im thermischen Gleichgewicht, eine

”
Informations-

entropie“ S ′ definieren:

S ′ = −kB Sp ρ ln ρ (2.54)

Dabei muss der Dichteoperator ρ nicht unbedingt ein System im Gleichgewicht beschrei-
ben. Die statistische Mechanik folgt aus dem Postulat:

Die Informationsentropie eines isolierten Systems besitzt im thermischen Gleichgewichts-
zustand ihren maximalen Wert. Dieser ist dann die Boltzmann-Entropie der Thermo-
dynamik.

S = maxS ′

Bemerkungen:
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• S ′ ist also im Allgemeinen nicht die Entropie eines Systems im Gleichgewicht, wie
wir es von der Thermodynamik gewohnt sind

• S ′ heißt auch Shannon-Entropie. In der Quantenmechanik heißt sie von Neu-
mann-Entropie

Zur Informationsentropie behandeln die folgenden Abschnitte wichtige Eigenschaften.

2.3.1 Additivität

[A] Reine Zustände und konvexe Summen

Mit der Orthonormalbasis eines beliebigen Dichteoperators

ρ|n〉

mit 0 ≤ pi ≤ 1 und
∑
pi = 1 folgt sofort:

S ′ = −kB
∑
n

〈n|ρ ln ρ|n〉 = −kB
∑

pn ln pn (2.55)

Abbildung 2.3: Plot der - x ln x Funktion

Man sieht, dass die Funktion konkav ist mit den Ableitungen:

f(x) = −x lnx

f ′(x) = −1− lnx

f ′′(x) = −1

x
< 0

Man sieht auch, dass die Entropie genau dann Null ist, wenn ein reiner Zustand vorliegt:

S ′ = 0 ⇔ pn∗ = 1 pn = 0 n 6= n∗

Ein Gemisch, dass sich schreiben lässt als konvexe Summe ρ = λρ1 + (1− λ)ρ2, also eine
echte Mischung mit 0 < λ < 1 und ρ1 6= ρ2 hat eine von 0 verschiedene Informationsen-
tropie. Es gilt nämlich die Konkavitätsrelation:

S ′(λρ1 + (1− λ)ρ2) ≥ λS ′(ρ1) + (1− λ)S ′(ρ2) (2.56)

Die Informationsentropie S ′ ist also ein Maß für die Mischung eines Zustandes bzw. für
unsere Unkenntnis darüber, in welchem Mikrozustand, deren konvexe Summe der Makro-
zustand ρ ist, das System sich befindet.

[B]Unabhängige Subsysteme
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Seien zwei Subsysteme 1 und 2 unabhängig voneinander, dann gilt für ihre Entropien:

S ′tot = S ′1 + S ′2 (2.57)

Unabhängig bedeutet: ρ = ρ1ρ2

⇒ S ′ = −kBSp (ρ1ρ2(ln ρ1 + ln ρ2)) = −kB(Sp 1ρ1 ln ρ1 + Sp 2ρ2 ln ρ2)

Bemerkungen:

• Die Gibbssche Entropieformel S ′ = Sp ρ ln ρ ist die einzige funktionale Form, die
diese Gleichung erfüllt

• Daraus folgt die Extensivität von S ′, da ein System in N
n

unabhängige Subsysteme
mit n Teilchen unterteilt werden kann (für eine endliche Korrelationslänge ξ <∞).
Wir haben S ′ ∝ N im thermodyn. Grenzfall

[C]Subadditivität

Sind die Subsysteme nicht ganz unabhängig, so gilt für den allgemeinen Fall folgende
Ungleichung:

S ′tot ≤ S ′1 + S ′2 (2.58)

wobei das Gleichheitszeichen nur für unabhängige Systeme gilt. Korrelationen zwischen
zwei Subsystemen geben also etwas Kenntnis über das System.

2.3.2 Kleinsche Ungleichung

Es sei f(x) strikt konkav (z.B f(x) = −x lnx) dann gilt für zwei beliebige hermitesche
Operatoren A und B:

Sp f(B)− Sp f(A) ≤ Sp ((B − A)f ′(A)) (2.59)

wobei f ′(x) die erste Ableitung ist. Gleichheit gilt hier nur bei A = B.
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir die Orthonormalbasen:

A |n〉 = an |n〉
B |ν〉 = bν |ν〉

Es gilt nun:

Sp (B − A)f ′(A) =
∑
n,ν

〈ν|B − A|n〉〈n|f ′(A)|ν〉 =
∑
n,ν

(bν − an)f
′(an) |〈ν|n〉|2

Um nun eine Ungleichung abschätzen zu können, müssen wir uns nur um den vorderen
Term in der Summe kümmern. Dazu betrachten wir eine konkave Funktion:
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Abbildung 2.4: Begründung aufgrund der Konkavität

Nun können wir abschätzen:

(bν − an)f
′(an) ≥ f(bν)− f(an)

und
∑
n,ν

(f(bν)− f(an))〈ν|n〉〈n|ν〉 = Sp (f(B)− f(A)) (2.60)

Die wichtigste Anwendung ist S ′ mit f(x) = −kBSp x lnx und den Dichteopratoren
A = ρ, B = ρ′. Wobei Sp % = Sp %

′
= 1. Dann folgt:

Sp ρ′ ln ρ′ − Sp ρ ln ρ ≥ Sp (ρ′ − ρ)(1 + ln ρ)) = Sp ρ′ ln ρ− Sp ρ′ ln ρ′

⇒ −kBSp ρ′(ln ρ′ − ln ρ) ≤ 0 (2.61)

Bemerkung:

−kBSp ρ′ ln ρ′ ≤ −kBSp ρ′ ln ρ (2.62)

Dies wendet man an mit ρ als dem Gleichgewichtsoperator und ρ′, einem beliebigen Ver-
gleichsoperator.

2.3.3 Mikrokanonische Gesamtheit

Satz:
Von allen Mikrozuständen eines isolierten System mit der Energie in dem Intervall [E −
∆E,E] besitzt die mikrokanonische Gesamtheit (d.h. ρ = 1

W
mit W , der Zahl der Zustände)

die größte Informationsentropie. Den Beweis führt man mit:

ρ =
1

W
= e

S
kB

wobei S die Boltzmann-Entropie ist. Mit einem beliebigen Dichteoperator ρ′ gilt nun:

S ′(ρ′) = −kBSp ρ′ ln ρ′ ≤ −kBSp ρ′ ln e
− S

kB = Sp ρ′S = S

Und damit gilt natürlich

S ′ ≤ S (2.63)

2.3.4 Kanonische Gesamtheit

Wir wollen jetzt alle Makrozustände (d.h. Dichteoperatoren %
′
) miteinander vergleichen,

die nicht nur die Bedingung erfüllen, dass sie normiert sind, sondern auch einen bekannten

Mittelwert besitzen, die mittlere Energie 〈H〉 !
= E.

Satz:
Von allen Makrozuständen (d.h. Dichteoperatoren %

′
) mit der mittleren Energie < H >

!
=
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E besitzt die kanonische Gesamtheit (d.h. %β = 1
Z
e−βH) die maximale Informationsentro-

pie S
′
.

Dieser Zugang zur kanonischen Gesamtheit ist völlig äquivalent zur früheren Formulie-
rung.
Beweis:
Mit % = 1

Z
· e−βH & S = kB (lnZ + β〈E〉) gilt:

S
′
(%

′
) ≤ kBSp %

′
(lnZ + βH)

S
′
(%

′
) ≤ S +

1

T
(〈E〉%′ − 〈E〉%) (2.64)

Außerdem hatten wir die Bedingung, dass die Mittelwerte vorgegeben sind, deshalb ist:

〈E〉%′ − 〈E〉% = 0

Bemerkung:
Obige Ungleichung kann durch einführen der Freien Energie der kanonischen Gesamtheit
F = 〈E〉% − TS umgeschrieben werden zu:

F ≤ 〈E〉%′ − TS
′
(%

′
) = F

′
(%

′
) (2.65)

Die Freie Energie des kanonischen Makrozustandes ist also kleiner, als jede vergleichbare
Freie Energie F

′
gebildet mit derselben Temperatur T .

Dies ist das Minimalprinzip der freien Energie für die kanonische Gesamtheit:

F ≤ Sp %
′
H − T

(
−kBSp %

′
ln %

′
)

= 〈E〉%′ − TS
′
(%

′
)

Dies ist wieder ein neues Prinzip (Postulat) um die statistische Mechanik zu formulieren.

2.3.5 Partielle Gleichgewichte in der verallgemeinerten Großka-
nonischen Gesamtheit

Wir überlegen uns in diesem Abschnitt den allgemeinsten Fall der Maximierung der In-
formationsentropie unter den Nebenbedingungen:

• (i) Sp % = 1 (Normierung) → mikrokanonisch

• (ii) Sp %H = 〈E〉 (Wärmebad) → kanonisch

• (iii) Sp %Xα =< Xα > (offenes System mit Kontakt zur Umgebung)
→ großkanonisch

• (iv) Sp %Yα,i =< Yα,i >, d.h. Yα,i ist eine Erhaltungsgröße im Subsystem i
Dies dient zur Beschreibung innerer Hemmungen

Das Maximum von S
′
= −kBSp %

′
ln %

′
findet man mit der Variationsrechnung:

S
′
(%

′
+ δ%)

.
= S

′
(%) +O(δ%2)

Die Variationsableitung von S
′
muss also verschwinden für %

′
= %. Es gilt:

S
′
(%+ δ%)

(
−1

kB

)
= Sp (%+ δ%) ln(%+ δ%) (2.66)
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Betrachten wir zunächst nur die Nebenbedingung (i), d.h. die Normierung Sp % = 1, so
können wir die Taylor-Reihenentwicklung des Logarithmuses verwenden:

ln %

(
1 +

δ%

%

)
= ln %+ ln

(
1 +

δ%

%

)
.
= ln %+

δ%

%
+ . . .

und erhalten damit:

S
′
= S

′
(%) + Sp δ% ln %+ Sp %

δ%

%
+O(δ%2)

S
′
(%

′
) = S

′
(%) + Sp δ% ln %+ Sp δ%

Mit der Normierung: 1 = Sp %
′
= Sp %+ Sp δ% folgt dann die Bedingung:

Sp δ%
!
= 0 (2.67)

Sp δ% ln %
!
= 0 (2.68)

um unter der Nebenbedingung (i) das Maximum zu finden.
Die Variationsrechnung erfolgt nun mit den Lagrangeschen Multiplikatoren um alle Ne-
benbedingungen zu erfüllen:

Sp δ%

ln %+ β︸︷︷︸
∗,ii

H −
∑
α

ξα︸︷︷︸
∗∗,iii

Xα −
∑
α,i

ηα,i︸︷︷︸
∗∗∗,iv

Yα,i − C∗∗∗∗,i

 !
= (2.69)

*: damit % die maximale Informationsentropie S
′
gibt, muss gelten:

Sp δ%H = Sp %
′
H − Sp %H = 〈E〉 − 〈E〉 = 0

weil die Nebenbedingungen durch die Lagrangeschen Multiplikatoren berücksichtigt
werden und δq beliebig ist.
*-****: Dies sind die Lagrangesche Multiplikatoren, welche die Nebenbedingungen (i)-
(iv) berücksichtigen.
Das Problem ist nun nicht nur formuliert, sondern kann auch einfach gelöst werden.
Weil beliebige Variationen zugelassen sind, muss gelten: gilt

ln %+ β

(
H −

∑
α

ξαXα −
∑
α,i

ηα,iYα,i − C

)
= 0 (2.70)

Mit C = lnZ erhalten wir für den Dichteoperator

% =
1

Z
exp

{
−β

(
H − ξX −

∑
i

η
i
Y i

)}
(2.71)
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Bemerkung:

• Die Werte der Lagrangeschen Multiplikatoren folgen aus den Nebenbedingungen

〈E〉 !
= 1

Z
Sp He−β...

Dies ist äquivalent zu unserer Festlegung von kBβ = 1
T

= ∂S
∂E

am Maximum von∑
E

W (E)e−βE ≈
∑
E

eS/kB−βE

≈̇
∑
E

eS(〈E〉−β〈E〉)+( ∂S
∂E

/kB−β)(E−〈E〉)+...

in beiden Fällen wird β aus 〈E〉 bestimmt.

• Die Lagrangesche Multiplikatoren β , ξ , ηi , c sind intensive Variablen konjugiert
zu den extensiven Variablen E ,X , Yi

• In Aufgabe 5 werden die Ableitungen besprochen

• Die ’inneren Kräfte’ ηi berücksichtigen innere Hemmungen, z.B. sind die Teilchen-
zahlen N1 und N2 durch chemische Potentiale µ1 und µ2 unterschiedliche gemacht
worden und verändern sich, wenn die innere Hemmung gelöst wird, d.h. wenn die
Nebenbedingung (iv) aufgegeben wird. (d.h. wenn die chemischen Potentiale gleich
werden.). Der Abbau der inneren Hemmungen führt zu einer Zunahme der Entropie:

S
′
(%∗) ≥ S

′
(%∗∗)

*: vollständiges Gleichgewicht
**: innere Hemmung
Gleichzeitig wird das vollständige Gleichgewicht gekennzeichnet durch:

0 = Sp δ%

Yα,1 + Yα,2︸ ︷︷ ︸
∗

 = Sp δ%Yα,1 + Sp δ%Yα,2 = ∆Yα,1 + ∆Yα,2

*: Yα ist eine Erhaltungsgröße des Gesamtsystems.
Damit Gleichung 2.71 erfüllt ist, muss gelten:

ηα,1
!
= ηα,2 (2.72)

Dies bedeutet, dass im vollständigen Gleichgewicht die inneren intensiven Variablen oder
thermodynamischen Kräfte homogen im Gesamtsystem sind.

Fazit:
Eine vierte Formulierung der statistischen Mechanik beruht auf das Postulat:
In der Boltzmann-Entropie S nimmt die Informationsentropie S

′
ihren maximalen Wert

an, der mit den Nebenbedingungen, dass einzelne Mittelwerte festgelegt sind, kompatibel
ist.
Eine Umformung dieses Postulats ergibt: Die jeweiligen Gibbsschen Potentiale sind ex-
tremal (typischerweise minimal, da sie −S enthalten) bei gegebenen intensiven Variablen.
Als Beispiel dazu haben wir bereits die Freie Energie bei gegebener Temperatur (sowie
das großkanonische Potential) behandelt.
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2.3.6 Zeitabhängigkeit der Entropieen

In einem isolierten System mit gegebenem Hamilton-Operator H gilt:

d

dt
S

′ ∗
=

d

dt
(−kBSp %(t) ln %(t))

=
ikB
~

Sp [H,%] ln %

=
ikB
~

Sp H [%, ln %] = 0

*: s. Aufgabe 5 & von-Neumann-Gleichung und weil dS = −kBSp d% ln % ist.
Die Informationsentropie S

′
ist also zeitlich erhalten entlang einer Trajektorie des Systems.

S
′
nimmt beim Weg ins thermische Gleichgewicht nicht zu!



Kapitel 3

Thermodynamik

Aus der statistischen Mechanik, d.h. den Dichteoperatoren des thermischen Gleichge-
wichts, der von-Neumann-Gleichung:

d% =
−i
~

[H,%] dt

(wobei die Dauer des infinitesimalen Prozesses dt nicht von Interesse ist)
folgt die Thermodynamik. (Die Zeit = Scharmittel Problematik wird ignoriert.)
Betrachtet werde ein kanonisches System:

Die gesamte Energie Etot = EBad + E ist konstant. Zwischen dem (zur Vereinfachung)
geschlossenen System und dem Bad besteht eine kleine Kopplung U � E, d.h. es besteht
thermischer Kontakt mit dem Wärmebad.
Durch das Bad können auch weitere Parameter X (z.B. das Volumen V (t)) kontrolliert
werden, ein Teilchenaustausch soll allerdings nicht möglich sein.
Damit ist der Hamilton-Operator des Systems eine Funktion der vorgegebenen Varia-
blen. H = H(X(t)). Im thermischen Gleichgewicht liegt eine kanonische Gesamtheit vor.
Unter Annahme, dass die Temperatur mit der Zeit kontrolliert werden kann, ist der da-
zugehörige Dichteoperator:

% =
1

Z
e−β(t)H(X(t)) (3.1)

mit den Operatoren X auf HBad.
Bemerkung:

Htot = HBad +H + U

mit U � H

3.1 0ter Hauptsatz & Temperatur

Wie in §2.2.3 & 2.4.5 gezeigt, stimmt die Temperatur T des Systems mit der des Bades
überein. Selbiges gilt für den Druck P .

81
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3.2 1ter Hauptsatz, Arbeit & Wärme

• [A] Erster Hauptsatz:

Die mittlere (auch innere) Energie des Systems ist E =< H >= Sp %H und
verändert sich gemäß dem Differential:

dE = dSp %H
∗
= Sp d%H︸ ︷︷ ︸

∗∗

+ Sp % dH︸ ︷︷ ︸
∗∗∗

dW = δQ+ δW (3.2)

*: s. Aufgabe 5
**: Definition des Wärmeübertrags δQ
***: Definition der Arbeitsleistung δW
Bemerkung:

– Dies ist das Konzept der Energieerhaltung

– Offensichtlich tauchen in δE nicht die totalen Differentiale von Q und W auf,
da es i.A. keine Funktion W mit dW = Sp % dH gibt. I.A. existieren also keine
Stammfunktionen W und Q.

– δW beschreibt eine Veränderung der Energieeigenwerte bei gleich bleibender
Besetzung % der Energieniveaus. (zunächst in 0ter-Näherung)

– δQ beschreibt eine Veränderung der Besetzungswahrscheinlichkeit der Niveaus
bei gleich bleibendem Hamilton-Operator

• [B] Arbeitsleistung

Die Energieänderung durch kontrolliertes Verändern (weniger) externer GrößenX(t)
(beispielsweise des Volumens V (t)):

δW = Sp % dH
∗
=
i dt

~
Sp % [Htot,H] (3.3)

∗∗
=
i dt

~
Sp % [HBad,H] (3.4)

wobei in * die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen verwendet wurden und in
** ausgenutzt wurde, dass U � HBad gilt.
In der Regel kommutiert HBad nicht mit H, da sowohl H(X(t)) als auch X Opera-
toren auf HBad sind.
In der Thermodynamik wird nun postuliert, dass X(t) ohne Unschärfe & Fluk-
tuationen durch das Bad (welches viel größer als das System ist) variiert wird, so
dass man folgern kann, dass X(t) sich wie eine deterministische, klassische Variable
verhält. Damit lässt es sich einfacher rechnen. Klassisch gilt:

i

~
[HBad , H(X)]

~→0−→ {HBad , H(X)}

=
∂H

∂X
{HBad , X}

≈ ∂H

∂X

i

~
[Hbad,X]
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Damit folgt die Dynamik der X(t) aus HBad über Heisenberg:

i

~
[HBad , X] =

dX

dt

⇒ δW = Sp %
∂H

∂X
dX

=

〈
∂H

∂X

〉
dX (3.5)

= ξ ·X (3.6)

mit der Definition der zu X konjugierten Kraft:

ξ =

〈
∂H

∂X

〉
Ein Beispiel hierfür ist P = −

〈
∂H
∂V

〉
woraus folgt:

δW = −P dV

(mit dem veränderlichen Volumen V (t)) In Aufgabe 23 wurde mit dem Virialsatz
gezeigt, dass die so definierte Größe P tatsächlich dem Druck entspricht.
Bemerkung:

– Das Arbeits-Konzept der Thermodynamikverlangt ein unendlich-großes Wärme-
bad, damit die Rückkopplung des Sstems auf die Dynamik von X(t) ver-
nachlässigt werden kann.

• [C] Wärmeübertrag:

Selbst ohne Arbeit, d.h.H enthält keine Operatoren aufHBad, was durchH 6= H(X)
ausgedrückt wird ([HBad,H] = 0), gilt d% 6= 0 auf Grund der Kopplung U .
Mit der Orthonormalbasis von % (%|n〉 = pn|n〉) erkennt man:

δQ = Sp d%H =
∑
n

dpnEn (3.7)

δQ resultiert aus der Veränderung der Besetzungswahrscheinlichkeit.

3.3 2ter Hauptsatz & Irresibilität

• [A] Prozesse:

Betrachtet werden eingeschränkte kanonische Gleichgewichtszustände mit

%(t) =
1

Z
exp {−β(t)H(X(t),Y i(t))}

(X sind die externen Kräfte und Y i die inneren Hemmungen), für 2 Subsysteme mit
i = 1,2.
Innere Hemmungen bestimmen die Erhaltungsgrößen Y i (z.B. Wand). Deren zeitli-
che Veränderungen von einem Ausgangszustand im kanonischen thermischen Gleich-
gewicht zum Endzustand im kanonischen thermischen Gleichgewicht. Man unter-
scheidet hier verschiedene Prozesse, welche immer wieder auftauchen:
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– (i) Reversible Prozesse
Das System liegt ununterbrochen in vollständigen kanonischen Gleichgewichts-
zuständen:

% =
1

Z
exp {−β(t)H(X(t))}

vor (d.h. nur externe Kräfte keine inneren Hemmungen).
Bemerkung:
Dies erfordert eine langsame Prozessdurchführung, damit dissipative Prozesse
vernachlässigbar sind.

– (ii) quasistatische Prozesse
wie (i) nur in eingeschränkten Gleichgewichtszuständen:

%(t) =
1

Z
exp {−β(t)H(X(t),Y i(t))}

– (iii) adiabatische Prozesse
Dies ist eine Unterklasse der quasistatischen Prozesse mit δQ = 0. Das System
ist thermisch isoliert und beschreibt demnach gerade kein kanonisches System
(mikrokanonisch)

– (iv) Irreversible Prozesse
Bei einem allgemeinem irreversiblen Prozess benötigt man sehr viele (O(1023))
interne Variablen um den Prozess zu beschreiben. Das Konzept der statisti-
schen Mechanik geht damit verloren, da man jetzt nicht nur wenige makrosko-
pische Größen benötigt, sondern sehr viel über das Mikrosystem wissen muss.

• Zweiter Hauptsatz:
Bei quasistatischen Prozessen im geschlossenen System mit Wärmebad:

%(t) =
1

Z
exp {−β(t)H(X(t),Y (t))}

mit dE = δQ+ δW & Sp d%H = δQ sowie

δW =

〈
∂H

∂X

〉
dX +

2∑
i=1

〈
∂H

∂Y i

〉
dY i

Aus §2.4.5 (Erinnerung: Sp % = 1) entnehmen wir:

dS = −kBSp d% ln %

= kBSp { d%(lnZ + βH)}
= kB (lnZSp d%+ Sp d%βH)

= kBβSp d%H

Also lautet der zweite Hauptsatz quasistatistisch:

δQ = T dS (3.8)

(mit der schon diskutierten Definition β = 1
kBT
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Bisher haben wir den ersten Hauptsatz aus der statistischen Mechanik abgeleitet, dabei
war wichtig, dass sowohl der Dichteoperator, als auch der Hamilton-Operator von der
Zeit abhängen:

dE = dSp %H = Sp d%H︸ ︷︷ ︸
∗

+ Sp % dH︸ ︷︷ ︸
∗∗

dE = δQ+ δW

*: Die Änderung des Dichteoperators entspricht einer Wärmeänderung.
**: Die Änderung von H entspricht gerade der Arbeit δW .
Wir haben für δQ und δW die folgenden Beziehungen gefunden:

δW = 〈∂H
∂X

〉 dX

δQ = Sp H d% = T dS

δQ

T
= dS

Aus diesen Beziehungen folgt die Gibbs’sche Fundamentalform:

dE = T dS + ξ dX +
2∑
i=1

η
i
dY i (3.9)

(typischerweise) = T dS − p dV + µ dN

Diese gilt für Zustände, welche mit quasistatischen Prozessen ineinander übergeführt wer-
den können.
Unser Modell irreversibler Prozesse besagt, dass die geleistete innere Arbeit

∑
i ηi· dY i un-

bekannt ist. (in der Realität ist Y ∈ R3·1023
) Wir verwenden meistens Y i → {V1(t),V2(t)},

was durch eine innere Hemmung (hier eine Trennwand, die das System in zwei Subsyste-
me der Volumina V1 & V2 unterteilt) produziert wird. Damit kann die innere Arbeit zu
δQext. gezählt werden:

dE = δWext.︸ ︷︷ ︸
∗

+ δQext.︸ ︷︷ ︸
∗∗

*: messbare externe Arbeit (z.B. −p dV )
**: zugeführte Wäre aus dem Wärmebad; diese ist extern messbar (am Bad-System) in
dem man misst, wie viel Wärme verbraucht wurde, die an das System abgegeben wurde.
Mit

δQext.∗ = δQqs + δQirr = T dS +
∑
i

η
i
· dY i

⇒ dS =
1

T
δQext −

1

T

∑
i

η
i
· dY i

=:
1

T
δQext + dSirr
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(Index qs: quasistatisch; irr: irreversible)
und weil (gemäß §2.1.3 & §2.4.5) im isolierten System (d.h. δQext = 0) gelten muss:

dS = dSirr ≥ 0

folgt der zweite Hauptsatz:

dS ≥ δQext

T
(3.10)

Bemerkung:
Ein Beispiel für dSirr ist die Mischungsentropie, welche in den Aufgaben behandelt wur-
de:
Zu Beginn hat man hier ein eingeschränktes Gleichgewicht (ein Gas A befindet sich im
Volumen V1 ein Gas B im Volumen V2 welches von V1 durch eine Wand getrennt ist) und
dann wird die Wand entfernt und beide Gase können jetzt im ganzen Volumen sein.
Man betrachte hierzu auch §2.1.4. Dort wurde gezeigt, dass im isolierten System gilt:

W (E,X) ≥ W (E,X,i.H.)

und W = eS/kB . (Dies ist der eigentliche Ursprung des zweiten Hauptsatz, dort wurde
nämlich schon verstanden, dass die Entropie ohne innere Hemmung größer ist, als mit!)

3.4 3ter Hauptsatz & absoluter Nullpunkt

Nach dem Postulat in §2.1.3 sind die Energieniveaus des Systems ’nicht entartet’. Dies be-
deutet, dass die Entropie des Grundzustands (o.B.d.A. E0 = 0) des Hamilton-Operators
in isolierten Systemen S0 = kB ln 1 (keine Entartung) bzw. S0 = kB lnω0 mit dem Entar-
tungsgrad ω0 (bei einer gewissen Entartung) entspricht.
Im thermodynamischen Limes folgt daraus:

S0

N

N→∞−→ 0

Dies ist eigentlich damit gemeint, dass die Energieniveaus nicht entartet sind, der Loga-
rithmus des Entartungsgrades ist klein gegenüber der Teilchenzahl.
Daraus folgt für die Boltzmann-Entropie einer kanonischen Gesamtheit (%β ∝ e−βH):

S(%β) = −kBSp %β ln %β (3.11)

⇒ S

N

T→0−→ lim
β→∞

lim
N→∞

−kB
N

Sp %β ln %β (3.12)

Letzteres ist der thermodynamische Limes. In einer Orthonormalbasis von H & %β kann
man dies umschreiben zu:

S

N
= lim

β→∞
lim
N→∞

[
1

N
S0 +O

(
C

T
E1e

−βE1

)]
= 0 (3.13)

Dabei ist im ersten angeregten Niveau E1 > 0.
Kurz lautet der dritte Hauptsatz, welcher auch das Nernstsche Theorem genannt wird:
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S(T → 0) = 0 (3.14)

D.h. S0 ist keine extensive Größe mehr.
Bemerkungen:

• Der Grundzustand ist nicht extensiv entartet und es gibt einen endlichen Abstand
des Grundzustands vom ersten angeregten Niveau in H:

∆E = E1 − E0

• Im scheinbaren Gegenbeispiel der unabhängigen Spins aus §1.4:

H = H0 = −
N∑
i=1

µ
i
·B (3.15)

ist bei B = 0 S0 = kBN ln 2.
In Wirklichkeit gilt allerdings:

H = H0 +H1

mit H1 der Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten und damit ist:

%β ∝ e−βH = e−β(H0+H1)

Die Korrektur βH1 wird für β →∞ wichtig und führt im allgemeinen zur Ordnung
(Ferromagnet, Anti-Ferromagnet), was wieder S0 = 0 bedeutet. Dieses Gegenbeispiel
stellt also keinen Widerspruch zum dritten Hauptsatz dar, wir haben nur erkannt,
dass das Modell im Limes β →∞ nicht mehr zulässig ist.

• Wegen S
T→0−→ S0 +O

(
CE1

T
e−E1/kBT

)
gilt auch:

C = T
∂S

∂T

T→0−→ 0 (3.16)

S ist nicht analytisch, dies bedeutet, dass S(T ) nicht in einer Taylor-Reihe ent-
wickelbar ist.
T = 0 ist unerreichbar, da jedes Wärmebad dort versagt.

3.5 Thermodynamischer Limes

Der thermodynamische Limes ist gegeben durch:
N → ∞ , V → ∞ , X → ∞ (d.h. alle extensive Größen werden sehr groß), so dass aller-
dings alle Dichten % = N

V
= const. sowie x = X

V
= const. konstant bleiben.

Wie in §2.2 & §2.3 gezeigt, geben in diesem Grenzfall alle Gesamtheiten identische Ergeb-

nisse, weil die relativen Streuungen verschwinden. D.h. z.B.: ∆E
〈E〉

th. L.−→ 0 (und nach dem

zentralen Grenzwertsatz ∝ 1√
N

).

Es macht also im thermodynamischen Limes keinen Unterschied E ’genau’ im mikrokano-
nischen Ensemble oder nur den Mittelwert 〈E〉 = E(T ) im kanonischen Fall vorzugeben.
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• [A] Gibbssche Potentiale und Legendre-Transformationen
Der thermodynamische Limes besagt, dass in der

mikrokanonischen E(S,V,N)
kanonischen Gesamtheit mit Gibbs-Potential F (T,V,N)
großkanonischen Ω(T,V,µ)

mikrokanonischen dE = T dS − p dV + µ dN
kanonischen Gesamtheit mit Gibbsscher-Fundamentalform dF = −S dT − p dV + µ dN
großkanonischen dΩ = −S dT − p dV −N dµ

gerechnet werden kann, und dass die Potentiale durch Legendre-Transformationen
miteinander verknüpft sind:

F = E − TS (3.17)

Ω = E − TS − µN = F − µN (3.18)

wobei T−1 = ∂S
∂E

Bemerkung:

– Die Maxwell-Relationen folgen sofort wegen der Vertauschbarkeit der zwei-
ten Ableitungen. Es gilt z.B.:

∂S(T,V,N)

∂V
= −∂

2F (T,V,N)

∂V ∂T
=
∂p(T,V,N)

∂T

– Ebenfalls nützlich ist der Satz über implizit gegebene Funktionen, aus welchem
folgt:

∂y(x,z)

∂x
= −∂y(x,z)

∂z
/
∂x(z,y)

∂z︸ ︷︷ ︸
falls 6=0

(3.19)

Beweis:
y = f(x,z) = y(x,z) sei gegeben, dann ist die Gleichung y − y(x,z) = 0 nach

x = x(y,z) auflösbar, falls ∂y(x,z)
∂x

6= 0. Es gilt dann:

0 = − d

dz
(y − y(x(y,z),z)) =

∂y(x,z)

∂z
+
∂y(x,z)

∂x
· ∂x(y,z)

∂z

– Dies wird häufig mit der Jacobi-Determinante und ihren Rechenregeln formu-
liert:

∂(fg)

∂(xy)
:=

∂f

∂x
· ∂g
∂y
− ∂f

∂y
· ∂g
∂x

(3.20)

wobei ∂y(xz)
∂x

= ∂(yz)
∂(xz)

weil ∂z
∂x

= 0, da x und z hier unabhängige Variablen sind.
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• [B] Beweis der Existenz des thermodynamischen Limes

Gegeben sei ein Hamilton-Operator H =
N∑
i=1

p2i
2m

+ 1
2

N∑
i6=j

V (|ri − rj|) dann muss für

V → ∞ und N → ∞ gezeigt werden (mit % = N
V

= const.), dass (in der einfachen
kanonischen Gesamtheit) gilt:

1

V
ln Sp e−βH =

1

V
lnZ −→ −βF (T,%)

V
(3.21)

mit endlicher freier Energiedichte:

f = f(T,%) =
F

V

Bemerkung:

– Der Beweis ist sehr kompliziert, deshalb soll an dieser Stelle nur die Beweisidee
skizziert werden:
Man unterteile das System in Subvolumina Vα ≥ ξ3 (mit der Korelationslänge
ξ) so dass für die Grenzwerte V → ∞ und Vα → ∞ die Kopplung zwischen

den Subvolumina Vk und Vα (Kopplung: Fläche zwischen Vk und Vα ∝ V
2/3
α )

vernachlässigbar wird, so dass unabhängige Subvolumina vorliegen und der
zentrale Grenzwertsatz gilt.

– Liegt Coulomb-Wechselwirkungfür Ladungen vor:

V ∝ qiqj
4πε0|ri − rj|

so ist der Beweis erschwert, da der Limes (d.h. f(T,%)) eindeutig sein muss aber
z.B. das elektrische Potential einer Ladungsverteilung von der Form der La-
dungsverteilung abhängt (Kugel oder Platte). Man kann den Beweis allerdings
retten, in dem man Ladungsneutralität durch Abschirmung ansetzt.

– Für gravitative Systeme V ∝ mimj

|ri−rj |
ist ein Beweis unmöglich.

Abbildung 3.1: Zum 2. Hauptsatz
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Wir betrachten in der Vorlesung von nun an hauptsächlich quasistatische Prozesse,
also Prozesse, bei denen dE = TdS gilt.

• [C] Extensivität
Der thermodynamische Limes bedeutet, dass im isolierten System alle extensiven
Variablen auf die folgende Art und Weise verknüpft sind:

S (λE, λV, λN,...) = λ · S(E,V,N,...) (3.22)

damit

s =
S ′

V ′ =
S

V

konstant wird im thermodynamischen Limes. Daraus folgt nun nach Euler:

S(E,V,N) =
1

T
·
(
E − µN + PV − ξ ·X

)
⇒ F = −P (T,V,N) · V + µ(T,V,N) ·N (3.23)

⇒ Ω = P (T,V,µ) · V

Gleichzeitig folgt die Gibbs-Duhem-Beziehung:

S dT − V dP +N dµ = 0 (3.24)

woraus man µ = µ(T,P ) oder P = P (T,µ) folgern kann. Beweisen kann man dieses
mit Gibbs-Duhem:

E = TS − PV + µN und dE = T dS − P dV + µ dN

Die intensiven Variablen müssen der Gibbs-Duhem-Beziehung genügen, sie hängen
also nur von wenigen Variablen ab.



Kapitel 4

Quantengase

4.0 Erinnerung an die Zustandssumme des harmoni-

schen Oszillators

Ein quantenmechanischer harmonischer Oszillator (ω) in der kanonischen Gesamtheit bei
der Temperatur T mit dem Hamilton-Operator

H = ~ω ·
(
a†a+

1

2

)
und der Zustandssumme

Z = Sp e−βH

sowie der Orthonormalbasis {|n〉}, welche die Eigenwertgleichung

a†a|n〉 = n|n〉

erfüllt, gilt:

Z =
∞∑
n=0

e−βEn = e−
β~ω
2 ·

∞∑
n=0

e−β~ωn = Z0 ·
1

1− e−β~ω

und man erhält die freie Energie

F = −kBT lnZ = F0 + kBT ln(1− e
− ~ω

kBT ) (4.1)

Interpretation für einen Freiheitsgrad ist, dass mit dessen Anregungen/Auslenkungen, d.h.
mit n, die Energie anwächst. n ist die Besetzungszahl oder die Zahl der Energiequanten,
welche mit der Wahrscheinlichkeit p(n) auftreten.

p(n) =
Z0

Z
e−β~ωn (4.2)

Dies ist die kanonische oder Gibbssche Wahrscheinlichkeitsverteilung und ihr Mittelwert
ist

91
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Abbildung 4.1: Eindimensionaler Oszillator

〈n〉 =
∞∑
n=0

n p(n) =
Z0

Z

∑
n

ne−β~ωn =
Z0

Z
·
(
− ∂

∂β~ω
Z

Z0

)
=

e−β~ω

1− e−β~ω =
1

e−β~ω − 1
(4.3)

Dies ist die Bose-Einstein-Verteilung.

Eine andere Interpretation dieser Rechnung:
Es liege ein Energieniveau ~ω vor wie auf dem Bild, dass mit n Teilchen besetzt wird.

Abbildung 4.2: Energieniveau mit n Teilchen

Die Gesamtenergie des Vielteilchensystems können wir in der großkanonischen Gesamtheit
ermitteln, so dass gilt:

〈E〉 =
∞∑
n=0

~ω(n+
1

2
)

1

Z
e−βH = E0 + ~ω

∑
n

n

Z
e−β~ωn = E0 + ~ω 〈n〉 (4.4)

Diese Interpretation ist nützlich aus verschiedenen Gründen:

• Sie gilt für kleine Schwingungen um die Ruhelage, die harmonischen Anregungen
entsprechen. Beispiel: Phononen, die um Gitterplätze schwingen, Magnonen: Spin-
wellen um den ferromagnetischen Grundzustand, ganz allgemein bosonische Quasi-
teilchen
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• Quanten elementarer Wechselwirkungen wie zum Beispiel Photonen, die Quanten
elektromagnetischer Strahlung sind ebenfalls Bosonen. Sie haben einen ganzzahligen
Spin.

• Zusammengesetzte Boseteilchen, z.B. 4He mit Spin 1 oder Natrium, Rubidium sind
ebenfalls Bosonen mit ganzzahligem Spin.

• Es gibt auch noch eine andere Klasse von Teilchen, die Fermionen, bei denen nur
die zwei Besetzungszahlen 0 oder 1 existieren. Deren Spin ist halbzahlig. Beispiele
sind elementare Teilchen wie Elektronen, Quarks oder zusammengesetzte Teilchen
wie Protonen, Neutronen oder gar 3He, welches eine ganz andere Thermodynamik
hat wie 4He. Anregungen in Vielteilchensystemen wie z.B. Löcher im Festkörper
sind ebenfalls Fermionen

Abbildung 4.3: Übersicht über verschiedene Teilchen

4.1 Ununterscheidbarkeit und Quantenstatistik

Betrachtet werde ein Hilbertraum H = (Hi⊗)N von N Teilchen mit der Orthonormalba-
sis {|α〉n} = {|α〉1 |α〉2...|α〉N}, wobei die α die Quantenzahlen des Einteilchenzustandes
sind. Zum Beispiel nimmt man für ein Elektron in einer Box seinen Wellenvektor k und
den Spin. Die Koordinaten des i-ten Teilchens ri und die Spinstellung σi = ±1

2
seien

zusammengefasst zu (i) = (ri,σi). Die Wellenfunktion des i-ten Teilchens einschließlich
Spinanteil im Zustand

Ψαi
(i) = 〈i|αi〉 = 〈riσi|α〉i

Sie werden abgekürzt zu

Ψαi
(i)

Zwei Teilchen haben also die Wellenfunktion

Ψα,α′(1,2) = Ψα(1) Ψα(2)

wenn das Teilchen 1 im Zustand α und Teilchen 2 im Zustand α′ ist.
Der Teilchen-Austauschoperator E(12) vertauscht beide Teilchen zwischen ihren Quanten-
zuständen α & α

′
:

E ψα , α′ (1,2) = ψα , α′ (2,1) (4.5)

und wegen E2ψα , α′ (1,2) = Eψα , α′ (2,1) = ψα , α′ (1,2)

folgt: E2 = 1 (4.6)

Die Eigenwerte von E sind demnach ±1.
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4.1.1 Das Pauli-Prinzip

Das Pauli-Prinzip wurde 1925 von Pauli gefunden und ist ableitbar aus der Quanten-
feldtheorie, welche von Dirac 1926 und von Pauli 1929 aufgestellt wurde:
Ununterscheidbare quantenmechanische Teilchen sind entweder Fermionen oder Bosonen
deren Vielteilchenwellenfunktion entweder: symmetrisch: Eψα , α′ (1,2) = +ψα , α′ (1,2), Bo-
sonen (Spin ganzzahlig)
oder antisymmetrisch: Eψα , α′ (1,2) = −ψα , α′ (1,2), Fermionen (Spin halbzahlig)
bei Vertauschung zweier beliebiger Teilchen.
Jede Messgröße kann nicht zwischen ψα , α′ (1,2) und Eψα , α′ (1,2) unterscheiden. Dies be-
deutet dass nur hermitesche Operatoren A messbar sind, welche die folgende Relation
erfüllen:

A E|ψ〉 = E (A|ψ〉)

also müssen E und A kommutieren: [E,A] = 0.
Bemerkungen:

• Für Fermionen folgt, dass Pauli-Asschluss-Prinzip für α = α
′

(d.h. wenn beide
Teilchen im gleichen Quantenzustand sind):

ψα , α(1,2) = −ψα , α(1,2) = 0 (4.7)

Die Wellenfunktion muss also ihr eigenes Negatives sein, dies geht nur wenn sie
selbst verschwindet.
Zwei Fermionen können somit nicht den identischen Quantenzustand einnehmen.

• Zu den messbaren Vielteilchenoperatoren gehört also der Gesamtimpuls P =
∑
i

p
i

aber nicht der Impuls eines Teilchens p
i
. Da es einen Unterschied machen würde ob

man erst misst und dann zwei Teilchen vertauscht oder umgekehrt.

• Die Vertauschung von Teilchen 2 und 3 ergibt wegen:

E23 = E12E13E12

kann der Teilchen-Austauschoperator als ein ungerades Produkt von Vertauschun-
gen geschrieben werden (man kann sich leicht davon überzeugen, dass das Produkt
auf der rechten Seite am Ende gerade die beiden Teilchen 2 und 3 vertauscht). Dar-
aus folgt, dass die (Anti-)Symmetrie der Vertauschung erhalten bleibt unter vielen
Vertauschungen. (Hätte man ein gerades Produkt gefunden, so hätte man eine An-
tisymmetrie in eine Symmetrie umwandeln können.)
Beispiele:
Als Beispiel betrachten wir N Teilchen im Einteilchen-Zwei-Niveau-System:

H1 = {|ε0〉 , |ε1〉}
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Abbildung 4.4: 1 Teilchen, Zwei Niveaus

Für zwei Teilchen haben wir verschiedene Möglichkeiten:
I: unterscheidbare Quantenteilchen ergeben 4 Zustände in

H2 = {ψε0(1)ψε0(2) , ψε0(1)ψε1(2), . . .}

Abbildung 4.5: 2 unterscheidbare Quantenteilchen haben 4 Zustände

II: Für 2 Fermionen haben wir nur noch einen Zustand in

H2 =

{
1√
2

(ψε0(1)ψε1(2)− ψε1(1)ψε0(2))

}

Abbildung 4.6: 2 Fermionen haben 1 Zustand

III: 3 Bosonen liefern 3 Zustände in

H2 =

{
ψε0(1)ψε0(2) , ψε1(1)ψε1(2) ,

1√
2

(ψε0(1)ψε1(2) + ψε1(1)ψε0(2))

}
Für N ≥ 3 gibt es bei Fermionen keine weiteren Zustände, bei Bosonen hingegen

schon.

4.1.2 Besetzungszahlen n & Großkanonische Gesamtheit

Jeder Mikrozustand eines N -Teilchen Systems mit den Quantenzahlen α, die eindeutig
jedes Ein-(Quasi)-Teilchen Niveau bezeichnen, ist eindeutig durch das Set von Besetzungs-
zahlen nα, also durch ν = {nα} gegeben.
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Abbildung 4.7: 2 Bosonen haben drei Zustände

Dies kann anschaulich begründet werden, da jede weitere Information erlauben würde,
die Teilchen zu unterscheiden.
Für Fermionen sind nur nα = 0,1, für Bosonen sind nα = 0,1,2, . . . ,∞ möglich.
Die Gesamtzahl der Teilchen lautet also dann N =

∑
α

nα.

Die Gesamtenergie ergibt sich somit zu E =
∑
α

nαεα mit dem Energieeigenwert εα im

Niveau α. Dies ist eine Näherung, dass das N -Teilchen System mit den Niveaus α diago-
nalisierbar ist.
Mit diesem Wissen können wir den Großkanonischen Dichteoperator

%(T,µX) =
1

Z
e−β(H−µN)

in der Basis ν = {nα} angeben. Beispielsweise gilt für einen speziellen Zustand, in wel-
chem nur das Niveau ν0 besetzt ist:

〈0 . . . ,nα0
, . . . 0|%|0 . . . ,nα0

, . . . 0〉 =
1

Z
e−β(εα0−µ)nα0 (4.8)

d.h. alle Niveaus mit Ausnahme des α0 Niveaus sind leer, dieses hat nα0
Teilchen. Die

Spur bekommt man nun durch Summierung über alle möglichen Zustände, d.h. über alle
Zustände in denen das Niveau αi besetzt und alle anderen Niveaus leer (oder auch besetzt)
sind. So dass die Zustandssumme und das Großkanonische Potential Ω lautet (wobei *
falls Ω = Ω(T,µ,V ) zutrifft, gilt):

e−βΩ(T,µ,X) = Z(T,µ,X) = e−βV p(T,µ)︸ ︷︷ ︸
∗

(4.9)

= Sp e−β(H−µN) (4.10)

=
∑
{nα}

〈{nα} |e
−β

∑
α
′
ε
α
′ n̂

α
′−µ n̂

α
′


|
{
nα′
}
〉 (4.11)

=
∑

nα0 ,nα1 ,nα2 ,...

e−β
∑

α(εα−µ)nα (4.12)

=

∑
nα0

e−β(εα0−µ)nα0

 ·

∑
nα1

e−β(εα1−µ)nα1

 · · · (4.13)
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⇒ Z(T,µ,X) = Πα

∑
nα

e−β(εα−µ)nα

 (4.14)

wobei nα = 0,1,2, . . . ,∞ für Bosonen
und nα = 0,1 für Fermionen
Bei Bosonen erhalten wir also über die geometrische reihe:

∞∑
n=0

e−β(ε−µ)n =
1

1− e−β(ε−µ)
für ε > µ

Bei Fermionen findet man: ∑
n=0,1

e−β(ε−µ)n = 1 + e−β(ε−µ)

Beide Fälle lassen sich zusammenfassen zum Endergebnis (nach dem man noch den Lo-
garithmus gezogen hat um vom Produkt auf eine Summe zu kommen):

−βΩ = lnZ(T,µ,X) = ∓
∑
α

ln
[
1∓ e−β(εα−µ)

]
(4.15)

oberes Vorzeichen für Bosonen unteres für Fermionen.
Bemerkungen:

• Die Zustände {nα} werden oft abgekürzt zu dem Index ν:

Z =
∑
ν

e−β(Eν−µNν)

dies ist identisch zum obigen Z, wobei:

Eν =
∑
α

εαnα & Nν =
∑
α

nα

• In der kanonischen Gesamtheit sind nicht alle Besetzungszahlen unahängig, weil
N =

∑
α

nα gelten muss. Damit folgt:

Z(T,N,X) =

′∑
{nα}

e
−β

∑
α
′ ε

α
′ n

α
′

=
∑
{nα}

δN,∑α nαe
−β

∑
α
′ ε

α
′ n

α
′

Das Kronecker-Delta muss verwendet werden, dass die Bedingung N =
∑
α

nα

erfüllt ist.
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Dieser Summation kann man durch den Schritt in die Großkanonsiche Gesamtheit
entgehen. Diesen Schritt vollzieht man mit einer Laplace-Transformation:

Z(T,µ,X) =
∞∑
N=0

eβµNZ(T,N,X)

=
∑
{nα}

e−β(H−µN)

was einer unabhängigen Summation entspricht, weil
∑∞

N=0 δN,
∑
α

= 1.

• Häufig muss Z für ein Gas von (Quasi)-Teilchen im Volumen V ausgewertet werden.
Dort ist α → k der Wellenvektor (& Spin) und α

′
geben weitere Spin & Quanten-

zahlen an. Dann ist:

ψα(i) =
1√
V
eik·riCα′

eine ebene Welle als Eigenfunktion zum Impuls ~ki mit:

k =
2π

L
(nx,ny,nz)

mit ni = 0,± 1,± 2, . . . (für periodische Randbedingungen).
Unabhängig von der Form des Volumens folgt für eine beliebige Summe mit einer
beliebigen glatten Funktion F :∑

α

F (εα) =: I

I =
∑
k , α

′

F (εα
′

k ) =
1

∆3k

∑
k , α

′

∆3k F (εα
′

k ) (4.16)

mit ∆3k =
(

2π
L

)3
folgt I

∗−→ V
(2π)3

∫
d3kF (εα

′

k ) (*: Riemann-Integral) dem Volumen

eines k-Zustands und mit der Funktion εα
′

k = Eα
′
(|k|) die nach |k| aufgelöst werden

kann, d.h. kα
′
= kα

′
(Eα

′
). Damit erhalten wir das Integral:

I = V
∑
α′

∫
d2Ω

(2π)3

∫
dEα

′ k2
α′

(Eα
′

)

∂Eα
′
(k)

∂k

F (Eα
′

) (4.17)

=

∫
dED(E)F (E) (4.18)

mit der Zustandsdichte D(E)

Zur Zustandsdichte: ∑
α

F (εα) =
∑
α′

∫
dεα

′
Dα′(εα

′
)F (εα

′
)

F sei eine glatte Funktion. D ist hier die Zustandsdichte
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Abbildung 4.8: Zustandsdichte

Dα′(ε) =
k2ε2

dεα

dk

∫
dΩk

(2π)3
(4.19)

In unserem Beispiel ist α′ der Spin.
In drei Raumdimensionen haben wir für die Zustandsdichte mit εk = ~2

2m
k2:

D(ε) = V
4π

(2π)3
·
(

2π

~2

) 3
2

· E√
E

mit kE =

√
2m

~2
E

D(E) =
V

4π2
·
(

2π

~2

) 3
2

·
√
E (4.20)

Allerdings muss man beachten, dass oft noch der Spin-Faktor (2s + 1) häufig in D(E)
noch hineingezogen wird.

4.1.3 Die Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Verteilungsfunktion

[A] Mittelwerte der Besetzungszahlen

In der großkanonischen Gesamtheit ist

f(εα) = 〈nα〉 = − ∂

∂βεα
ln
∑
{nα}

e−β
∑

α(εα−µ)nα

= ± 1

β

∂

∂βεα

(∑
α

ln(1∓ e−β(εα−µ))

)
=

1

1∓ e−β(εα−µ)
· eβ(εα−µ) (4.21)

Damit erhalten wir die Verteilungsfunktion:
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f(εα) =
1

eβ(εα−µ) ∓ 1
(4.22)

Das Minus steht für die Bose-Verteilung, während das Plus für die Fermi-Verteilung
steht.

Abbildung 4.9: Vergleich Fermi-Dirac und Bose-Verteilung

Damit ist

N(T,µ,X) =
∑
α

∫
dεα Dα(εα) · f(εα)

und für die Energie gilt ebenfalls in einer Näherung:

E(T,µ,X) =
∑
α

εαf(εα)

Damit lässt sich das großkanonische Potential angeben mit

Ω(T,µ,X) = ∓kBT
∑
α

ln(1± f(εα))

Eine andere nützliche Formel für das Potential ist:

Ω(T,µ,X) = ∓kBT
∑
α

∫
dε Dα(εα) · ln(1∓ e−β(εα−µ))

aus der man mittels partieller Integration erhält:
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Ω = ∓
∑
α

∫ εα

dε′ f(ε′)

Das Integral über die Zustandsdichte entspricht der Zahl der Zustände mit ε′ < ε.

[B] Besetzungszahlfluktuationen

〈(nα − 〈nα〉)〉 〈(nα′ − 〈nα′〉)〉 = 〈(nα − 〈nα〉)2〉 δα,α′
Dies gilt, da die Besetzungszahlen der verschiedenen Niveaus unabhängig voneinander
sind. Damit gilt:

〈∆n2
α〉 = 〈(nα − 〈nα〉)2〉 =

(
− 1

β

∂

∂εα

)2

lnZ

=
1

β

∂

∂εα
f(εα) =

eβ(εα−µ)

(eβ(εα−µ) ∓ 1)
2 = f 2(

1

f
± 1) (4.23)

⇒ 〈∆n2
α〉 = f(εα) · (1± f(εα))

Für ε → ∞ erhält man die klassischen Teilchenzahlfluktuationen des idealen Gases
〈∆n2〉 = 〈n〉.

Abbildung 4.10: Verteilungen

Bosonen sind gerne beisammen bei tiefen Temperaturen, wie man sieht. Für Fermionen
verschwinden die Fluktuationen bei tiefen Temperaturen, da alle Niveaus besetzt sind.
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[C] Grenzfall des klassischen Idealen Gases

An der Teilchenzahl (in drei Dimensionen mit dem Spin s) sieht man:

N = (2s+ 1)
V

4π2
·
(

2m

~2

) 3
2

·
∫ ∞

0

dε
√
ε · 1

eβ(ε−µ)∓1

Diese führt uns auf:

N

V

(
h√

2πmkBT

)3

=
N

V
λ3
T =

2(2s+ 1)√
π

·
∫ ∞

0

dx

√
x

ex−βµ ∓ 1

mit der thermischen Wellenlänge λT . Dies ist die Dichte-chemisches Potential-Beziehung
idealer quantenmechanischer Gase µ(T,N

V
). Aus klassischer Rechnung ist bekannt:

N

V
λ3
T � 1

im klassischen Bereich. Also muss auch e−βµ � 1 gelten und damit:

N

V
λ3
T = (2s+ 1)eβµ + ...

Der klassische Fall wird erhalten, wenn N
V
λ3
T � 1, wir also wenige Teilchen in den Pha-

senraumelementen haben, also fast immer nα = 0 gilt und nα = 1 nur mit der geringen
Wahrscheinlichkeit e−β(εα−µ) auftritt. Gleichzeitig wird dann:

1

eβ(εα−µ) ∓ 1
→ e−β(εα−µ)

Das großkanonische Potential geht nun über in:

Ω(T,µ) → (2s+ 1)V kBT ·
∫

d3k

2π
eβµ · e−β

~2k2

2m =
(2s+ 1)V

βh3
· eβµ ·

∫
d3p e−β

p2

2m︸ ︷︷ ︸
Maxwell−Boltzmann

(4.24)

= (2s+ 1) · V
λ3
T

· e
βµ

β
(4.25)

Dies entspricht dem klassischen Ergebnis mit der Normierung 1
N !

1
h3N .

Für ideale Quantengase kennen wir die folgenden Bestimmungsgleichungen (für chemi-
sches Potential, innere Energie und thermodynamisches Potential):

N(T,µ,V ) =

∫
dεD(ε)f(ε) (4.26)

E(T,µ,V ) =

∫
dε εD(ε)f(ε) (4.27)

−Ω

V
= p(T,µ) = ± 1

V

∫
dε

(∫ ∞

−∞
dε

′
D(ε

′
)

)
f(ε) (4.28)
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4.2 Fast Entartetes Fermi-Gas

Wir studieren in diesem Abschnitt die obigen Bestimmungsgleichungen für nicht-wechselwirkende
Fermionen für T = 0 (zur Vereinfachung sei 2s+1 = 2), d.h. es muss ”vergessen” werden,
dass Elektronen geladen sind (damit die Wechselwirkung abgeschalten ist).

• [A] Entartetes (T = 0) Fermi-Gas & Fermi-Energie
Für T = 0 (β →∞) wird:

f(ε) = Θ(εF − ε) =

{
1 ε < εF
0 ε > εF

Abbildung 4.11: Fermi-Kante

zur Stufenfunktion bei εF , wobei εF = µ die Fermi-Energie ist.
Man definiert auch

TF =
εF
kB

(4.29)

als Fermi-Temperatur.
Damit können wir f in die Bestimmungsgleichungen einsetzen und erhalten:

N(T = 0,εF ,V ) =

∫ εF

dεD(ε) (4.30)

p(T = 0,εF ) =
−1

V

∫ εF

dε

(∫ ε

dε
′
D(ε

′
)

)
(4.31)

Dies kann man nun auf Elektronen in einer Box (mit Volumen V ) anwenden. Mit
der bekannten Zustandsdichte D(ε) von Elektronen im Festkörper findet man:

D(ε) =
V

2π2

(
2m

~2

)3/2√
ε

⇒ N

V
=

1

2π2

(
2m

~2

)3/2
2

3
ε
3/2
F (4.32)

(4.33)

Also kann man die Fermi-Energie angeben:

εF =
~2

2m

(
3π2N

V

)2/3

=:
p2
F

2m
(4.34)

wobei pF der sogenannte Fermi-Impuls ist. Für diesen gilt also:

pF = ~
(

3π2N

V

)1/3

Bemerkungen:
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– Für Metalle (z.B. Kupfer) ergibt sich eine Fermi-Temperatur von TF = 104−
105K oder εF ≈ 10eV weil N

V
≈ 1 · Å−3.

Die Längenschale ist also ähnlich wie beim Wasserstoffatom.
Elektronen im Festkörper sind immer bei Temperaturen weit unter der Fer-
mi-Temperatur T � TF , d.h. sie befinden sich immer im quantenmechanischen
Grenzfall und sind somit fast entartet.

Abbildung 4.12: Fermi-Kugel im k-Raum bei T=0

Während man klassisch aus dem Gleichverteilungssatz erwarten würde,

1

2m
〈p2〉 ∝ 3

2
kBT

T→0−→ 0

dass der Impuls bei immer kleiner werdenden Temperaturen verschwindet folgt
hier auf Grund des Pauli-Prinzips im Fall T = 0:

UF =
pF
m
≈ 106 m

s

Die Teilchen, die zu Transport und Fluktuationen beitragen (d.h. diejenigen
Teilchen, welche an der Fermi-Kante ε = εF sitzen), haben somit einen hohen
Impuls am absoluten Nullpunkt T = 0.

– Anregungen im System erfordern, dass um Elektronen von ε < εF nach ε > εF
anzuheben ein Elektron in ε > εF generiert wird und in ε < εF ein Loch zurück
bleibt.
Damit wird bei Anregung (bzw. T > 0) die Zahl der Elektronen (e−-Niveaus)
bei der Fermi-Energie eine wichtige Rolle spielen.

• [B] Sommerfeld’sche Niedertemperaturentwicklung Diese Entwicklung
kann getätigt werden, da die Temperaturen T � TF sind.
Bemerkung:
Wichtig für die Halbleiterphysik sit, dass

f(ε) −→
{

e−β(ε−µ) ε− µ� kBT
1− eβ(ε−µ) ε− µ� kBT

D.h. Elektronen und Löcher werden fern vom chemischen Potential µ durch die
klassische Boltzmann-Verteilung beschrieben.
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Abbildung 4.13: Fermi-Verteilung wird zur Boltzmann-Verteilung

Für T � TF wir die Verschmierung der Fermi-Stufe um µ der Weite 4kBT wichtig.
Für glatte Funktionen F (ε) besagt die Sommerfeld-Entwicklung:∫

dεF (ε)f(ε)−
∫ µ

dεF (ε) =F

F =
x=β(ε−µ

=
1

β

∫ ∞

0

dx
1

ex + 1
F (µ+

x

β
)︸ ︷︷ ︸

ε>µ

−
∫ ∞

0

dx
′
(

1− 1

ex + 1

)
· F (µ− x

′

β
)︸ ︷︷ ︸

ε<µ

(4.35)

wobei im zweiten Summanden x
′
= −x eingeführt wurde. Mit

1− 1

ex + 1
=

ex

ex + 1
=

1

e−x + 1
=

1

ex
′
+ 1

folgt:

F =
1

β

∫ ∞

0

dx
1

ex + 1

(
F (µ+

x

β
)− F (µ− x

β
)

)
Wie in Aufgabe 65 bereits berechnet führen wir nun eine Taylor-Entwicklung von
F (µ± x

β
) um µ durch und erhalten:

F (µ+
x

β
)− F (µ− x

β
)
.
=
π2

6
(kBT )2F

′
(µ) +O(T 4)

Also gilt:

∫
dεF (ε)f(ε) −→

∫ µ

dεF (ε) +
π2

6
(kBT )2F

′
(µ) +O(T 4) (4.36)

Diese Entwicklung kann man nun in die zu Beginn dieses Paragraphen erwähnten
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Bestimmungsgleichungen einsetzen und erhält damit mit der Definition von εF bei
T = 0:

N =

∫ εF

dεD(ε) =

∫ µ

dεD(ε)f(ε) (4.37)

über die Sommerfeld-Entwicklung:

N =

∫ µ

dε+
π2

6
(kBT )2D

′
(µ) +O(T 4) (4.38)

weil: ∫ εF

µ

dεF (ε) = F (εF )(µ− εF ) +O(T 4)

Damit ergibt sich weiter:

µ− εF = −π
2

6
(kBT )2D

′
(εF )

D(εF )
(4.39)

und für die mittlere Energie folgt:

E = E0(T = 0) +

∫ µ

εF

dεεD(ε) +
π2

6
(kBT )2 ∂

∂ε
εD(ε)

∣∣∣∣
ε=µ

+O(T 4)

= E0 −
π2

6
(kBT )2

(
εFD

′
(εF )−D(εF )− εFD

′
(εF )

)
(4.40)

Mit der Zustandsdichte an der Fermi-Energie D(εF ) ist die mittlere Energie also:

E = E0 +
π2

6
(kBT )2D(εF ) (4.41)

Da die spezifische Wärme CV eine wichtige Größe ist (sie gibt uns Information über
die Energiefluktuationen oder darüber wie die Niveaus besetzt werden können) wol-
len wir hier diese nopch berechnen:

CV (T,µ,V ) =
∂E

∂T
=
π3

3
k2
BTD(εF ) (4.42)

Bemerkung:
CV ∝ 〈∆E2〉 oder CV ≈ ∂E

∂T
ist durch die Niveaudichte bei εF und die Breite der

Fermi-Dirac-Verteilung (≈ 4T ) um εF gegeben.

4.3 Bose-Gase

In diesem Paragraphen sollen wieder die Bestimmungsgleichungen aus §4.2 behandelt wer-
den, allerdings für f = 1

eβ(ε−µ)−1
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4.3.1 chemisches Potential nicht-erhaltener Teilchen

Viele bosonische Anregungen oder Quasiteilchen können ohne Erhaltungsgesetz erzeugt
und vernichtet werden. D.h. es gibt chemische Reaktionen:

A+ γ 
 A
′

mit:
A einer Wand (d.h. Hohlraumstrahler)
γ einem Photon
und A

′
einer Wand mit Energieanregung

Das Massenwirkungsgesetz (s. Aufgabe 47), dass im thermischen Gleichgewicht die freie
Energie nicht zunimmt unter dieser Reaktion, liefert eine Relation der chemischen Poten-
tiale:

0 = µA + µγ − µA′ (4.43)

⇒ µγ = 0 (4.44)

dies gilt, da sich das chemische Potential der Wand nicht geändert hat, da die Wand ja
nur Energie aufnehmen bzw. abgeben kann. (µA = µA′ )
Wir haben also gesehen, dass für nicht-erhahltene Teilchen Spezies µ = 0 gilt.
Die Großkanonische Gesamtheit entspricht der kanonischen Gesamtheit:

F (T,V ) = E − TS = −V p(T )

4.3.2 Photonen

Photonen sind nicht erhalten (⇒ µ = 0) und haben die Dispersion:

ε(k) = ~c|k| = cp (4.45)

sowie die Zustandsdichte

D(ε) = V 2 · 4π

(2π)3
· k

2(ε)

dε

dk

Θ(ε) (4.46)

=
V

π2

ε2

(~c)3
(4.47)

wobei der Faktor 2 aus der Polarisation kommt.

• [A] Stefan-Boltzmann-Gesetz

Die freie Energie ist

F = − V

π2

1

(~c)3
·
∫ ∞

0

dε
1

3
ε3· 1

eβε − 1
= −kBTV

π2c3
·
(
kBT

~

)3

·
∫ ∞

0

dx
x3

3 · (ex − 1)
=
π4

45

und weil
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E(T,V ) = −T 2∂
F (T,V )
T

∂T
=

π2k4
B

15~3c3
· V T 4 =

4σ

c
· V T 4

mit der Stefan-Konstante

σ =
π2k4

B

60~3c2
(4.48)

Wir sehen also, dass der Energiegehalt mit des Photonengases mit T 4 skaliert.
Gleichzeitit gilt

P (T ) = −F
V

=
1

3
· E
V

was wir mit dem klassischen idealen Gas vergleichen können, welches P (T ) = 2
3
· E
V

aufweist.

• [B] Das Plancksche Strahlungsgesetz

Aus der Beziehung

E(T,V )

V
=

~
π2c3

·
∫ ∞

0

dω
ω3

eβ~ω − 1

folgt also die spktrale Energiedichte u(ω), welche als Energiedichte pro Frequenz,
oder mit

E

V
=

∫ ∞

0

dω u(ω)

definiert ist:

u(ω) =
~
π2c3

· ω3

eβ~ω − 1
(4.49)

das sogenannte Planck-Gesetz. Daraus folgt die mittlere Besetzungszahl zur Fre-
quenz ω:

〈n(ω)〉 =
u(ω)

~ω
(4.50)

und die gesamte Photonendichte ergibt sich somit aus

N

V
=

∫ ∞

0

dω; 〈n(ω)〉 =

(
kBT

~c

)3

·
∫

dx
x2

ex − 1︸ ︷︷ ︸
≈1,61

(4.51)
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welches für T → 0 gegen 0 geht. Um nun zum klassischen Grenzfall zu kommen,
benötigen wir die Näherung

eβµ ≈ N

V
λ3
T � 1

Hierbei ist allerdings die thermische Wellenlänge:

λγT = 1,6
~c
kBT

so dass gilt:

N

V
λ3
T = 1

Photonen lassen sich also nie klassisch beschreiben, was kaum verwunderlich ist!

4.3.3 Bose-Einstein-Kondensation

• [A] Modell des idealen erhaltenen Bose-Gases

Erhalten bedeutet hier µ < 0. Nichtwechselwirkende bosonische Punktteilchen ohne
Spin mit einer Dispersionsrelation ε = p2

2m
und dem chemischen Potential µ < 0,

welches notwendig ist, damit die geometrische Reihe in § 4.1.2 konvergiert. Die Zu-
standsdichte sei

D(ε) =
V

4π2
·
(

2m

~2

) 3
2

·
√
εθ(ε)

Wir haben also Teilchen in einer Box mit dem Volumen V und der Verteilungsfunk-
tion

f(ε) =
1

eβ(ε−µ) − 1

• [B] Kühlen bei konstanter Teilchendichte

Es muss gelten:

N

V
=

(2m)
3
2

4π2~3
·
∫ ∞

0

dε
√
ε · f(ε) (4.52)

Daraus folgt µ = µ(T,N
V

). Um dies zu lösen, bedienen wir uns einer grafischen
Lösung:

Wir finden also nur für T > Tλ(n) eine sinnvolle Lösung für Gleichung 4.52, die
µ < 0 erfüllt, denn bei Tλ gilt µ(Tλ(n),n) = 0. Wir erhalten:

N

V
= n =

(2m)
3
2

4π2~3
·
∫ ∞

0

dε

√
ε

eβλε − 1
=

(
mkBTλ

2π~

) 3
2

· 2,61 (4.53)



110 KAPITEL 4. QUANTENGASE

Abbildung 4.14: Grafische Lösung

Mit der Einführung der thermischen Wellenlänge λT =
√

2π
mkBT

h ergibt sich:

n =
2,61

λ3
T

Für T < Tλ gibt es keine Lösung µ < 0, die Gleichung 4.52 muss also falsch sein.
Schief gegangen ist der Übergang von diskreter Summe über die Zustände zum

Integral V
∫ d3

k
(2π)3

, weil hier der Integrand zu stark divergiert. Für beliebig glatte
Funktionen gilt nämlich:

∑
k

F (εk) · f(εk) = F (ε = 0) · 1

e−βµ − 1︸ ︷︷ ︸
N0

+
∑
k 6=0

F (εk) · f(εk)

mit der Besetzungszahl N0 des Energieniveaus ε = 0, N0 = f(ε = 0). Für µ → 0
wächst also N0 stark an. Taylorentwicklung ergibt uns die Abschätzung:

N0
1

e−βµ − 1
≈ kBT

|µ|
welches für µ→ 0 divergiert. Es liegt im Allgemeinen eine makroskopische Zahl von
Bosonen im Grundzustand mit der Energie ε = 0 vor. Sei N1 die Zahl der restlichen
Teilchen, dann ist

N = N0 +N1 ≈
kBT

|µ|
+
∑
k 6=0

f(ε) → kBT

|µ|
+

∫
dε D(ε)f(ε)

Bemerkungen:

– Damit im thermodynamischen Grenzfall N0 ∝ V gilt, muss µ → −c
V

sein, also
im thermodynamischen Grenzfall verschwinden.
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– Damit kan gezeigt werden, dass

∗ die kontinuierliche Integration in N1 funktioniert

∗ in N1 kann µ = 0 genähert werden

Im thermodynamischen Limes folgt also:

N =
kBT

|µ|︸︷︷︸
N0

+ 2,61 · V
λ3
T︸ ︷︷ ︸

N1

(4.54)

Man sagt, dass N0 die Teilchenzahl im Kondensat ist und N1 die Teilchenzahl
in angeregten Niveaus ist, was einer Normalkomponente entspricht.

Trägt man dieses Ergebnis über der Temperatur auf mit

N0

N
(T < Tλ) = 1− 2,61 · V

Nλ3
T

= 1−
(
λTλ

λT

)3

= 1−
(
T

Tλ

) 3
2

(4.55)

so sieht man:

Abbildung 4.15: Graph der Teilchenzahl im Kondensat

N0 ist hier der Ordnungsparameter.

• [C] Der Phasenübergang bei Tλ(n)

Unterschiedliche Behandlung der beiden Fälle ist nötig:
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– T > Tλ:

N

V
= n =

∫
dε D(ε)f(ε) =

1

λ3
T

· 2√
π

∫
dx

√
x

ex−βµ(T,n) − 1

Aus dem großkanonischen Potential erhalten wir hieraus µ(T,n) und

P (T,n) =
kBT

λ3
T

· 4π

3

∫
dx

x
3
2

ex−βµ(T,n) − 1

Ist eigentlich ganz einfach, die Integrale selbst sind allerdings technisch sehr
schwierig.

– T < Tλ:

∗ Das Potential ist µ = 0 für N1, also

N1

V
=

1

λ3
T

· 2√
π

∫
dx

√
x

ex − 1
= n ·

(
T

Tλ

) 3
2

= n ·
(

1− N0(T,n)

N

)
∗ Der Beitrag von N0 oder vom Zustand ε = 0 zum großkanonischen Poten-

tial, d.h. zum Druck P ist aufgrund von

P =
kBT

V

∑
k

ln(1 + f(εk)) =
kBT

V
ln(1 +N0) +

kBT

V

∑
k 6=0

...

Im thermodynamischen Limes geht der Anteil 1
V

ln(1 + kBT
|µ| ) also gegen

1
V

lnV , was für V → ∞ gegen 0 geht. Damit sehen wir, dass nur die
angeregten Zustände zum großkanonischen Potential beitragen. Also ist

P (T,n) =
kBT

λ3
T

· 4π

3
·
∫ ∞

0

dx
x

3
2

ex − 1
= 1,34

kBT

λ3
T

(4.56)

Der Druck ist also unabhängig von n, P ∝ T
5
2

Auf diesem Graphen sieht man Phasenübergänge 1. Ordnung, das großka-
nonische Potential ist zwar stetig, aber mit unstetiger 1. Ableitung

Die spezifische Wärme folgt über die allgemeine Beziehung für ideale Quantengase:

PV =

∫
dε

(∫ ε

0

dε′ D(ε)

)
f(ε)

mit der Zustandsdichte

D(ε) ∝
√
ε ⇒ 2

3
εD(ε)

und der Energie

E =

∫
dε D(ε) f(ε)

folgt die Beziehung:

PV =
2

3
E (4.57)
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Abbildung 4.16: Druck

und die spezifische Wärmekapazität:

cV ⇒ cV (T < Tλ,n) =
∂

∂T

3

2
PV = 1,93NkB

(
T

Tλ

) 3
2

(4.58)

Bemerkung:

• T < Tλ: Entspricht dem Zwei-Flüssigkeiten-Modell. N1 entspricht der normalen
Phase/Flüssigkeit, während N0 der superflüssigen Phase entspricht, die nicht zum
großkanonischen Potential beiträgt.

• Die Vernachlässigung der Wechselwirkungen der Teilchen ist eine Näherung und
führt dazu, dass in der Realität der Druck doch leicht dichteabhängig ist.
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Abbildung 4.17: Spezifische Wärmekapazität

Abbildung 4.18: Phasendiagramm von Helium

Abbildung 4.19: Bose-Einstein-Kondensat

Abbildung 4.20: Impulsverteilung im Rubidium-BEC



Kapitel 5

Wechselwirkende Systeme und
Phasenübergänge

Die statistische Mechanik kann auch wechselwirkende Teilchen beschreiben. Im Folgenden
gehen wir von der klassischen Statistischen Mechanik aus.

5.1 Überblick

[A] Thermodynamik

Das Maximalprinzip der Entropie ergab, dass im thermischen Gleichgewicht im gesam-
ten System T, P, µ konstant ist. Für mehrere Phasen eines einkomponentigen Systems,
das heißt S,N, V sind Variablen des isolierten Systems, gilt fü die Phasen α und β im
Gleichgewicht:

Tα = T β

Pα = P β

µα = µβ

wobei die jeweilige Phase zum Beispiel durch ihre Zustandsgleichung P = P (T,N
V

) gegeben
ist und ihre thermodynamischen Ableitungen:

0 < C(T,...) =
∂E

∂T
=

1

kBT 2
〈∆E2〉

0 < κT = − 1

V

∂V

∂P
=

1

kBTN
〈∆N2〉

Der thermodynamische Limes ergab nach Gibbs-Duhem für das einkomponentige Sy-
stem:

µα = µα(T, P )

Zur Beschreibung bietet sich die Gesamtheit bei durch Wärmebad gegebener Temperatur
und gegebenen Druck an. Dies ist die freie Enthalpie G(T, P,N), für die gilt:

G(T, P,N) = E − TS + PV = µN

115
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Damit ist also in unserem Fall

G(T, P,N) = N · µ(T, P ) (5.1)

Die Differentialform ist

dG = −S dT + V dP + µ dN

Phasenübergänge sind Parameterwerte (T, P ), wo das thermodynamische Potential (und
damit die Zustandssumme) nicht glatt variiert. Mit

∂G

∂T
= −S = N

∂µ

∂T
∂G

∂P
= V = N

∂µ

∂P

und s = S
N

der Entropiedichte und v = V
N

dem Volumen pro Teilchen können wir bemer-
ken:

1. Bei einem Phasenübergang 1. Ordnung ist ∂G
∂T

oder ∂G
∂P

unstetig. Wir sehen

Abbildung 5.1: Phasenübergang 1. Ordnung

und für die Steigung der Koexistenzlinie PK(T ) folgt die Clausius-Clapeyron-
Gleichung.

µα(P,T ) = µβ(P,T )

−sα dTK + vα dPK = −sβ dTK + vβ dPK

⇒ dPK
dTK

=
sβ − sα

vβ − vα
=

∆q

T∆v
(5.2)

wobei ∆q die latente Wärme ist, die nötig ist um die Phase α ind die Phase β
umzuwandeln. Deltaq und ∆v sind leicht messbar.

2. Bei einem Phasenübergang 2. Ordnung sind die ersten Ableitungen stetig, aber
eine 2. Ableitung ∂2G

∂T 2 oder ∂2G
∂P 2 ist unstetig. Sie äußern sich im Divergieren der

thermodynamischen Ableitungen.

[B] Anwendung auf das Phasendiagramm einer einfachen Substanz

Hier sieht man die Koexistenzlinien, z.B. die Fest-Flüssig-Linie, für die die Beziehung gilt:

µfest(T,P ) = µfl

aus der man PK(T ) für den Fest-Flüssig-Übergang herleiten kann.
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Abbildung 5.2: Phasendiagramm-Folie

Auf dem Bild (b) erkennt man, dass sich die Koexistenzlinien sich in einem Punkt schnei-
den, dem sogenannten Tripelpunkt.

Mit der Zustandsgleichung der drei Phasen Pα = Pα(T,n) erkennt man auf dem Bild
(c) den kritischen Punkt, an dem die Flüssig-Gasförmig-Linie aus Bild (b) endet. Tkrit
ist also ein Übergangspunkt 2. Ordnung, an dem die Unstetigkeit verschwindet. Die so-
genannte Van-der-Waals-Gleichung ist ein Modell für PGas(T,N,V ). Ein Beispiel für
ein komplizierteres Phasendiagramm ist das von Wasser:

Abbildung 5.3: Das Phasendiagramm von Wasser

[C] Die Maxwell-Konstruktion

Zur Bestimmung der Koexistenzdichten nα und nβ zweier Phasen im thermischen Gleich-
gewicht, d.h. also wenn gilt

pα(T,vα) = pβ(T,vβ)

und natürlich auch

µα(T,vα) = µβ(T,vβ)

betrachtet man die freie Energiedichte f(T,V ) = f(T,V,N)
N

und erhält:

P =
∂ F
N

∂ V
N

=
∂f(T,v)

∂v

Grafisch dargestellt sieht das ganze folgendermaßen aus:
Und wir sehen, dass die Steigung von f(v) an vα und vβ gleich ist. Die Gleichheit µα = µβ

entspricht der Legendre-Transformation

G

N
= µ = f + Pv

Damit können wir auflösen:

f(vα) + Pvα = f(vβ) + Pvβ

und wir erhalten das Ergebnis:

f(vβ)− f(vα) = −P (vβ − vα) (5.3)

Dies nennt man auch die Maxwellsche Tangentenkonstruktion:

f(vα < v < vβ, T ) = f(vα) +
f(vβ)− f(vα)

vβ − vα
· (v − vα)

= f(vα) · v
β − v

vβ − vα
+ f(vβ) · v − vα

vβ − vα
(5.4)
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Abbildung 5.4: Die freie Energiedichte

dies nennt man auch die
”
Levor rule“ Bemerkung:

• Die drei Abschnitte der Van-der-Waals freien Energie im Koexistenzbereich A,
B und C sind unphysikalisch.

• B verletzt mit κT < 0 thermodynamische Stabilitätskriterien

• A entspricht einer überhitzten Flüssigkeit, C einem unterkühlten Gas. Beides sind
nur metastabile Zustände.

[D] Kritische Punkte und kritische Fluktuationen

Allgemein spricht man von kontinuierlichen Phasenübergängen, d.h wo G
N

stetig und stetig
differenzierbar ist. Sie sind gekennzeichnet dadurch, dass die 2 Phasen ununterscheidbar
werden. Dies bedeutet für eine einfache Substanz, dass am kontinuierlichen Phasenüber-
gangspunkt die beiden Variablen P und T nicht nach s oder v aufgelöst werden können.
Die Funktionaldeterminante J verschwindet also:

0 = J = det

 ∂P
∂(−s)

∂T
∂(−s)

∂P
∂v

∂T
∂v

 =

∣∣∣∣ ∂(PT )

∂(−sv)

∣∣∣∣ in Matrixschreibweise (5.5)

Um nun P (s,v) und T (s,v) nach v(T,P ) und s(T,P ) aufzulösen, haben wir:
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∂(−sv)
∂(PT )

=

− ∂s
∂P

∂v
∂P

− ∂s
∂T

∂v
∂T

 =

(
∂(PT )

∂(−sv)

)−1

=
1

g
·

 ∂T
∂v

∂T
∂s

−∂P
∂v

−∂P
∂s


=

1

N
·

 ∂2G
∂P∂T

∂2G
∂T 2

−∂2G
∂T 2 − ∂2G

∂P∂T

 =
∂2G

∂(PT ) · 1
N

(5.6)

Die Matrix der zweiten Ableitungen divergiert also für T → Tkrit. Ebenso divergiert die
isotherme Kompressibilität, was wir im Folgenden zeigen wollen:

Abbildung 5.5: Isothermen um den kritischen Punkt

κT = − 1

V
· ∂V (T,P,N)

∂P
= −1

v
· ∂v(T,P )

∂P
= − 1

vJ
· ∂T (s,v)

∂s
= − 1

vJ
· 1
∂s(T,v)
∂T

(5.7)

Der letzte Term ist proportional zu T
cV

und T
kB

.

• Die Definition eines kontinuierlichen Phasenüberganges lässt sich somit über die
Divergenz der Funktionaldeterminante der zweiten Ableitungen (oder auch thermo-
dynamischen Suszeptibilitäten) durchführen. Am kontinuierlichen Phasenübergang
reagiert das System sehr sensibel auf kleine Störungen.

• κT →∞ für T → Tkrit bedeutet, dass die Dichtefluktuationen δρ(r) = ρ(r)−〈ρ(r)〉
bei T → Tkrit stark anwachsen, weil

κT =
1

kBTnN
· 〈δN2〉 =

1

kBTn2

1

V
·
∫

d3r d3r′ 〈δρ(r)δρ(r′)〉

=
1

kBTn2
·
∫

d3r 〈δρ(r)δρ(0)〉 =
1

kBT
·
∫

d3r (g(r)− 1) +
1

kBTn
→ ∞(5.8)
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Die thermodynamischen Ableitungen sind also über ein Fluktuationsdissipations-
theorem mit den Teilchenfluktuationen verbunden. Sie divergieren für T → Tkrit,
weil g(r) nicht schnell genug auf 1 abfällt, also die Korrelationen langreichweitig
werden: ∫

d3r g(r)− 1 = ∞

Wird die Korrelationslänge verwendet, um das Integral dimensionslos zu machen,
so gilt:

κT − κidGT =
1

kBT
=

∫
d3r G

(
r

ξ

)
− 1

mit dem Skalengesetz

g(r) = G

(
r

ξ

)
=

ξ3

kBT

∫
d3x G(x)− 1 =

c

kBT
· ξ3

wobei man 1
ξ

als Dichte von fluktuierenden Regionen der Größe ξ betrachten kann.

• Bedeutet κT →∞ also, dass die Korrelationslänge ξ →∞ divergiert, so sind Regio-
nen korreliert, die beliebig weit entfernt sind. Es bilden sich also größer und größer
werdende fluktuierende Dichte-Regionen, was sich bildenden Blasen und Tröpfchen
entspricht. Die zugehörigen Strukturfaktoren sind damit:

Ŝq = 1 + n ·
∫

d3r eiqr · (g(r)− 1) = 1 + nξ3 ·
∫

d3x ei(qξ)(
r
ξ ) · (G(r)− 1) = 1 + nξ3 · Ŝ(qξ)(5.9)

Am kritischen Punkt tritt aso eine sehr starke Lichtstreuung auf (kritische Opales-
zenz)

Weitere Bemerkungen:

• Die Divergenz von ξ ist der Grund dafür, dass kontinuierliche Phasenübergänge
verstanden sind.

• Weil ξ viel größer als die molekularen Längenskalen ist, können vergröberte Be-
schreibungen verwendet werden, in die nur die Eigenschaften von vielen Teilchen im
Volumen Vcoarse eingehen. Dabei muss gelten:

q3 � Vcoarse � ξ3

Das führt uns sogar auf ein allgemeines Prinzip, dass wichtige Eigenschaften und
Phänomene an kritischen Punkten universell sind und nur von Symmetrien und
anderen ganz allgemeinen Daten wie der Raumdimension abhängen, was man heut-
zutage versteht und einfache Modelle damit ermöglichen kann, die die Physik der
vergröberten Beschreibung richtig machen, obwohl sie molekular völlig falsch sind.

5.2 Perturbative Näherungsverfahren

Diese Entwicklungen sind weniger für den Bereich des kritischen Punktes gedacht als für
den Bereich niederer Dichten bzw. hoher Temperaturen.
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5.2.1 Das Potential der mittleren Arbeit

[A] Modell und Konfigurationsraum

Wir betrachten ein klassischen System von N Punktteilchen mit dem Wechselwirkungs-
potential U , so dass die Hamiltonfunktion

H({r},{p}) = H(rN ,pN) =
N∑
i

p2
i

2m
+ U(rN)

in der kanonischen Gesamtheit bei T = 1
kBβ

mit der freien Energie

F (T,V,N) = −kBT lnZ(T,V,N) = −kBT ln

(
1

N !h3N
·
∫

dNr dNp e−βH(rn,pn)

)
Da die Impulse klassisch immer nach Maxwell-Boltzmann verteilt sind, können wir
sie ausintegrieren. Dies liefert uns die thermische Wellenlänge

λT =
2π~2

mkBT

wobei λ3
T � 1 sein soll, wenn man klassische Physik betreiben möchte.

F = −kBT ln

(
1

N !λ3N
T

·
∫

dNr e−βU
)

(5.10)

Bis auf den Vorfaktor λ−3N
T ist in der klassischen Physik alles durch e−βU festgelegt. Zum

Beispiel ist der Druck eindeutig gegeben durch:

P =
∂F

∂V
= kBT

∂

∂V
ln

∫
dNr e−βU

Für das ideale Gas (U = 0) folgt also:

F iG = −kBT lnZig = −kBT ln

(
1

N !λ3N
T

· V N

)
= −kBT ln

(
V e

Nλ3
T

)N
(5.11)

Die letzte Umformung wurde nach Stirling durchgeführt. Nun lässt sich für U 6= 0 die
freie Energie schreiben als:

F = F iG − kBT ln

(
1

V N
·
∫

dNr e−βU
)

= F iG + F konf (5.12)

Dieses Integral wird im Konfigurationsraum ausgeführt und das zugehörige F nennt man
deshalb auch Konfigurationsanteil. Analog ist die Zustandssumme

Z = ZiG · Zkonf mit Zkonf =
1

V N
·
∫

dNr e−βU

Dies erlaubt uns, 1
V N e

−βU als nichtnormierte Wahrscheinlichkeitsdichte anzunehmen. Da-
durch ist nämlich die Wahrscheinlichkeit gegeben, dass das System im Volumenelement
dNr =

∏N
i dri um den Ort {ri} vorliegt. Die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte lautet:
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P (rN) =
e−βU∫

dNr e−βU
=

1

ZU
· e−βU (5.13)

[B] Reduzierte Wahrscheinlichkeitsdichten im Konfigurationsraum

Ausintegration aller Teilchen bis auf wenige (ein oder zwei), die festgehalten werden.
Das liefert uns die reduzierten Wahrscheinlichkeitsdichten.

• Halten wir zuerst ein Teilchen fest: r1 = r, dann ist

ρ(1)(r) =
N∫

dNr e−βU
·
∫

dr2 dr3 ... drN e−βU |r1=r

Also alle Teilchen außer dem ersten werden ausintegriert. Prinzipiell ist es eigentlich
vollkommen egal, ob man jetzt nun das 1. Teilchen oder ein beliebiges Teilchen
festhält. Daher rührt der Faktor N , da jedes beliebige Teilchen am Ort r sein könnte.

ρ(1)(r) = N ·
∫

dN−1r e−βU∫
dNr e−βU

= N ·
∫

dNr δ(r1 − r) e−βU∫
dNr e−βU

(5.14)

Im homogenen System gilt erstaunlicherweise für die Wahrscheinlichkeitsdichte:

ρ(1)(r) =
N

V
= n

• Wir wollen nun zwei Teilchen festhalten, das Erste am Ort r1 und das Zweite am
Ort r2.

ρ(2)(r,r′) = N · (N − 1) ·
∫

dN−2r e−βU∫
dNr e−βU

Die Argumentation geht genau wie beim Einteilchenfall, der Vorfaktor (N − 1)
rührt daher, dass es prinzipiell egal ist, ob das Zweite Teilchen nun Nummer 2 oder
Nummer 192 ist. Im homogenen System gilt nun wieder:

ρ(2)(r,r′) = n(N − 1) · V
ZU

·
∫

dN−2r e−βU |r1=r, r2=r′

1

v
· g(r − r′) = p(r − r′) (5.15)

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte entspricht der Paarverteilungsfunktion, die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Teilchen in dr sitzt, wenn ein anderes am Ursprung sitzt.
Das führt uns auf

ρ(2)(r,r′) =
n(N − 1)

V
· g(r − r′) ≈ n2 · g(r − r′) (5.16)

Analog ist:

ρ(2)(r,r′) =
N2

ZU
·
∫

dNr δ(r1 − r) δ(r2 − r′) e−βU = N2〈δρ(r)δρ(r′)
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Wir haben also das Resultat, dass

g(r − r′) =
N2

ZU
·
∫

dN−2r e−βU

angibt, wie Teilchen 1 zu Teilchen 2 liegt, wenn alle anderen Teilchen fluktuieren und mit
Teilchen 1 und 2 wechselwirken.

[C] Satz zur reversiblen Arbeit

Abbildung 5.6: Kräfte auf die zwei Teilchen

Die leicht messbare Arbeit W (∆r,T,N,V ), zwei Teilchen quasistatisch von unendlich zum
Abstand ∆r = r − r′ zu bringen, ist gegeben durch

g(∆r) = e−βW (∆r) (5.17)

Der Beweis ist einfach über das Aufintegrieren der mittleren Kraft zu führen.

〈−∂U(rN)

∂r1

〉 =

∫
dN−2r − ∂U

∂r1
e−βU |r1=r, r2=r′∫

dN−2r e−βU |r1=r, r2=r′

Wichtig ist, dass das Potential U alle N Teilchen enthält und sowohl die Wechselwirkung
zwischen Teilchen 1 und 2 also auch die zwischen allen anderen Teilchen berücksichtigt.
Die mittlere Kraft ist somit:

〈−∂U(rN)

∂r1

〉 =
1

β

∂
∂r1

∫
dN−2r e−βU |r1=r, r2=r′∫

dN−2r e−βU |r1=r, r2=r′
=

1

β

∂

∂r1

ln

(∫
dN−2r e−βU |r1=r, r2=r′

)
Löst man dieses auf, erhält man:

1

β

∂

∂r1

ln

(
V 2

Z0

∫
dN−2r e−βU |r1=r, r2=r′

)
=

1

β

∂

∂r1

ln g(r − r′)
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Der Gradient von ln g(r − r′) ergibt die mittlere Kraft gemittelt über alle Teilchen.

ln g(r) = −β
∫ r

−∞
dr〈∂U

∂r1

〉|r1=r, r2=0 = −βW (r,T,V,N) (5.18)

Bemerkungen:

• W (r) heißt auch
”
Potential der mittleren Kraft“

• Die Zustandsgleichung folgt zum Beispiel über die Kompressibilität

β
∂P (T,n)

∂n
=

(
1 + n ·

∫
d3rg(r)− 1

)−1

=
1

Ŝ(q = 0)

• Für geladene Teilchen ist die Molekularfeldnäherung Wα(r) = qαφ(r) für ein Teil-
chen mit der Ladung qα und dem elektrischen Potential φ(r), welches aus den La-
dungen berechnet wird, eine gute Näherung.

• Auf analoge Weise lassen sich mittlere Kräfte bei weiteren quasistatischen Prozessen
aus eingeschränkten Zustandssummen oder freien Energien bestimmen. Betrachten
wir zum Beispiel zwei Teilchen mit Abstand h und Teilchengröße a, so ist der Kon-
figurationsanteil gegeben durch:

F konf (h,T,N,V ) = −kBT ln

(
1

V N−2
·
∫

dNr δ(r1) δ(r2 − (h+ 2a)x) · e−βU
)

Dies ist über N − 2 fluktuierende Teilchen gemittelt. Die Kraft ergibt sich über

Fx = − ∂

∂h
ln

1

V N−2
·
∫

dN−2r e−βU |r1=0,r2=(h+2a) = 〈∂U
∂r2

〉|r1=0,r2=(h+2a) = − ∂

∂h
F konf (h,T,N,V )

Im Grenzfall a� h, also Teilchen zu Wänden werden, ergibt sich die Relation:

Fx
A

=
1

A

∂

∂h
F konf (h,T,V,N) = − ∂

∂V
F konf (T,V,N) = P (T,

N

V
)

5.2.2 Die Virialentwicklung

Wenn Teilchen nur paarwechselwirken, d.h.

U(rN) =
1

2

N∑
i,j

U(|ri − rj|)

dann gilt für den starken Verdünnungsfall N
V

= n→ 0

W (r) → U(r) +O(n)

weil für n→ 0 keine anderen (i ¿ 2) Teilchen die Wechselwirkung zwischen Teilchen 1 und
2 beinflussen.
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β
∂P (T,n)

∂n
=

(
1 + n

∫
d3r (e−βu(r) − 1) +O(n2)

)−1

= 1 + 2B2n+O(n2) (5.19)

Dieses B2 nennt man zweiten Virialkoeffizienten und diese Entwicklung nennt man Vi-
rialentwicklung:

βP (T,n) = n+B2n
2 +O(n3) (5.20)

Sie ist eine allgemein gültige (unabhängig von u(r)) Niederdichte-Entwicklung, sofern
B2 < ∞ ist, das obige Integral also konvergiert. Dies ist zum Beispiel nicht der Fall bei
geladenen Systemen, bei denen krumme Potenzen von n auftauchen. Ausgeschrieben sieht
der Virialkoeffizient nämlich so aus:

B2 = −1

2

∫
d3r (e−βu(r) − 1) (5.21)

Im elektrostatischen Fall, bei dem die Integration über 1
r

behilft man sich wie in Aufgabe
73 mit Entwicklungen wie:

βP = n(1− κ−3
T n) = n−

√
n

Bemerkungen zur Virialentwicklung:

• Eine Abschätzung von B2 mit Annahme für u(r) mit einer Abstoßung für kleine
r < σ wegen der Undurchdringbarkeit der Teilchen und einer kurzreichweitigen
Attraktion wie z.B beim Lennard-Jones-Potential zum Beispiel mit

Abbildung 5.7: Potential und Virialkoeffizient

B2 =
1

2
· 4π

3
σ3︸ ︷︷ ︸

b

− a

kBT

wobei b der Beitrag zur Repulsion ist und a der Beitrag, der von den Attraktionen
kommt:

a =
kBT

2

∫
d3r (e−βu(r) − 1)

Über der Temperatur aufgetragen sieht das Ganze dann so aus:
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Abbildung 5.8: Virialkoeffizient

• Damit folgt für den Konfigurationsanteil der freien Energie:

∂F konf

∂V
= −kBT B2n

2 +O(n3)

Berücksichtigen wir nun noch den Anteil des idealen Gases:

F (T,V,N) = kBTN ·
(

ln
Nλ3

T

V e
+B2(T ) · N

V
+O(n2)

)
(5.22)

• Mit der ad-hoc Näherung für kleine Werte, dass

b
N

V
≈ − ln(1− b

N

V
) = ln

1

1− bN
V

erhält man die freie Energie nach Van der Waals:

F = kBTN ·
(

ln
nλ3

T

e(1− bn)

)
− anN (5.23)

welche eine gültige Näherung auch für größere n, abr eine Molekularfeldnäherung
ist. Die Annahme dahinter ist, dass der Druck für größer werdendes n anwächst.

5.3 Selbstkonsistente Variationserfahren

5.3.1 Molekularfeld-Theorie

[A] Gibbs-Bogoliubov-Feynman Ungleichung

Um zwischen verschiedenen Phasen die thermisch stabilen auswählen zu können, ver-
wenden wir die Minimalität der Freien Energie (siehe § 2.4.4) mit dem Dichteoperator im
thermischen Gleichgewicht ρ im Vergleich zu anderen

”
freien Energien“ von Nichtgleich-

gewichtszuständen:
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F [ρ] ≤ F ′[ρ′] = Sp (ρ′(H + kBT ln ρ′)) = 〈E〉′ − T 〈S〉′

Das ρ′ gehört nicht zu einem thermischen Gleichgewicht und ist im Grunde genommen
völlig beliebig, wenn es nur normiert ist und den selben Mittelwert 〈H〉′ = 〈H〉 hat.

• Die vertraute Lösung ρ = 1
Z
e−βH ist am Phasenübergang und darunter (T < TC),

wenn Phasenkoexistenz vorliegt oder das System geordnet ist, nicht eindeutig. Es
hängt trotz thermodynamischem Limes von Rand- oder Anfangsbedingungen ab.

• Die sogenannte Molekularfeldtheorie sucht nun ρ′, die die rechte Seite minimieren
und folgert daraus ρ und F [ρ]

Annahme: Verwenden wir ein ρ′, welches nicht wechselwirkende Teilchen in einem effekti-
ven Feld, welches durch Mittelung über die anderen Teilchen entsteht. Man nennt dieses
Verfahren

”
mean field theory“ oder einfach kurz MFT.

ρ′ =
N∏
i=1

ρMFT (ri,pi) (5.24)

Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeiten unabhängiger Teilchen werden multipliziert, wobei

ρMFT (i) =
1

ZMFT,1

e−βHMFT (ri,pi
)

Die Zustandssumme ZMFT ist die Normierung des Dichteoperators eines Teilchens.

F [ρ] ≤ F ′[ρMFT ] = Sp

(
N∏
i=1

ρMFT · [H + kBT (−N lnZMFT,1 − βNHMFT )]

)
= −kBTN lnZMFT,1 + 〈H −NHMFT 〉MFT (5.25)

Die Mittelung wird natürlich mit dem ρ′ =
∏
ρMFT (i) durchgeführt. Damit gilt also die

sogenannte Gibbs-Bogoliubov-Feynman Ungleichung:

F [ρ] ≤ FMFT + 〈H −NHMFT 〉MFT (5.26)

mit FMFT , der freien Energie in MFT-Näherung und der linearen Änderung der Energie
zur MFT.

Bemerkungen:

• Man wählt HMFT so, dass er ein einzelnes Teilchen beschreibt. Dann minimiert man
die rechte Seite durch Anpassung der Parameter von HMFT .

[B] Die Selbstkonsistenzforderung

Ein Ansatz für HMFT wird so gewählt, dass ein wichtiger Mittelwert einfach mit ρMFT

berechnet werden kann. Hierbei hat man viel Spielraum für physikalische Intuition. Da
dieser Mittelwert in der Gleichung für das Minimum von F ′[ρMFT ] auftaucht, erhält man
geschlossene Gleichungen. Dies nennt man sebstkonsistent.
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5.3.2 Anwendung auf das Ising-Modell

[A] Modell

Dies ist eine Erweiterung des Modells paramagnetischer Salze durch Mitnahme von Paar-
wechselwirkung zwischen den Spins.

H = −J
2

∑
[i,j]

σiσj −B

N∑
i=1

σi

wobei jedes dieser σi 1 oder -1 sein kann. Die eckige Klammer bedeutet, dass nur Nächstnachbar-
Wechselwirkungen berücksichtigt werden. Im quadratischen Gitter ist z = 4, im kubischen
ist z = 6, während bei der Spinkette z = 2 ist. J > 0 favorisiert parallele Spins, J < 0
antiparallele Spins und der Faktor 1

2
kommt daher, dass wir jede Wechselwirkung nur

einmal zählen wollen.

[B] Weißsche Molekularfeldtheorie

Der MFT-Ansatz verwendet unabhängige Spins im Magnetfeld b, welches im Variati-
onsprinzip optimiert wird.

HMFT (i) = −bσi
Der Mittelwert eines einzelnen Spins gibt dann eine der beiden Selbstkonsistenzgleichun-
gen. Die Zustandssumme eines Spins ist:

ZMFT,1 =
1∑

σi=−1

eβbσi = eβb + e−βb

Der Mittelwert eines Spins ist nun

〈σ〉 =
1

ZMFT

1∑
σi=−1

σie
βbσi = tanh βb =

eβb − e−βb

eβb + e−βb
(5.27)

Die Bestimmung der Freien Energie

FMFT = −kBT lnZN
MFT,1 = −NkBT ln(e−βb + eβb)

N〈HMFT 〉 = −Nb〈σ〉MFT = −Nb〈σ〉

〈H〉MFT =
1

(ZMFT,1)N

N∏
i=1

∑
σi

eβbσi ·

−J
2

∑
[l,j]

σlσj −B
∑
l

σl

 (5.28)

= −NB〈σ〉 − J

2

∑
[l,j]

1

ZMFT

∑
σi

σle
βbσl = −NB〈σ〉 − J

2
Nz〈σ〉2

In dieser Gleichung ist z die Zahl der Nachbarn, also 2 in einer Dimension. z
2

ist also die
Zahl der Paarwechselwirkungen. Wichtig war die Annahme unabhängiger Spins. Damit
ist also
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1

N
· F [ρMFT ] = − 1

β
ln
(
e−βb + eβb

)
−
(
J

2
z〈σ〉2 + (B − b)〈σ〉

)
(5.29)

Minimieren von F’(b) mit effektivem Feld b als Variationsparameter

0 =
∂F ′(b)

∂b
= − eβb − e−βb

e−βb + eβb︸ ︷︷ ︸
〈σ〉

−〈σ〉+ (Jz〈σ〉+ (B − b))) · ∂〈σ〉
∂b

Damit ist

b = B + Jz〈σ〉 (5.30)

was in einer Reihe steht mit der selbstkonsistenten Gleichung

〈σi〉MFT = tanh βb (5.31)

Bemerkungen:

• Das Ergebnis ist ein effektives Feld, dass sich aus dem externen Magnetfeld und
dem Feld der Nachbarn zusammensetzt mit der Näherung, dass jeder der Nachbarn
die mittlere Magnetisierung 〈σ〉 = M

N
trägt.

• Dies vernachlässigt die Fluktuationen der Nachbarn, die nicht notwendigerweise
σj = 〈σ〉 aufweisen

• Dadurch liegt nahe, dass die Nächerungen der MFT oder der Molekularfeldtheorie
erst richtig gut werden, wenn man viele Nachbarn berücksichtigt.

• Die Gleichungen (5.31) und (5.30) geben eine nichtlineare Selbstkonsistenzgleichung
für 〈σ〉 mit Lösung am Minimum 〈σ〉 = m = M

N
, der Magnetisierung pro Teilchen.

• Im Minimum 〈σ〉 = m gilt also:

F (T,B,N) ≤ F ′
min(T,B,N) = F ′[ρMFT ] = −N

β
ln (2 cosh(β(B − Jz〈σ〉))) +

J

2
Nz〈σ〉2|〈σ〉=m(5.32)

[C] Spontante Symmetriebrechung

Die selbstkonsistenten Gleichungen für m(B) lassen sich zusammenfassen zu

m = tanh (β(B + Jzm)) (5.33)

Diese Gleichung hat unterschiedliches Lösungsverhalten (zeigt Bifurkation) für ein exter-
nes Feld B = 0. Definieren wir noch die kritische Temperatur
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Abbildung 5.9: Lösung der selbstkonsistenten Gleichungen

Tkr =
Jz

kB
dann können wir grafisch lösen
Es gilt hierbei:

〈σ〉 =
x

βJz
=
kB
Jz
x =

T

Tkr
x mit

T

Tkr
> 1

Aus den beiden rechten Grafiken erkennt man die minimalen F ′, welche zu einer endli-
chen Magnetisierung |m0| ≥ 0 gehören. Für T > Tkr gibt es nur eine Lösung (m = 0) und
für T < Tkr gibt es mehrere Lösungen und die minimalen besitzen eine endliche

”
spon-

tane“ Magnetisierung |m0| > 0. Die spontane Magnetisierung ist also ein sogenannter
Ordnungsparameter:

m0 =
|〈M〉|
N

|B=0

Abbildung 5.10: Lösungen bei von 0 verschiedenem Magnetfeld

Zur Zusammenfassung können wir die folgende verdeutlichende Grafik angeben:

Abbildung 5.11: Magnetisierung in Abhängigkeit von B und T

Man sieht einen Koexistenzbereich zweier Phasen auf dem rechten Bild. Geben wir noch
ein Phasendiagramm B(T ) der intensiven Variablen an:
Den Beweis führen wir durch Taylorentwicklung in der Nähe von Tkr weil dort m für
B → 0 klein wird. Mit

t =
T − Tkr
Tkr

=
1

Jzβ
− 1 und B̂ = βB

machen wir eine Taylorentwicklung von
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Abbildung 5.12: Phasendiagramm

m = tanh

(
B +

m

1 + t

)
(5.34)

Dafür bietet sich an:

tanh x = x− 1

3
x3 +O(x5)

Es folgt nun:

m = B̂ +
m

1 + t
− 1

3

(
B̂ +

m

1 + t

)3

+O

und daraus ergibt sich für das Magnetfeld:

B̂ =
t

1 + t
m+

1

3
m3 +O(m5)

Für die kritische Isotherme (T = Tkr) gilt die Proportionalität B ∝M δ mit δ = 3:

βB =
1

3
m3
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Für T > Tkr ergibt sich:

m → 1

t
βB(1 +O(t))

also eine Suszeptibilität

χ =
∂〈M〉
∂B

|B=0 =
Nβ

t
∝ 1

(T − Tkr)γ

mit γ = 1. Dieser Zusammenhang heißt Curie-Weißsches Gesetz für nichtwechselwir-
kende Systeme. Nun betrachten wir noch Temperaturen T < Tkr bei B = 0:

0 = m(t(1 +O(t)) +
1

3
m2)

hat eine Lösung m 6= 0 nur für t < 0. Diese entspricht dem zuvor diskutierten Ordnungs-
parameter im Ferromagneten:

m0 = ±
√
−3t+O(t)

Damit haben wir also den Zusammenhang mit β = 1
2

M ∝ (Tkr − T )β

Für Felder B > 0 gilt:

m = m0 + δm

und wir haben die Suszeptibilität:

χ =
∂Nδm

∂B
|B=0 =

N

−2t
∝ 1

(Tkr − T )γ

Die Divergenz ist symmetrisch bezüglich der Tkr−T Abhängigkeit, da hier ebenfalls γ = 1
gilt.

Fazit:
Für T < Tkr haben wir einen Phasenübergang erster Ordnung, da M = −∂F

∂B
springt.

Bei T = Tkr haben wir einen kontinuierlichen Phasenübergang, wo allerdings χ = −∂2F
∂B2

divergiert. [D] Thermodynamik

F ′(〈σ〉) ist eine Nichtgleichgewichtsfunktion, sie wird auch Landau-Funktional genannt,
ihr minimaler Wert

F ′
min = F ′|〈σ〉=m = Fmin(T,B,N)

ist eine obere Schranke für F (T,B,N). Zum Verhalten für B → 0 bei T > Tkr gilt:

m → χB ⇒ F ′
min → −NkBT · (ln 2 + χ̄B2)

also eine glatte Funktion für B → 0. Geht T gegen Tkr, divergiert die Krümmung bei
B = 0, da χ̄→∞ geht, denn χ→∞.
Betrachtet man Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur, also T < Tkr, so gilt:
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m → + ·0 +χ′B für B > 0

m → − ·0 +χ′B für B < 0

Wir haben also einen Sprung in der spontanen Magnetisierung. Die freie Energie ist damit

F ′
min → −NkBT · (−f(m2

0)− (̄χ)′B) für B > 0

F ′
min → −NkBT · (−f(m2

0) + (̄χ)′B) für B < 0

F ′
min ist also nicht analytisch für Temperaturen unterhalb Tkr mit Sprung in der ersten

Ableitung für T < Tkr und mit χ̄′ →∞, wenn man gegen die kritische Temperatur geht.
Wir haben also einen kontinuierlichen Phasenübergang bei der kritischen Temperatur.
Zur Gibbsschen freien Energie G(T,M,N) = N · g(t,m) als Funktion von m. Sie folgt
durch eine Legendre-Transformation:

g(t,m) =
F ′
min(T,B)

N

wobei m(T,B) überall nach B(T,m) aufgelöst werden kann außer bei der kritischen Tem-
peratur wegen ∂m

∂B
→∞.

Abbildung 5.13: Maxwell-Konstruktion für die Gibbssche freie Energie

[E] MFT Skalengesetze

Die führenden anomalen Abhängigkeiten der Mittelwerte und thermodynamischen Ab-
leitungen für T ≈ Tkr folgen auch aus folgender skalenform des singulären Anteils der
freien Energie :

F (T,B,N)

N
= f sing(T,B) + langweilige Funktion (5.35)

mit t = (T−Tkr)
Tkr

und B̃ = βB genügt

f sing(T,B) = t2f>

(
B̃

|t| 32

)
T > Tkr

f sing(T,B) = t2f<

(
B̃

|t| 32

)
T < Tkr

mit den Funktionen

f>(x→ 0) = −c> − c′′>x
2 + ...

f<(x→ 0) = −c< − c′<x− c′′<x
2 + ...

(5.36)

Bemerkungen:
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• Funktionen einer Variable x = B̃

|t|
3
2

genügen, um das Phasendiagramm T,B zu be-

schreiben.

•
− ∂2f

∂B2
|B=0 =

χ

N
= − t2

|t|3
· ∂

2f sing

∂x2
|x→0 ∝

c′′

|t|

•
m(B → 0) = −∂f

sing

∂B
|B→0 = − t

|t| 32
· ∂f

sing

∂x
|x→0

wir haben also für die Magnetisierung:

m = 0 für T > Tkr

m ∝
√
−t für T < Tkr

(5.37)

•
m(B,T → Tkr) = −

√
|t| · ∂f

sing

∂x
|x→∞

Damit die richtige kritische Isotherme folgt, muss die rechte Seite unabhängig von
t werden.

√
|t| ·

(
B̃

|t| 32

)α

=
B̃α

|t| 3α
2 − 1

2

= B̃
1
3

wenn t gegen 0 geht. also ist

m(B,Tkr) =
√
|t| · B

1
3√
|t|
c′′′ → B

1
3

5.4 Isingartige Phasenübergänge

Diskussion der kontinuierliche Phasenübergänge des Ising-Modells anhand der Weißschen
MFT.

5.4.1 Existenz geordneter Phasen

Wie die exakte Lösung der Ising-Kette (d = 1) zeigt, ist die Vorhersage der MFT manch-
mal falsch. Peierls Argument, das Mermin-Wagner-Theorem zeigen, dass es zwei kri-
tische Dimensionen gibt. Es gibt die untere kritische Dimension, unterhalb derer es keine
geordnete Phase für Dimensionen d ≤ dukr gibt. Die untere kritische Dimension beim
Ising-Modell ist z.B. 1. Und es gibt eine obere kritische Dimension, unterhalb derer die
MFT qualitativ richtig ist, also die Exponenten etc. richtig liefert. Für das Ising-Modell
ist diese Grenze 4. Fluktuationen, also dass die Nachbarspins ungleich dem mittleren Spin
〈σ〉 sind, sind relevant für d ≤ dokr.
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5.4.2 Spontane Symmetriebrechung

Die reversible Arbeit (siehe § 5.2.1), die Magnetisierung quasistatisch auf den Wert M
einzustellen: Die eingeschränkte freie Energie:

∆W (T,M,B,N) = −kBT ln
(
Sp eβH δ(M̂ −M)

)
=

∫ M

dM ′ 〈 ∂H
∂M ′ 〉 =

∫ M

dM ′ 〈B(M ′)〉

〈B〉 ist hier das mittlere Feld aus externen und internen Spinbeiträgen.

Abbildung 5.14: Arbeit als Funktion der Magnetisierung

Der Energie-Unterschied zwischen up und down kommt vom externen B-Feld. Er geht
gegen 0, wenn auch das Feld heruntergefahren wird. ∆EB verknüpft mit den Grenz-
flächen, wenn kleine Domänen von (↓↓↓↓) nach (↑↑↑↑) geklappt werden. Wenn man sie
nacheinander umklappen, haben wir eine Energiebarriere zu überwinden, dadurch dass
sich eine Grenzfläche bildet. Diese skalieren wie eine Fläche mit N

2
3 in drei Dimensionen.

Im thermodynamischen Grenzfall wird ∆EB → ∞. Wenn zuerst B > 0 war, ist also
selbst beim Setzen von B = 0, die Barriere zu hoch, dass M nach M < 0 fluktuiert.
Dies bedeutet, dass e−βH nicht so einfach für T < Tkr. Daraus folgt dann sofort, dass im
thermodynamischen Limes die freie Energie

F (T,B,N) =

∫
dM ∆W (T,B,M,N)

nicht analytisch wird. Wir haben also den Sprung der spontanen Magnetisierung:

∂E

∂B
→ +M0 für B > 0

∂E

∂B
→ −M0 für B < 0

und es gilt die Widom-Skalenhypothese:

f sing(T,B) = t2−α · f

(
B̃

|t|∆

)
(5.38)

für den singulären Anteil der freien Energie mit α = 0,110 und ∆ = 1,565 in drei Dimen-
sionen.

5.4.3 Universalität

[A] Ising-Modell-Gittergas-Abbildung

Das vergröberte Dichteraster mit

a3 � vα � ξ3

das eingeführt werden kann, weil ξ sehr groß ist bei T ≈ Tkr, kann auf das Ising-Modell
abgebildet werden.
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Abbildung 5.15: Vergröbertes Dichteraster

Dies kann man machen, indem man ni = 1
2
(1+σi) auf 1 setzt, wenn es etwas dichter ist und

auf 0 setzt, wenn es etwas dünner ist. Dann haben wir die großkanonische Zustandssumme:

Z(T,µ,V ) =
∑
ni=0,1

e−β(−ε
∑

[i,j] ninj−µ
∑

i ni) (5.39)

wobei der erste Term im Exponenten die Absenkung der Energie darstellt, der auftritt,
wenn zwei dichte bereiche benachbart sind.

[B] Universalitätsklassen

Bei den Zusammenhängen zwischen vergröberten Modellen, die in der Nähe kontinu-
ierlicher Phasenübergänge möglich sind (wegen riesigem ξ) , überleben nur wenige Ei-
genschaften wie z.B Dimension und die Zahl der Ordnungsparameter. Daraus folgt zum
Beispiel der Gas-Flüssigkeits kritische Punkt, er liegt in der Ising-Klasse.

Abbildung 5.16: Gas-Flüssigkeits-Koexistenzkurve

Zum Schluss geben wir hier noch eine Tabelle kritischer Exponenten an:
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Abbildung 5.17: Kritische Exponenten
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