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Kapitel 1

Vorbetrachtungen

1.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

siehe Skript zum IK IV Sommersemester 2005 (http:
huygens.physik.uni-konstanz.de)

1.1.1 Definitionen

n GroBen &;, © = 1...n bilden einen reellen n-dimensionalen Zufallsvektor ¢, wenn
die Wahrscheinlichkeit, dass £ Werte im Bereich [z, 2 + dz] annimmt, gegeben ist durch
P,(z)dzy --- dx, = P,(z) d"z, wobei die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte erfiillen
muss:

e i) P,(z) > 0 Die Wahrscheinlichkeit ist nicht negativ
e ii) [ d"zP,(xz) = 1 (Normierung)
Wobeifd”x--~: f dz; f dxgy - -- f dz,, - -

Bemerkungen:

e Die Menge aller moglichen Werte x (Ereignisse) heifit Ereignismenge.

e Diskrete Werte 2% € {g(l), . ,g(N)} (d.h. N mogliche Werte) kénnen durch DIRAC-
Delta-Mafle wie folgt beschrieben werden:

Py(z) =) Pad(z— 2z (1.1)

N
mit P, >0und > P, =1

a=1

Definitionen wichtiger Groflen:

o Mittelwert:

(€) = / & 2P, (x) = € (1.2)
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e totales Schwankungsquadrat (Varianz):

0'22

AE? = <(§ — §)2> = Z/ d"x (:1:@ — é)Q P, (vex)

EN:/ d"x (x? —22;&; + 512) P,(x) (1.3)

1

&) (o

P T

P(z)dz ist die Wahrscheinlichkeit fiir & Werte in [z,x + dz] anzunehmen. Diese ist
messbar durch die relative Haufigkeit:

Z (Messungen von z in [z,2 + dz]) W

Gesamtzahl der Messungen

fiir viele Messungen.

e Finzel-Varianz:

T=(&-&)7)

Q
I

e (relative) Streuung:

|

7

e Korrelation:

Ki=(6-6) (6-6)= [dv (m-8) (,-6) P@W=K: (4
Bemerkungen:

— Die Korrelation ist eine symmetrische Matrix und hat somit (vgl. lineare Alge-
bra) reelle Eigenwerte. Thre Eigenvektoren bilden ein Orthogonalsystem. Dies
bedeutet wiederum, dass lineare Transformationen der &; auf §; = ZAJ-Z-&»

i

existieren, so dass die Matrix:

’

[

—ATK A

diagonal ist.
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— K ist positiv definit, d.h. fiir einen beliebigen Vektor a € R™ ist folgendes
erfiillt:

N
0 S ZaiKijaj (15)
ij=1

Beweis:
Es muss auf jeden Fall gelten:

D ai (& -6) (&6 -§)) 0y =(4%) =0

- i=1
Durch geschickte Wahl von A kann man daraus folgern:

« 1) Wir wéhlen zunéchst a; = 0;;, d.h. der Vektor a ist ausser an der ip-ten
Komponente (wo er 1 ist) Null. dann folgt trivialerweise:

Kigio = <(sz - §;0)2> =05 >0

* 1i) Sind die Komponenten 7; und iy von a Eins und alle anderen Null, d.h.
a; = 8, £ 04y, so folgt:

Kigio + Kiyiy £ 2K55, > 0

Dies bedeutet, dass die Kreuzkorrelationen kleiner sind, als die Selbstkor-
relationen:

1
| Kigiy| < 5 (Kigiy + Kiyiy)

— Aus den obigen Uberlegungen ergibt sich auch der Zusammenhang mit der
Varianz als Summe der Selbstkorrelationen zu:

=1

e Die charakteristische Funktion ist fiir £ € R™ definiert iiber:

o) = (explit- §)) = [ dzexplik-2) Palo) (1.7)

Sie ist also die FOURIER-Transformierte von P, ().
Im Folgenden wollen wir zur Vereinfachung diese charrakteristische Funktion im
Eindimensionalen betrachten.

e (k) heifit auch Momentengenerierende, wobei das m-te Moment lautet:

(™) = / dz 2™ P(z) (1.8)
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Falls die Momente existieren, d.h. | (™) | < oo, gilt:

[e.e]

(k) = (expiké) = Z% (1.9)

also berechnet sich das m-te Moment aus:

(€ = (~ige) e

k=0
(k) bestimmt die sogenannten Kummulanten iiber:
R SN () i
k) _exp;W@ )e (1.10)

Dabei ist * die m-te Kummulante. Diese ist eine geschickte Kombination aller mo-
mente mit Ordnung m’ < m. Fiir die ersten drei Kummulanten gilt:

(W), =@ =¢
(€)= (& = (&) =0
(€)= (&) =3() (&) +2(&)°

Die erste Kummulante ist also der Mittelwert, die zweite die Varianz.

Beweis:
Durch Taylorreihenentwicklung um k = 0

p(k) = 14ik(E) — SR — SH(E) +

k) = oxp (ik‘<£ o= iethe - Liee+ )

(1.11)

(1.12)

= L+ ib(Eo = R ((E)o + (€93) - £F (€0 + 3E)o(ee + (€12) + O

2
Vergleichen wir nun die k-Ordnungen:
e = (©)

(e = (&) —()*=0"
(€)e = (&) +3(8)*&) — (7)) — (&)

Kumulanten charakterisieren Wahrscheinlichkeitsdichten préziser als Momente.

Variablentransformationen:
Sei die Zufallsvariable 7 eine Funktion der £, n = f(¢), dann ist die Wahrscheinlich-
keit, dass n Werte im Intervall [y, y + dy| annimmt, gegeben durch
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Pyy) = (8(y — 1(6))) = / d"x 5y — f(2))Pe(a) (1.13)

Damit haben wir:
R dy= [ daP,(

*

*: Werte von z, so dass < f(z) <y + dy.

Beispiel:

Wir betrachten die Summe ¢ = £ + n zweier Zufallsvariablen mit gemeinsamer
Wahrscheinlichkeitsdichte P, (z,y)

Pe(z) = (6= — (€ +m))) = / de dy P.(x.y) 6z — 7 — ) (1.14)

was zu einer einfachen Bezeichnung der charakteristischen Funktion fiihrt:

pelk) = (%) = / dz " Py(2) (1.15)
= / dz dy dz eikZPZ(aZ,y)(s(Z —x—y)

= /dx dy e*@ P ()

Dies kann man auch schreiben als:

N (S 10 I

wobei Pemo(k) = / dz dy e=* Ty P, (2.y) (1.17)

Definition:
Zwei Untermengen {1, ... &} und {&,41,...&,} mit 1 < r < n von Zufallsvariablen heiflen
unabhéngig, wenn gilt:

Py(xy...xy) = Po(xy...) - Py p(Tpyq ... ) (1.18)

Satz:

Die Korrelationen zwischen unabhéngigen Variablen verschwinden, d.h. sie sind unkor-
reliert. Umgekehrt gilt allerdings nicht, dass unkorrelierte Variablen unabhingig sein
miussen.

Beweis:
Seien & und §; aus den unabhéngigen Untermengen, also 1 <¢ <rund r+1 < j < mn,
dann folgt:
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Ky = / d"x P (z1...2) - Py (Tpy1 oo ) - (2 — &) (25 — fj) (1.19)

- (/d%PM@@a—ﬁo.</dwuﬁyﬁ@x%—zﬂ>:0

(Wobei hier die Notation von éi zu & gewechselt hat.)
weil wegen der Definition von £ beide grofie Klammern = 0 sind.

1.1.2 Der Zentrale Grenzwertsatz

Die Summe ¢, = Y., & von n unabhingigen Zufallsvariablen &, ... , &, mit endlichen
Mittelwerten und endlichen Varianzen, d.h.

(Gi)=¢& <oo

und

(& =) =0" <oo
(d.h. sowohl < & > als auch o? existieren und sind betragsmiéssig kleiner als co), dann
besitzt (, fiir groffe n eine GAUSS-verteilung;:

mit dem Mittelwert

Pi(z) = Nor R (_W) (1.20)
Ca

und der Varianz

N/
3
I
i
)
<

Fiir (zur Vereinfachung) gleichverteilte &; finden wir also eine sehr enge Verteilung mit
verschwindender Streuung, weil Gleichverteilung ¢,, = n€ und X2 = no? bedeutet und die
Streuung mit wachsendem n immer geringer wird:

5

o
= 0.8

[

n

(1.21)

Bl

Bemerkungen:

e Die Voraussetzungen waren: Unabhéngige §; und endliche Mittelwerte bzw. Vari-
anzen, was zu einer GAUSsSverteilung mit ¢, o< n und X2 o n fithrt; d.h. dass 2
Kumulanten also die Wahrscheinlichkeitsdichte P festlegen.

e Der zentrale Grenzwertsatz ist wichtig fiir die statistische Mechanik und die Ther-
modynamik, wo n im Bereich 10? liegt, da die dort auftretenden Mengen- (oder
extensive) Groflen solche additiven Groflen sind. Wir haben also viele kleine un-
abhéngige Beitriage zu einer extensiven Grofe.
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Beispiele:

e Teilchenzahl N

0 p?
=1 2m,;

e gesamte kinetische Energie Ei;, = Y

o die Gesamtenergie Ey;, + E,, = £ mit paarweiser Wechselwirkung

._.

i—

Epot =

WE

U(lz; = 151)

1 1

-.
Il

<.
Il

N

S Ul —ryl) = 5 3 Uil {r}) (1.22)

4,j=1 =1

[\.'Jlb—

mit U;, der potentiellen Energie des i-ten Teilchens.

Der Zentrale Grenzwertsatz verlangt Unabhéngigkeit, was in der Statistischen Mechanik
durch Unkorreliertheit von Teilchen in grofem Abstand, d.h. |r; —r;| > £ (die sogenannte
Korrelationslénge) beschrieben wird.
Wir betrachten nun drei Félle und untersuchen, wann die Statistische Mechanik ange-
wandt werden kann und wann nicht:

e Fall A:Kurzreichweitige Potentiale und hohe Temperatur = Statistische Mechanik
und GAUssverteilung

e Fall B:Kurzreichweitige Potentiale und niedrige Temperatur = Statistische Mecha-
nik aber keine GAUSSverteilung

e Fall C:Langreichweitige Potentiale, z.B. Gravitation = Statistische Mechanik ver-
sagt hier.

Beweis:
Fiir (zur Vereinfachung) gleichverteilte, unabhingige & (mit & und ¢2) betrachten wir

1 n
ﬁnZW;(ﬁ -

mit unabhéngigen P,.
N, hat die Wahrscheinlichkeitsdichte:

P,(y) = / d"z P,(x)¢ (y — % Z(atZ — E))
wobei der Mittelwert
= / dz x Py(x)

o2 = / da(z — )2 Py(z)

ist und die Varianz
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Die charakteristische Funktion erfiillt also

Qon(k) = /dy eikypn(y)

_ /dxl... d, Py(21) ... Pi(2y) - exp (\Z/_]% >t _g>>

n

—ikF ik g
= |ev:- | dxevr'Pi(x) (1.23)
pe(J5)

Verwenden wir nun die Kumulanten von 905(\%):

k—  k? k3
905(—n) = exp (%5 - %02 — 62175 (e + )

so folgt (& fallt raus):

2

-k i 12,2
o, (k) = exp (—702 + O(n_;)) REUEC
und mit FOURIER-Riicktransformation erhalten wir:

dk ik k252 ]. 92
— LWy = e 20
Py(y) = / 5r € € 2 S e 202

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von &, = né + /nn, folgt gem# Variablentransformation

Pe(2) = (8(2 = n& — v/ni)) (1.24)

1.2 Quantenstatistik

1.2.1 Wiederholung der Quantenmechanik vieler Freiheitsgrade

Mégliche Zustdnde |¥) eines quantenmechanischen Systems von f Freiheitsgraden sind
Elemente aus einem Hilbertraum H, also |¥) € H und sie sollen normiert sein:

(U|0) =1
Der Hilbertraum H besitzt eine Orthonormalbasis bezeichnet mit

{na,.ng} = {ln)}
Die Zeitabhéngigkeit ist gegeben durch die SCHRODINGER-Gleichung fiir den unitéren
Zeitevolutionsoperator U':
iho U (t,tg) = H(t)U(t,to)
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wobei H(t) = H(t)! der HAMILTON-Operator ist.

In der Vorlesung IKIV wurden bereits die beiden Betrachtungsweisen SCHRODINGER- und
HEISENBERG-Bild eingefiihrt:

Ist ein Operator nicht von sich aus schon zeitabhéngig, so bekommt er im SCHRODINGER-
Bild keine Zeitabhingigkeit hinzu. Die Zeitabh#ngigkeit steckt hier in der Wellenfunktion:

(1)) = [9(t))s = Ul(tto) |1 (to)) (1.26)
Ag(t) = Ag = A

Im HEISENBERG-Bild dagegen trégt der Operator die ganze Zeitabhédngigkeit und die
Wellenfunktion ist zeitlich konstant:

(1) = ¥ (o)) (1.27)
Ap(t) = U tto) As(t)U(t,to) (1.28)
Zum Beweis betrachtet man die Ableitung des HEISENBERG-Operators und erhélt:
d i i
EAH(t) =3 (HAy — ApgH) + (0iA)g = 7 [H,A] + (0, A) i

= AH(t) — eth/hAseth/h
Beispiele:

e Ein freies Teilchen in einer Box mit dem Volumen V = L? mit der periodischen
Randbedingung fiir seine Wellenfunktion:

Y(r + Le) = ()

Seine HAMILTON-Funktion bei drei Freiheitsgraden lautet:
2

=P
2m
zu der Orthonormalbasis
o (M=
k; Ezf ny | sni=0+1,4+2 ...
nZ

e Fiir das Wasserstoffatom gilt mit den Indizes e fiir Elektron und p fiir Proton:

v c
+ —
P 2m€ |£e - £p|

v,
2m

H =

mit der Orthonormalbasis
{2n,lm)}

wobei P der Schwerpunktsimpuls ist.

e Zwei nichtwechselwirkende Spins besitzen im Magnetfeld die HAMILTON-Funktion:

H = —vg (2, +2,) B®)

zu der Orthonormalbasis

D =1 Das TLD 5 1T 1IN}
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1.2.2 statistischer Dichteoperator; reine Zustinde & Gemische

e (A) Erwartungswerte
Der hermitescheOperator A auf H hat den Erwartungswert ([A[) = >~ ¢/, (n'|Aln)

im reinen Zusatand [¢), falls fiir diesen gilt:

W) => cyln) €H (1.29)

n

Dabei sind die ¢, seine Entwicklungskoeffizienten. In einem reinen Zustand lautet
der Erwartungswert in Matrixdarstellung:

(V[Al) = Sp (Al) () = Sp (Aoy) (1.30)

mit dem Dichteoperator eines reinen Zustands:

oy = [¥) (Y| (1.31)
schreibt man:
(Y[Al) =Sp (Aoy)

Zum Beweis muss man die Spur von Ap, in Matrix-Darstellung in der Orthonor-
malbasis {|n)} ausrechnen:

Sp (Aoy) =) (n|Agy n)

’
n

Durch das Einfiigen der dyadischen Eins zwischen dem Operator A und dem Dich-
teoperator gy, erhélt man:

*
Ccy
Cn n

——
Sp (Ags) = Z< Aln) Tal) (v1n
= chc , (n'|Aln)
= Z |c* /|Ach\n

<¢|A|¢>

e (B) Spurrechenregeln (zur Vereinfachung sei H endlich dimensional)
Die Spur eines Operators ist definiert als:

SpA = (n|An)

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
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a) Die Spur ist invariant unter zyklischer Vertauschung:

Sp (AB) = (n|A|n')(n|Bln) = Sp (BA)
Sp (ABC) =Sp (CAB) =Sp (BCA)
b) Invarianz unter Basiswechsel:
Geht man zu einer neuen Orthonormalbasis {|m) } mit |m) = > U, |n) tiber,
wobei U der unitdre Transformataionsoperator ist, so folgt mit der Tatsache,

dass A = UAU! (vgl. UTU A({ ! U = A sowie durch zweimaliges Einfiihren

=A
der dyadischen Eins: 1 =) |m)(m|:

Sp A=) (n|Aln) = (n[U" AUn)

n

= > @U'm) (mlAlR) (' |Uln) = %

]
|

* nach vorne

Der Term wird nun hinter die beiden anderen gestellt, so dass *
rutscht.
Mit 3 (' [U|n) (n|UT i) =

» folgt weiter:

* = Z (] Alm)

¢) Spur & Eigenwerte:

Die Spur eines diagonalisierbaren Operators A ist die Summe seiner Eigenwerte
a;, weil A fiir Eigenzusténde |a;) diagonal ist, und man A auch schreiben kann,
als:

A= Zai|ai)<ai| (1.32)

e (C) Der Dichteoperator eines reinen Zustands o erfiillt:

0= o' (hermitesch )

o ist positiv, d.h. {p|o|e) >0 V|p) € H
Sp 0 =1 (Norm)

Sp ¢*> =1 (rein)

Bemerkung: g, = [¢)(¢] ist rein.

Beweis:

Man kann leicht nachweisen, dass die oberen vier Eigenschaften erfiillt sind:
Die Matrix (oy),, ,/ = (n|y)(ih|n’) ist hermitesch, weil:

(0)) ' = 0y, = W) (WI0)* = (04)y
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Auflerdem ist:
(loyle) = [(el)> >0

sowie:

Sp oy = 3 (nlehln) = 3 ench = (V) = 1

und:
Sp 07, = Sp |¢) (Y|¢)(¥| = Sp 0y = 1
=1
(D) Gemische
Ein quantenmechanisches System liege mit der Wahrscheinlichkeit p; in verschiede-

nen (reinen) nicht interferenzfahigen Zusténden [¢);) vor.
In einem solchen Gemisch lautet der Mittelwert eines Operators A:

I
<A>= Zﬁi (Wil Als) (1.33)
i=1

Er setzt sich also zusammen aus dem statistischen Mittelwert und dem quantenme-
chanischen Erwartungswert von A im Zustand ;).
Als Wahrscheinlichkeit muss p; die folgenden Bedingungen erfiillen:

-0<p <1
I~
—Zpizl

i=1

Beispiele hierfiir sind:

— M stoflende Teilchen in einer Box
— Der Strahl polarisierter Teilchen deren Position nicht kontrolliert wird.

— quantenmechanisches System in Kontakt mit Warmebad

Mit dem Dichteoperator

0= Z@-IWM (1.34)

lautet der Mittelwert:
< A>=SppA (1.35)

Durch Einfiigen der dyadischen Eins erhélt man:

<A>=) (nloln)(n|Aln)

/

nn .
:Z [Aln) ijﬁ (nlr) (ti[n

Cp i) c(i/)*
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In der hinteren Summe liegt der Unterschied zum reinen Zustand (in der Matrix-
Darstellung von p).
Definition:
Ein (statistischer) Dichteoperator p auf H erfiillt die folgenden Eigenschaften:
— 0= o' (hermitesch )
— o ist positiv, d.h. {p|olp) > 0V|p) € H
— Sp o=1 (Norm)

Der statisitsche Mittelwert eines beliebigen Operators A lautet dann im Zustand g:
< A>=Sp oA
Bemerkungen:

— Zur Vereinfachung wird angenommen, dass H nicht unendlich-dimensional sei.
— 0 = Y>_pi|ti)(¢] ist der Dichteoperator und seine Aufenthaltswahrscheinlich-
keit lautet:

(zlolz) = Zﬁi (] |

e (E) Eigenschaften von p

— a) Eigenwerte & Eigenzustinde

Die dyadische Zerlegung 0 = > o, |n)(n| existiert mit g|n) = pp|n) sowie
n=1

(n|n’) = §,. Die Eigenwerte p, geben die Wahrscheinlichkeit an, dass der
Eigenzustand |n) im Gemisch vorliegt, somit muss fiir diese gelten:

n=1

Bemerkung:

o ist diagonal in den Eigenzusténden |n) (aber nicht notwendigerweise in den
[¢i), weil (1;]1;) # 0 moglich ist)

Die |n), wobei n fiir mehrere Quantenindizies stehen kann, sind Vielteilchen-
Zustéande:

) =Y cn) €H (1.36)

spannen aber i.A. nicht HZ auf.
Beweis:

v
Die Tatsache, dass ¢ hermitesch ist, liefert o = >_ p,, |n)(n| mit orthonormier-
n=1

ter Eigenbasais von p. Weil laut Vorraussetzung (¢|ole) = 3 pn [(p|n)|> >

0 V|p) € H gilt, muss p, > 0 sein. AuBlerdem muss die Spur des Dichteope-
rators gleich Eins sein und wegen Sp 0 = 1 = > p,, folgt somit p,, < 1 was zu

zeigen war.
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— b) reine Zustinde:
Gehirt o zu einem reinen Zustand (also Sp 0* = 1), dann gelten folgende
Aussagen:

* 1) 0* = o (d.h. g ist ein Projektor)
% 1i) pp, = 1 und p,, = 0 sonst

* 1ii) p hat den Rang 1

Beweis:

Die Aussagen i)-iii) sind dquivalent, aus o = |n,)(ng| folgt sofort, dass Sp ¢* = 1
gilt.

Ist nun anders herum Sp ¢® = 1, so hat ¢* die Eigenwerte p? < p, fiir p, < 1
Somit ist aber 1 = > p? < Y p, = 1, was nur mit "=" erfiillt sein kann und

n n
damit ist gezeigt, dass p,, = 1 & p, = 0 sonst gelten muss.

— ¢) Die Dichteoperatoren bilden eine konvexe Menge

ol ‘ ~ oaver "
ren t

G schy

Unter einer konvexen Menge kann man sich einen Kreis oder eine Ellipse vor-
stellen. Man nennt die Menge konvex, weil jeder Punkt der Menge mit jedem
anderen Punkt der Menge verbunden werden kann, so dass der Weg komplett
in der Menge liegt. Auf dem Rand des Kreises liegen reine Zusténde innerhalb
Gemische! Die mathematische Definition lautet:

Sind 0, & 09 zwei unterschiedliche Dichteoperatoren , so sind auch alle Kom-
binationen g, = zo; + (1 — x)0e mit 0 < 2 <1 (d.h. konvexe Kombinationen)
Dichteoperatoren . p ist genau dann rein, wenn man den Zustand nicht als
konvexe Kombination zerlegen kann.

1.2.3 (Un-)abhingige Subsysteme

) (e

|

Abbildung 1.1: Subsystem 2 entspricht thermodynamischen Wérmebad

‘H sei ein f-dimensionaler Produkt-HILBERT-Raum: H = H; ® Hy zweier Subsysteme,
wobei ‘H r-dimensional und Hsy (f — r)-dimensional sei.
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Spannen nun die |n,); den H; und die |ng)s den Hs auf, so bilden die Produktzustidnde:

{In)} = |ny) + Iny)2

n11
mit n, =
Ny
Nor4+1
&n, =
ngf

eine Orthonormalbasis zu H.

e (A) Subsysteme & reduzierte Dichteoperatoren
0 gehore zu einem reinen Zustand in H, so gilt:

o=1V)l = cnln) Y cin|
= cacls In) (|

’
nn

= > cum Gt 1)1 [122)2 (11 (nalo = K

2
’ ’
nyngnygngy

mit Y |e,|? = 1.
n

Wir wollen nun den Mittelwert eines Operators A; betrachten, der nur im Subsystem
1, d.h. auf den H;, wirkt, d.h.:

A:A1®£2

Der Operator A; liasst die Zustidnde in Hy unberiihrt und verdndert nur die im ersten
Subsytem:

Ailn) = (A1 [ny)1) ® L, |ny)e = Z%ﬂ; In)1(ns)2
m
Wir postulieren, dass der Mittelwert von A; mit Hilfe des reduzierten Dichteopera-
tors p; auf H; geschrieben werden kann, wobei:

01 =5ps0 =Y (nafa0ln,)s (1.37)

ny

Dies bedeutet, dass man iiber das Subsystem 2 aufintegriert bzw. absummiert.
Setzt man nun o aus ¥ ein, so erhélt man:

o1 =Y ln)i(mls Z%@CZ@ (1.38)

’
n
n;ny =2

Beweis:
Zunéchst soll bewiesen werden, dass ¢ ein Dichteoperator ist, dazu muss man die
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Eigenschaften die ein Dichteoperator erfiillen muss iiberpriifen:
0 = o geht aus der Definition hervor.

Spior =) (milerln) = ) (nloln) =Spo=1

ny nyny

Bleibt also noch zu iiberpriifen, ob g; positiv ist.
Dazu betrachten wir einen Zustand ¢) € H; mit @) =) d,, |n,):. Es folgt:
ny

(pliorlwh = Zd; dn, Cn CZ’

’
nng

=3 |A,* =0
ny
mit Ap, = Z dn, Cnn,
ny

Letzendlich gilt noch zu zeigen, wie man mit diesem reduzierten Dichteoperator den
Erwartungswert von A; berechnet, dazu verwendet man wieder den ”Trick” eine
dyadische Eins einzuschieben zwischen o und Aq:

<Ai>=SpeA)= > (mh (mlaelny) no)  (my]Ai|ny) (nylny)
—

N J/

! ! v
Ny g 1y Ny

Z=(nslzelna) n})=01]n) =0 ny
= (mlorlmy) (| Aulny) = (ny]o1Aln,)
nyn} 01

= Sp; 014,

wobei schon in * verwendet wurde, dass A; nur auf H; wirkt.
Damit ist gezeigt, dass man den Mittelwert des Operators A; wie folgt berechnet:

< Al >= Spl QlAl (139)

Bemerkung:

Da ¢; und A; nur auf den Zustand aus H; (d.h. Subsystem 1) wirken, kann Sp, 01 4;
bestimmt werden, ohne dass man etwas iiber das Subsystem 2 weif3. Allerdings ge-
hen dadurch Informationen verloren, so kann man aus p; nicht mehr den kompletten
o finden.

(B) Unabhingigkeit & Gemische

Definition:

Zwei Subsysteme eines quantenmechanischen Systems heiflen unabhdngig, wenn o =
01 ® 02 gilt (d.h. wenn der Dichteoperator des gesamten Systems sich aus dem
Tensorprodukt der reduzierten Dichteoperators der beiden Subsysteme zusammen
setzt.)
Das bedeutet fiir die Matrixdarstellung von p:

(nloln’) = (ny|1 (nols 01 ® 02 |n1)1 |no)s
= (nhoiln)1 @ (nyla0alny)s (1.40)
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Satz:

Gehort der reduzierte Dichteoperator o1 zu einem reinen Zustand, dann muss das Subsy-
stem 1 vom Rest (hier Subsystem 2) unabhdngig sein.

Beweis:

Zu zeigen ist die Behauptung

Spioi=1 = 0=01®0

Ein beliebiger Dichteoperator auf H lautet in der Eigenbasis (mit den Eigenwerte p,,):
0=> punn)(n|

wobei [n) =7 c$)|@) die Orthonormalbasis von H ist. Somit kann o mit |n) = |n)2 |1)2
0 geschriebeniwerden als:

0= pa () () )

Geht man damit in die Definition des reduzierten Dichteoperators :

01 =5p20=Y_ (n5]2 0 |ny)s
ny
so erhélt man fiir p;:

o= 3 pulm (gl 30 () el

I
n
nn; n; o

Da p; rein sein soll, muss natiirlich auch gelten: g1 = |¢)1(¢]1.
Man kommt nun im Beweis weiter voran, wenn man die Orthonormalbasis in H so wéhlt,
dass ¥); = 1Q§°)>1 ist, dann miissen namlich alle anderen Summanden verschwinden:

01 = |ﬂ?>1<ﬂ?|1

n * n . 0 4
0=>" () e, fiir ny #ni” #m,
nng

Bei der speziellen Wahl von n, = n) # n? sieht man:

Z Pn|c'$ln)n |2 =0
ny ny

nng

was bedeutet, dass ¢, n, = 0 fiir alle n, & n; # n{. Damit erhilt der Dichteoperator die
folgende Darstellung:

0= pu () el Ind)s [mo)a (mfl: (m):

",
it In9)1(n?)1 K02 =1 01 & 02

reiner Zustand auf #;
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Fazit:

Reduzierte Dichteoperatoren p; eines Subsystems sind fast immer Gemische, vor allem
wenn sie in Kontakt mit der ”Umgebung” sind. Beim Licht, macht diese Tatsache gerade
den Unterschied zwischen einer Lampe und einem Laser aus, wihrend aus einer Lampe
nur gemischte Zustinde emittiert werden, approximiert ein Laser in hohem Grade einen
reinen Zustand.

Fast immer gibt es Korrelationen zwischen den Subsystemen 1 und 2 (Wechselwirkungen).
Gemische liegen auch dann vor, wenn das Subsystem 2 unkontrolliert ist und deshalb
viele/alle seiner Zustéinde annimmt. (Ein Beispiel hierfiir ist die Ubungsaufgabe 9)
Bemerkung:

Fiir den Operator A; kéonnen Korrelationen definiert werden:

Diese Korellationen erfiillen K;; = 0 wenn A; auf ‘H; und A; auf Hy wirken und die
Subsysteme 1 & 2 unabhéngig sind.

Beweis:

Ki; =Sp (01 ® 02 - AA;AA))
= Sp; (01A4;) - Sp, (0244;) =0

Auf Grund der Definition von AA;
Fiir nicht kommutierende Operatoren A; & A; ist K;; # K;; moglich. (subtiler Unterschied
der Quantenmechanik ) wiederum gilt aber:

D af Kyja; = (Sp (0AA;AA))) aja; >0 (1.42)
]

= Sp (ol [* (1.43)

1.2.4 Von-Neumann-Gleichung
Die Zeitentwicklung eines reinen Dichteoperators o = [¢) (1| folgt aus der SCHRODINGER-
Gleichung
i
0, (1) = + (0 (1) H (1)
ihOro(t) = ihO,[ (1)) (1 (¢)]

= H(t)o(t) — o(t)H(t)

= [H,q]
In * wurde die Produktregel verwendet.

Werden im Gemisch ¢ = > p; [) (1| die p; als konstant angenommen, so gilt dort eben-
falls: l

do(t) = —= [H(t),0(t)] (1.44)
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Dies ist die VON-NEUMANN-Gleichung.

Bemerkung:

Im HEISENBERG-BIild gilt %A u(t) = £[H,Ay] mit umgekehrten Vorzeichen. Dies ist eine
Andeutung darauf, dass ¢ kein geqohnlicher (HEISENBERG) Operator ist. Eigentlich ist
der Dichteoperator eine Abbildung, die allen Operatoren ihren Mittelwert zuordnet, und
davon abhéngt in welchem quantenmechanischen Mikrozusatnd das System ist.
Bemerkung:

e Wenn p = p(H) = 0;p = 0 weil eine Funktion des Hamiltonoperators mit diesem
kommutiert.

1.3 Klassische Statistik

1.3.1 Der Phasenraum

Dem Makrozustand eine N-Teilchen-Systems wird eine Wahrscheinlichkeitsdichte (Pha-
senraumverteilungsfunktion)

p(fl: o TNy Py "'7]_?N7t) = p({f})a {I_)}vt) = p(F) (1'45)

im 6N-dimensionalen Phasenraum zugeordnet, so dass

p(I'n)dly,
mit
11 & .
dFsz'h?)—N'Hde‘dpi

=1

(dem normierten Phasenraumvolumenelement) die Wahrscheinlichkeit ist, dass das Sy-
stem den Mikrozustand mit

({z}ApY) € [z} {p} {z + dr}, {p + dp})]

annimmt. Die Normierung % . h%N folgt aus der Quantenstatistik.

Der Mittelwert einer beliebigen Funktion A(I'y) im Phasenraum lautet:

() = [ ary piry) ATy) (1.46)

Liegt der Makrozustand genau in einem Mikrozustand vor, d.h. sind alle Orte und Impulse
bekannt, lautet p:

pmicro = BN NUTT 6 (r; = 1,(8)) 6 (p, — p,(#) (1.47)

i=1
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wobei die r;(t) und p () der Trajektorie der Teilchen entspricht. In diesem Fall ist der
Mittelwert einer solchen beliebigen Funktion im Phasenraum:

{(A) = A{z®)}Ap(®)}) (1.48)

Bemerkungen:

e Da p eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, gilt die Diskussion von § 1.1 (z.B. p erfiillt
also p > 0 und Normierung auf 1)

1.3.2 Liouville-Theorem und Liouville-Gleichung

Die Bewegung der Teilchen folgt aus den Hamilton-Gleichungen

. OH d oH
L= — 1 = —
- 81_91' ! B or;

Die Zeitentwicklung eines Makrozustandes (p dI"y) besteht aus
e a) ... der Zeitabhéngigkeit des Phasenraumvolumenelementes
e b) ... der Zeitabhidngigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte p

weil die Wahrscheinlichkeit von beiden Faktoren abhéngt. Das Liouville-Theorem sagt nun
aus, dass das Phasenraumvolumenelementes zeitlich konstant ist unter den Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen.

dl'n(t) = const. (1.49)

Um dies zu beweisen, schauen wir uns die Jacobi-Determinante der Variablentransforma-

tion an:
{r(to)}, {p(to)} ™5™ {r(O)}, {p(t)}

Hier erhalten wir also aus den Anfangswerten die Losung der hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen. Die Behauptung ist nun:

o({r(®)}, {p(1)}) _,
p(to

9({z(to)}, {p(to)})

Den Beweis hierzu fithren wir im Eindimensionalen:

4 p=d 4 (t)ao = d 9(r(t+s),p(t+ 5)), _ A (O(r(t+s),p(t+5)) (Or(t),p(t))
dt ds T ds 9 (10, o) T ds 9 (10, po) d(ro, to)
und mit den Gleichungen
0OH
r(t) =ro+ 8_p|7"0,P0 +0(t)

_ aH 2
p(t) = Do 8(1 |T0 ,Po + O<t )

folgt:
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2 2
d J( ) d d t 1 +2ng;)|TO7p0 * t %fH’TO ,P0 * t _ 5’2H ‘ . 82H ‘ _
dt dt s I apg; oo - L orop " opor"r°

Daraus folgt die Aussage J(t) = 1, was zu beweisen war.

Bemerkungen:

e Der Grund, dass die statistische Mechanik im Phasenraum nur im Phasenraum
arbeitet ist die Tatsache, dass wir nur p(I'y,t) beriicksichtigen miissen.

Die Liouville-Gleichung:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte erfiillt mit der Poisson-Klammer:

p {H.p} = Z—‘——a—p'% (1.50)

Beweis:

Da die Volumenelemente dI',,(f) im Phasenraum entlang einer Trajektorie konstant sind,
nicht enden und sich nicht schneiden, folgt aus der Forderung, dass Wahrscheinlichkeit
W = p dI'y = konst. entlang einer Trajektorie sein soll, die Erhaltung von p:

0 = p({z(t+ dt)},{p(tJr di)}, ¢+ dt) — p({r(t)}, {p(t)}, 1) =

= (9 @ . 3_H _ % OHY
ot Or; dp,  Op; 04

In * wurden die HAMILTONschen Bewegungsgleichungen eingesetzt. Bemerkung;:

e Die Zeitabhéngigkeit eines Mittelwertes (A) hat zwei Interpretationen.

<A>(t)=/dFN(to)p(FN(to) o) A{z()}, {p(1)})

...eine Trajektorie mit den Startwerten {r(to)}, {p(to)}, oder

W® = [ dtu(t) p (OO, 2O} pON) 4O (0D

.. in Abhéngigkeit von {r(t)},{p(t)} aber mit riickwérts laufender Trajektorie, wel-
che allerdings die Anfangsbedingungen erfiillt

e Wenn p = p(H,t), dann gilt %p = 0, wegen:
{p(H,t),H} =0



26 KAPITEL 1. VORBETRACHTUNGEN

1.4 Wichtige Gesamtheiten (Ensemble) und einfiihren-
de Beispiele

1.4.1 Das Beispiel paramagnetischer Salze

Hierbei handelt es sich um Kristalle mit nichtwechselwirkenden lokalisierten magnetischen
Momenten M. In externen magnetischen Feldern richten sich diese aus und weisen eine
Magnetisierung M auf. Beobachtungen sind:
e Die magnetische Suszeptibilitiat ist definiert durch y,, = % . %—Ag = k%;
Curiekonstanten M?2. Diese Formel wurde aus experimentellen Befunden abgeleitet.

mit der

e Die Curie-Konstante ist positiv und lésst sich schreiben als

M? N 13
0< ¢ =228 konst.
ks V kg O

mit pp als bohrschem Magneton und % als Dichte der magnetischen Momenten.

e Die Magnetisierung ist nicht von zwei Variablen unabhéngig, da gilt:

M(T,B) = M (?)

18 1. Paramagnetism of Ionic Solids ? M T ,adé/c =

e Vi
08 Xa!JT-* kg" 6 3 -

06 |

04 y /* i F "—’#‘—0_—0_
—[ o s=30(C0
2 =}
Fig. 1.1. Magnetic susceptibility of P
CuS04.K2804.6H20 as a function '
02 |_ of the reciprocal temperature. The r Il o o 138K B
’ meaning of the dashed lines will i s 200K
be discussed in §1.4.6. Laboratory .- - - L, x 300K
1000 : thermometers based on measure- L | /[TK o 14‘2I K
T/ K- ments of the susceptibility of a known 0 ] 3 3 4
paramagnetic material placed within =
0 1 1 | 1 the experimental cell are commonly Fig.1.4. The magnetization as function of the field and of the temperature for
0 20 40 60 80 used various paramagnetic salts: Brillouin curves

Abbildung 1.2: Magnetisierungskurven

Unsere zentrale Annahme ist: Die magnetischen Momente wechselwirken nicht unterein-
ander. Deshalb nehmen wir als Beispiel fiir folgende Uberlegungen.

1.4.2 Der kanonische Dichteoperator

Das folgende System sei im thermodynamischen Gleichgewicht.
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Abbildung 1.3: System aus zwei Subsystemen

Wir betrachten die erhaltene Gesamtenergie. Sie lautet:

Die Energien in den Subsystemen kommt von den systeminternen Wechselwirkungen. Die
Wechselwirkung der beiden Subsysteme funktioniert natiirlich nur iiber die Grenzschicht.
Daraus gilt fiir das Volumen: .

UWW x Vs

da die Fliche nur quadratisch skaliert, wihrend das Volumen mit der dritten Potenz
anwéchst. Es gilt also im Grenzfall:

EFE—FE +FE, fir V-
wie bei zwei unabhéngigen Subsystemen, welche eine Wahrscheinlichkeitsdichte
p=p1 & p2
besitzen. Die Energie als einzige Erhaltungsgrofie legt die Forderung nahe, dass:
p(E) = pi(E1) @ pa(Ea)

Unter Annahme identischer Funktionen p;, da die Unterteilung ja kiinstlich war, folgt:

e PP (1.52)

Dies ist eine eindeutige Losung mit der Normierung

Z(B) =Sp (e ") (1.53)

und der unbestimmte Parameter kann (klassisch) aus dem Mittelwert (E) bestimmt wer-
den, also

1
(B) = ZSpE- e PE oder (F)= / dl'y p(Ty)E
Annahme: Auch die Verteilung auf mikroskopische Energieniveaus sei durch diese Vertei-

lungsfunktion charakterisiert. Mit dem HAMILTONoperator H und der Orthonormalbasis
{|n)} des HILBERTTaums haben wir:

Z(B) = SpePH (1.54)

In Matrix-Darstellung sieht das folgendermaflen aus:

Z(B) = (n|e " |n)

n
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und berticksichtigt man die Eigenwertgleichung
Hn) = E, |n)

folgt daraus:

= =} S nl e fn) (1.55)

wobei das w,, fiir die Entartung des E,-ten Niveaus steht.

Damit erhalten wir fiir den Mittelwert:

1 _ -1 _ -1
(E) = SppgH = ZzwnEne Pn = 73,6210”@ PEn — 735 Z(pB)

= —93 InZ(pB) (1.56)

Der Parameter § wird als § = ? mit der BOLTZMANN- Konstanten kg = 1,38 -10723 l‘é

und der absoluten Temperatur 1" identifiziert werden.

Wenn das System von weiteren extern kontrollierten (z.B. dem Volumen) oder gar elek-
tromagnetischen (z.B die magn. Flussdichte) Groflen abhéngt, so dndert sich H geméf
Oy H # 0 bzw. 0 H # 0 und pg wird damit zu pg(7.V,B). Die damit bestimmten Mit-
telwerte

e Druck (P) = P(V,T,B) = —Sp pﬂg—g
e Magnetisierung (M) = M(V,T,B) = —Sp ps2&

haben wichtige physikalische Bedeutung.

1.4.3 Fortsetzung des Curie-Paramagnetismus

[A] Das Modell:

Wir betrachten N nicht wechselwirkende magnetische Momente p mit ¢ = 1,...,N und
der Grofle [, = KB - 0;, wobei die o die Pauli-Matrizen im gegebenen Magnetfeld (z.B.
in z-Richtung) sind, und das System im Kontakt mit einem Wirmebad (Phononen)ist,
welches die Temperatur festlegt. Es liegt also eine kanonische Gesamtheit vor.

Der Hamiltonoperator lautet:
N

H = Z upB o

=1

Der Hilbertraum ist 2”-dimensional und hat die Orthonormalbasis:

{loy...on) = |o1)1]02) - |oN) N }

welche die Eigenwerte o; = +1 haben. Der kanonische Dichteoperator fiir dieses System
lautet:
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1 N
= . —BuBY "o 1.57
PP = ZBB.N) € (1.57)

mit der Abkiirzung ¢ = % = PBupB, welche das Verhéltnis von magnetischer zu ther-
mischer Energie entspricht. Die Zustandssumme in Matrixdarstellung liasst sich schreiben
als

also haben wir die einfache Relation, da alle Spins dquivalent sind
Z(N) = (z)"

mit

Dies gilt allgemein fiir N unabhéngige identische Subsysteme mit Z; als Zustand eines
einzigen Subsystems. Hier haben wir:

Zl —e € + e+€

was nichts anderes bedeutet als:

1 , 1

Z<0'i| e iloy) = Pi(o; = +1) = Zeqca

Dieser Faktor ist einfach nur die Wahrscheinlichkeit, dass der Spin nach oben oder nach
unten zeigt. Diese kénnen wir klassisch schreiben als:

1 +e
Das klassische Analogon hierzu: Wegen der Unterscheidbarkeit der Spins und weil alle
Operatoren kommutieren ist das Problem &quivalent zum klassischen Problem von N
Versuchen, wo mit p;(+1) der Wert +1 und mit der Wahrscheinlichkeit p;(—1) der Wert
-1 im i-ten Versuch angenommen wird.

[B] Ergebnisse:

e (i) Die mittlere Energie ist:

a —€ __ pte€ N
E=(B)=——zN=NyuB -~ = c

_S,_ i —€sz,z':S H
6/8 €_E+€+£ Zl pl/60-7 € ppﬁ
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e (ii) Die mittlere Magnetisierung ldsst sich ebenso bestimmen:

N
— 1 - . UB _
M = S — 24 . €055 as S BH
(M) Z p( “3;1:‘77> € = 0 0p¢

Z
= o.InZ = 0 InZ
HUBOe _8(53)
also ist 95 1

e (iii) Die magnetische Suszeptibilitiat bei B = 0 erhélt man mittels TAYLOR-Entwicklung

aus:
2e . 2

= Np2—— 4
ot . HBpT

(M) = Nup
und sie lasst sich bestimmen zu

B 1a<M>| N, 1
Xm =y "gp 1B=0 = yHBL T

Dies nennt man das CURIE-Gesetz, ein Beispiel fiir ein Dissipationsfluktuations-
theorem, da gilt:

(AM2) = (O = 0P) = (0o = (57 ) W02l

1 9(M)
3 OB

|p=o = (AM?) (1.60)

Die Anderung des Mittelwerts bei einer Anderung des duferen Feldes ist also das

Produkt aus kBLT mit der Grole der Fluktuationen.

e (iv) Entropie S := —kpSp olnp
Die Definition der Entropie sowie eine Diskussion dariiber folgt weiter unten.
Wir erinnern uns an die bisherigen Ergebnisse in der kanonischen Gesamtheit:

Zi=e"+et*
e~ — e—i—e
< E>=F=NugBtanhe = NuypB———
e f+e¢
. peB
t = B =
mi €= Pus T
L _
9 = 7¢ o

Damit erhalten wir: s .
— —_8§ 1 — —BH
kp P esin (Ze )

mit den Rechenregeln fiir den Logarithmus folgt dann weiter:

S
k—:—Spgﬁ(—an—ﬂH):5<H>—|—Spg51nZ =0<H>+InZ
B
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Dabei gilt das letzte Gleicheitszeichen, weil der Logarithmus von Z eine Zahl ist
und man mit Sp ggln Z den Mittelwert dieser Zahl bildet, der sich selbstversténd-
lich nicht von der Zahl unterscheidet.

Allgemein in der kanonischen Gesamtheit gilt also:

S=kz(InZ+p<E>) (1.61)

Und speziell in dem von uns betrachteten Fall erhalten wir:

kg e¢ +ef
Dies lasst sich durch Multilikation mit 1 sowie durch ”sortieren” umordnen zu:

S e +e ¢ 1 e ¢ e

= — In — Ine™® — ———1Ine°
Nkp ec+e € ef+e effe© e°+ef
S S P I P (1.62)
66 + 6—8 66 _l’_ 6—8 68 + 6—6 66 _|_ 6—8

Damit haben wir die Eigenwertdarstellung von S zu einem Spin, der mit der Wahr-

scheinlichkeit pi(0; = £1) = = f — in Richtung up bzw. down zeigt.
g ; -2
"“'2 '\.-{li'rf)'ﬁ
/_—' L
* > Mzt E

Graphisch diskutieren wir W’ dabei haben wir N in dem Nenner gewéhlt, da S
eine extensive Grofle ist und somit mit N skaliert.

Fiir kleine Temperaturen 7" — 0 erkennt man, dass kBiN ein nicht-analytisches Ver-
halten annimmt, da sich exp—% nicht als TAYLOR—Reihe entwickeln lésst- kBiN
verhélt sich in diesem Bereich wie exp —:=%. Solches Verhalten tritt immer auf
bei endlichen Energieabstinden AF = QMBB der angeregten Zustdnde iiber dem

Grundzustand.

e (v) spezifische Wiarme
Wir wollen diesen Abschnitt mit der Motivation zur spezifischen Wéarme beginnen,
damit klar wird, wie hdufig diese Grofle von Nutzen ist.
Die spezifische Warme C' = C(3,N,B) ist eine Funktion der Temperatur, der Zahl
der Spins und des Magnetfelds. Sie ist definiert als Anderung der Energie bei einer
infinitesimalen Temperaturdanderung:

OE(T,B,N)

C(8,B,N) := 5T

(1.63)
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Sie ist eine wichtige Grofle in der kanonischen Gesamtheit, da sie bis auf einen Vor-
faktor der Varianz der Energiefluktuation entspricht:

_OF _ T. 95(B8,N,B)
A oT

H—- < E>)?) (1.65)

C (1.64)
1
= T2 ((

Zum Beweis dieser Relationen betrachten wir mit Blick auf das postulierte Ergebnis
die zweite Ableitung des Logarithmus der Zustandssumme und verwenden das weiter

vorne gezeigte:a%an:—<E>:
9 21nZ——3<E>——a—Ta<E>—— 1 O<E>
ap 0B 03 or 3_ﬁ orT
aT
= kgT*-C(T,B,N)
01 1 10 1
— _ —~ —Sp He PH — -BH - - 2 —BH
8ﬁZSp e ZSpHe ZaﬁZ+ZSpH6
—_—
=<E> =—<E>

=< H*> - < E>’=((H- < E >)?)

Dies liefert die einfachste Methode um die spezifische Warme zu berechnen:

1 /)
C(B,N,B) = e (%) Inz (1.66)
Gleichzeitig gilt:
oS(B,B,N) 1 0
T e ) %/@ (In Z(8,B,N) + BE(3,B,N))
1 1 0<E>

__f(_<E>+<E>+/€B_TT)
o1 0< E >
- kpT? o

C misst also die Varianz der Energiefluktuation in der kanonischen Gesamtheit.
Speziell wieder in dem von uns betrachteten Fall ergibt sich C' zu:

CZG_E:;LBB.8<E>:N/HBB?_ 1
oT — kpT? de kT2 upB\°
cosh( )
kgT

Die wichtigste Aussage ist, dass C' mit N skaliert.
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Jede Grofle, die mit N skaliert nennen wir eine extensive Gréfle, somit ist auch die
spezifische Wirme eine extensive Grofie. (Wie schon im zentralen Grenzwertsatz,
ist die Energie eine additive GroBe.)

Wir betrachten nun zwei Félle:

— Im ersten Fall ist kgT > ugB:
Hier sind die Spins ohnehin ungeordnet, somit dndert eine Temperaturidnderung
AT die Energie kaum. (C' o« 7 weil (AE?) ~ Nu3B? = const.)

— Im zweiten Fall ist kT < upB:
Die Energie geht in diesem Grenzfall gegen die untere Grenze, d.h. die Spins
ordnen sich parallel zum angelegten Magnetfeld und sind sozusagen eingefro-
ren. Eine Temperaturdnderung AT kann keine Spins bewegen.
Das Verhalten von —S— im zweiten Grenzfall wird beim paramagnetischen

Nkp
Kiihlen verwendet.

Anmerkung:
Dieses einfache Modell von unabhéngigen Spins liefert nur Paramagnetismus und
bietet keinen Ubergang zum Ferromagnetismus.

e [C] Diskussion & Thermodynamik:
Nun wollen wir den Zusammenhang zwischen statistischer Mechanik und der Ther-
modynamik beleuchten.
Wir rufen in Erinnerung:

N
Z =Spe " = Z(3,B,N) weil H = — Z,uBBam»

=1

& <E>=F= —% In Z(8,B,N) = E(3,B,N)

Damit ergibt sich:

0 S(E,N,B
ImZ(B,BN)+E=InZp)—|—-——==WnZ(p) )= M (1.67)
o0 kg
Wir sehen, dass dies eine LEGENDRE—Transformat(i())n ist, da eine Funktion von f3
_0lnZ(p

zu einer Funktion der Energie wird, in dem R [ abgezogen wird.
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S(FE) ist somit die Entropie der Thermodynamik mit der Riicktransformation:

S(E S(E
wz="5_55_5E)_spp (1.68)
kp kg
wobei
1 OS(E,N,B)
E)=— ——-— 1.69
8E) = 1 (1.69)
die zur Energie gehérende konjungierte Grofe ist.
Wegen:
E et —ef ( 2ete )
upBN e +e ¢ ef+e ¢
ist:

ety —— L4 E
b e +ec 2 NugB

Somit folgt fiir kBLN (s. auch Aufgaben 11 & 16):

S 1+r 2  1-r 2
_ 1 1 1.70
N 2 Cixs T2 T4 (1.70)

Daraus folgt nun:

6_85’/163_ 1 0S/kgN 1 lnl—r
~ OFE  upB or C 2upB T 147

Anmerkungen:
Fiir |[E| < NugB wird also S ~ kgIn 2" . Dabei ist * die Gesamtzahl aller mogli-

*

chen Einstellungen.
Aufgabe 16 beschreibt das exponentielle Anwachsen der Zahl von Spineinstellungen
bei gegebener Energie:

W(E < H<FE+AFE) ek

S misst also die Anzahl der méglichen Mikrozusténde (das sind die moglichen Ein-
stellungen), d.h. S ist ein MaB fiir die Unordnung des Systems.
Im mikrokanonischen Ensemble wird sich ergeben:

S =—kpSp olnp (1.71)

wobei mikrokanonisch p = % gilt. Also ist die Entropie eines idealen Gases gegeben
durch:

1 1 1
S = —kpSp QIHW:—thlWSp Qb:—k:Ban:kBan:Z (1.72)
\,:/ :“1
N
1 1 1 1
- _ 1 — —kpln— - 1.
kBZW(En) nW(En) kgp nW W kplnW (1.73)
n=1 ~——

=1, Normierung
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Diese einfache Interpretation, dass die Entropie dem Logarithmus der Zustandsum-
me entspricht, gilt aber nur mikrokanonisch.

Es ist ein "Artefakt’ des Modells, dass 3 < 0 fiir £ > 0 gelten muss. Dies hiangt da-
mit zusammen, dass das Modell ein oberstes Energieniveau £ < NugB auf Grund
der Tatsache, dass es nur endlich viele Energieniveaus gibt.

Experimentell ist der Fall § < 0 nur dann realisierbar, wenn das System von ande-
ren Freiheitsgraden abgekoppelt ist und vollig isoliert betrachtet werden kann. (Ein
Beispiel hierfiir sind Laser, wo dies gerade der Fall ist.)

Allerdings wird sich ein negatives -System immer so verhalten, als ob es eine Tem-
peratur hat, die grofler ist als jedes andere System T > co. Hat das negative [3-
System beispielsweise alle Spins nach oben (up) geklappt und versucht man seine
Temperatur zu messen, so kommt es im Zeitpunkt der Messung in Kontakt mit an-
deren Freiheitsgraden. Dadurch werden mit der Zeit die meisten Spins umgeklappt
und die Energie die in den Spin-up Einstellungen gespeichert war, wird frei gegeben.
Man registriert also eine sehr hohe Temperatur bei der Messung.

Zusammenfassung von Aufgabe 16 & §1.4.3:

Wi
Vo
ﬁ
9=
._;
3

4

LEY A

-
e |
N
.
‘(\L
“'{_‘
‘!""L

-.Ajfé-:.—

2 kenmoassc b

Mi‘\’rolfam.‘gk

Abbildung 1.4: a) 40 Spins geben 2% ~ 10! mogliche Einstellungen aber nur 2N + 1
Energieeigenwerte; b) mikrokanonisch: Die Anzahl der Zusténde, die ins Intervall e + dF
passen; ¢) kanonisch

Fiir die kanonische Zustandssumme gilt:

2N
7 — (es i e—s)N _ Z <];Z> 1B BA(—N+2n)

n=0

Man erkennt also die mikrokanonische Zustandssumme (&) wieder.

Sowohl die mikrokanonische, als auch die kanonische Betrachtung liefern identische Er-
gebnisse (z.B. fiir die Entropie S) im thermodynamischen Grenzfall (N — oo). Das dafiir
immer wieder verwendete Argument ist, dass die Streuung % X \%N auch in der kanoni-
schen Betrachtung unendlich diinn wird fir N — oo.
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Den Ubergang von der mikrokanonischen Betrachtung zur kanonischen kann am Beispiel
eines einzelnen Spins im thermodynamischen Gleichgewicht demonstriert werden:

Wir betrachten die marginale Wahrscheinlichkeit , dass der Spin ¢ unabhéngig von allen
anderen den Eigenwert o; = 1 annimmt.

Dazu verwenden wir, dass die gemeinsame Wahrscheinlichkeit dem Produkt aus margi-
naler Wahrscheinlichkeit und konditioneller Wahrscheinlichkeit der n — 1 anderen Spins
unter der Voraussetzung, dass o; = +1 bekannt ist, entspricht also:

p1<0'i = :l:l) = pN(E,O'l e O-N)/pN—l(O-la e 30105415 -+ ,0'N|0'7; = :i:l) (174)

0.B.d.A. kann man o; = oy setzen (da ja kein Spin irgendwie sich von den anderen
auszeichnet):

pi(o; = £1) = pn(E,01...0n)/PN-1(01, ... ,.on_1]|0; = £1) (1.75)
N-—1

o

Wegen der Unabhéngigkeit der Spins ist die Bedingung innerhalb der konditionellen Wahr-
scheinlichkeit iiberfliissig geworden und es gilt:

pn-1(Eo" Doy = +1) = py 1 (E F upB,oN )
1

w

Wobei W die Zahl der Einstellungsmoglichkeiten von N — 1 Spins bei gegebenem E' =
E Fu BB ist.
Beispielsweise bei Ferromagneten gilt die Vereinfachung der konditionellen Wahrschein-
lichkeit nicht mehr, da dort die Spins sich immer parallel zueinander einstellen wollen und
man somit damit rechnen muss, dass sich unter Messung von o; = 1 auch alle anderen
Spins in dieselbe Richtung einstellen o; = o, = 1.
Mit:
__ S(E,N,B)
PNy X e kB

folgt:

Da im thermodynamischen Grenzfall (grole N) N—1 ~ N ist, reicht es aus, eine TAYLOR-
Entwicklung um E F ugB = E zu machen:

9S(E,B,N)
OF

—_—
B

= F0BupB

kplnp(o; = +1) = F upB + ...

Mit der Normierung von pq, d.h. mit Z% folgt:

1
pi(oi = +£1) = Z‘BMMBB (1.77)

Dies ist die kanonische Wahrscheinlichkeit , dass die Einstellung nicht bei fester Energie,
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sondern im Gleichgewicht (Energieaustausch) mit anderen Spins vorliegt.
Um S zu interpretieren benutzen wir den 2. Hauptsatz:
Die Magnetische Arbeit, wenn das B-Feld um dB geédndert wird sei definiert als:

W =—-<M>dB (1.78)
Uber die Bildung des totalen Differentials erhélt man dann fiir die Energieinderung:
d<E>=d(-—<M>B)=0W —-Bd< M >=: W + W44
Wiérmednderung

Weil auflerdem:

dinZ(,B)=—< E>df+p <M > dB

sowie: <
InZ=—-3<FE>
kg
gilt, folgt:
B<M>dB=dnZ+ < F > dp

_d(i)—d(ﬁ<E>)+<E> dg

kg
:d(i)—ﬁd<E>
kg
S
:d(—)—ﬁd(—<M>B)
kp
:d(ki)+ﬁBd<M>+ﬁ<M> dB
B

Durch Vergleich erhélt man dann also:

1
5Q=-Bd<M>=——dS =TdS (1.79)
Bkp

Dies bedeutet, dass T'dS die Rolle der Warmednderung (Entropie in der Thermodynamik)
spielt.
1.4.4 Das klassische monoatomare ideale Gas

Das klassische ideale Gas besteht aus N nichtwechselwirkenden Punktladungen im Volu-
men V' mit erhaltener Gesamtenergie:

N 9

b;

H(FN):E:E o
i=1

1.4.5 Mikrokanonischer Dichteoperator / Wahrscheinlichkeits-
dichte

Der Wert der (erhaltenen) Energie sei bekannt, und o,,,(E)AFE sei die Wahrscheinlichkeit
dass die Energie Werte im Intervall [E — AFE,E] annimmt.
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Da wir keine weiteren Aspekte des Systems kennen, miissen wir zunéchst postulieren, dass
alle Zusténde des Systems, welche auf die Energie E fiihren gleich wahrscheinlich sind.
Wir postulieren also die so genannte gleiche a priori Wahrscheinlichkeit , welche ein
wichtiges Konzept der statistischen Mechanik darstellt.:

om(E)AE = — (1.80)

Mit W der Zahl aller moglichen Mikrozustéinde mit Energie € [F — AE,E].

Da alle Zustédnde gleich wahrscheinlich sind, entspricht die Normierung der Zustandssum-
me.

Treten weitere externe Parameter auf, so wird:

Om = Qm(EJ/aNaB? .- )

In der klassischen Statistik wird W mit dem Volumen im Phasenraum interpretiert, um
es zu bestimmen muss man iiber alle Orte & Impulse integrieren, fiir welche gilt:

E—-AE<H({r}{p}) <E

wobei das Volumenelement im Phasenraum

1 1

13,93, + 1
dV = d?“dphBNN!

lautet. Damit berechnet sich W als:

3 3. 13
W = H/drz/th3NN| /Hdndpzh:wN' ./dFN (1.81)

wobei der Integrationsbereich wie oben beschrieben £ < H({r} {p}) < E + AFE ist. Fiir
AFE — 0 wird dieses Integral zu:

W= / Al (B — H({r}.{p}))

Abbildung 1.5: alle Zustédnde im Energieband sind gleich wahrscheinlich
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1.4.6 Fortsetzung: ideales Gas

e [A] Zustandssumme etc.

Im 6-N dimensionalen Phasenraum gilt:
W(E) =Q(F)—-Q(FE — AFE) (1.82)

wobei (E) die Anzahl aller Zusténde (entspricht dem Phasenraumvolumen) mit
H < E ist.

Zur Berechnung von (2 fithrt man Polarkoordinaten im 3N-dimensionalen {p}-Raum
ein:

N
P? = pr <2mkE
i=1

ist die Lange des 3N-dimensionalen Vektors.

2 thN'
Fiir das Oberflichenelement der 3N-dimensionalen Kugel findet man (s. etwa Auf-
gabe 24):
3NN/
T,
5 )
also insgesamt:
3
1 1 V2rmkE
Q(F) = N1 ()1 ( . > Vv (1.83)

Verwendet man nun noch die STIRLING-Formel:

N 2 <5)N (1.84)
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so erhilt man:

[Nl

§ME>::<%;<%%%§>36 >N (1.85)

Man beobachtet Q(E) ~ W(E). Also sind die extremalen Wahlméglichkeiten AE =
E und AE — 0 ist dquivalent zu:

3N

AE—0

Der Unterschied ¥ = 3% was bei weiterer Rechnung (z.B. S = kgIlnW) vollig
irrelevant ist, da Q(E) exponentiell mit N wéchst und wir den thermodynamischen
Grenzfall N — oo betrachten.

In diesem Grenzfall liegt das ganze Volumen der Kugel quasi nahe an der Oberfléche,

weshalb wir meistens 2(F) verwenden.

-

24

() ist eine enorm steile Funktion, erst wenn man nahe an F ist, sieht man die Funk-
tion, ist sie aus ihrem Rauschen heraus gekommen, steigt sie sehr steil an.
Daraus folgt:

ki =W =IQFE)+0O (ln NAE)

B E
V [(4mmFE 3
N\32N ) ©

ot

= S(E,N,V) = Nkgln

+0 (1.86)

(SACKUR-TETRODE-Gleichung fiir ideale Gase)
Diese Gleichung legt die Thermodynamik, die wir kennen, fest. Wir erinnern uns:

1OS(EVN) 1 3 N
ki OB " kgT 2 E
Also erhalten wir fiir die Energie die bekannte Beziehung:
E = gNkBT (1.87)
Fiir den Druck gilt:
OS(E,V,N) N
P=T —— =kgT - —
v ST
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und die Ableitung nach der Teilchenzahl gibt das chemische Potential:

9S(E,V,N) S PX,
OBV ) 2 2 T = kT - 1
ON N ot BE T

Die letztere Gleichung nennt man auch GIiBBS-DUHEM-Beziehung

p=-T-:

e [B] Zusammenhang mit der Thermodynamik

— (i) Die GiBBssche Fundamentalform
Aus den partiellen Ableitungen folgt (weil dS = 22 dE + ...):

1 P 1
— ~dE+ —dv - E an
ds Td +TdV Td

= dE=TdS—PdV +pu dN (1.88)

die sogenannte GIBBS-Fundamentalform.

Fazit: Die Interpretation von S = kg - InW als Entropie der Thermodyna-
mik fithrt auf die thermodynamischen Relationen fiirs Ideale Gas. Wir kénnen
die Entropie also interpretieren als Zahl der Zusténde, die mit einer gegebe-
nen Energie zusammenfallen. Sie ist also ein Maf} dafiir, welche Unordnung in
einem System herrscht.

— (ii) Die absolute Temperatur T = ﬁ

Aus der Thermodynamik ist bekannt, dass zwei Subsysteme im thermischen
Gleichgewicht die selbe Temperatur haben, wenn sie Energie austauschen kénnen.
Den Beweis wollen wir hier fiir ein Teilchen des idealen Gases im thermischen
Kontakt mit den anderen durchfiihren:

2 / 2 -1
_ 3. 13 1 b b
pirip,) = </ H d*r; d°p, Nl h3N 9( 2m ZQm

J=1,j#i

3N )

x (/ dp p3N4>_1 x (1 — %) o (1.89)

mit p; als marginaler Wahrscheinlichkeit und P, dem Impuls des i-ten Teilchens.
Und mit dem Grenzwert

(I1——=)—e* fir x— o0
x
folgt:
(rp) = & p;
pi\r;,p - €Xp | —
Zl %m%
was mit % =p[= kBLT wird zu
1w
pl(fi’&) = Z . ¢ 2ZmkpT (1.90)

Dies ist die kanonische Maxwell-Verteilung. Sie definiert die Temperatur 7" als
absolute Temperatur. Als Messvorschrift kann man definieren:
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* Bringe das ideale Gas in Kontakt
* Im thermischen Gleichgewicht hat das Teilchen die Temperatur T’
x Messe z.B. E = N - %k‘BT

1.5 Korrelationsfunktionen und Strukturfaktoren

1.5.1 Motivation

Der Makrozustand eines Systems sei durch den Dichteoperator p gegeben. Fiir i = 1,...,1
GroBen bzw. Operatoren A;, die erhalten seien (d.h. [H, A;] = 0), sind die Korrelationen

Kij = (0Ai,04;) = Sp p(A; — (A:))(A; — (4;)) (1.91)
Die K;; sind wichtig.

Bemerkung: Zur Definition von K;;, wenn die GroBen nicht erhalten sind, also [H, A;] #
0 siche Aufgabe 31.

v

oxq
Abbildung 1.6: Zuordnung entlang der x-Achse

Gehoren die A; zu identischen Grofien (z.B Spin 3) entlang der x-Achse wie man auf

dem Bild sehen kann, dann entspricht die Differenz i — j einem Abstand z;; = z; — z; =
(1—j)a und damit erhédlt man die sogenannte Korrelationsfunktion, die in unserem Beispiel
ortsabhéngig ist:

Kij = K(x;,2;)
Sie ist definiert auf einem Gitter.

Definition:
Wir nennen ein System homogen oder translationsinvariant, wenn gilt:

(A;) = (4;) fiir allei,j
Hier hangt die Korrelationsfunktion nur vom Abstand ab.
Ki]’ = K(xi,xj) = Kifj
Fiir Beispiele betrachte man die Aufgaben 27 bis 30.

Bemerkungen:
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e Homogen bedeutet, dass es entlang der Kette keinen ausgezeichneten Punkt gibt, das
System also vollkommen translationsinvariant ist. In der Wahrscheinlichkeitstheorie
nennt man eine solche Folge von identischen Zufallsvariablen stationér.

e Wenn mit geeigneten Randbedingungen H lautet:

H=> ho(A)+ Y (A Ain) + Y ha(Ar1,Aia) + . (1.92)

wir also nur Paar-Wechselwirkung mit den Nachbarn haben und eventuell durch
ein externes Feld und es gilt: p = p(H), dann kann das System homogen sein,
andernfalls liegt eine spontane Brechung der Symmetrie vor. Der Beweis geht iiber
die Translationsinvarianz von H. Wir kénnen also alle Indizes verschieben: i’ = i—A.
H bleibt deshalb invariant, weil iiber alle Indizes summiert wird.

1.5.2 Dichtefluktuationen fiir den klassischen Fall
e [A] Die Dichtekorrelationsfunktion

Fiir N Teilchen mit den Positionen r; mit 7 = 1,...,)N gibt

p(r) = Z o(r —r;)

die fluktuierende Dichte am Ort r € R* an (wobei p(r,{r;)} auch eine Funktion im
Phasenraum ist). Sei p(I')eine zeitunabhéngige klassische Verteilungsfunktion mit

() = / dr p(I)

Dann ist n(r) = (p(r)) die mittlere Teilchendichte am Ort r und die Dichtefluktua-
tion, bzw. die Korrelationsfunktion ist dann:

S(r,r") = (6p(r) dp(r")) (1.93)

Definition:
In einem homogenen System gilt:

n(r) =n(r+a) firallea
S(r+a,r'+a)=S(r—1) (1.94)

-
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Zum Beweis betrachten wir ¢ — 0. Durch Taylorentwicklung haben wir den Uber-
gang:

n(r+a)—n(r) -a-Vn=0

n ist also konstant und es gilt:

/ d®>r = N = konst.

Definition:
In einem isotropen System gilt, dass S(r — ') = S(|r —r']).
Bemerkung:

S(r) beschreibt, wie eine Dichtefluktuation do(r) im Abstand r vom Ursprung (durch
Wahl von 7’ = 0) mit einer anderen Dichtefluktuation im Ursprung zusammenhingt
(korreliert ist). Wir erwarten:

r—r'|—o0

S(r—r') =< do(r)de(r) > < bo(r) >< do(r') >=0

Wir erwarten also, dass die beiden Dichtefluktuationen unabhéngig werden.

[B] Paarverteilungsfunktion im homogenen isotropen System

Die Paarverteilungsfunktion g(r) ist eine anschauliche Grofle, die Dichtefluktuatio-
nen beschreibt.

Definition:

Durch die GroBe S(r) ist g(r) folgendermafien definiert:

S(r) =n*(g(r) —1) +n\(5@ (1.95)

S(r) zerfillt also in zwei Teile:

* Korrelationsanteil durch Wechselwirkung der Teilchen
** Selbstkorrelation (der Abstand zu sich selbst ist ja 0)
Satz:

g(r) d‘j’” ist die konditionelle Wahrscheinlichkeit , dass das Teilchen (bzw. sein Mit-

telpunkt) im Volumenelement d®r um den Ort r liegt, wobei gegeben sei, dass am
Ursprung ein anderes Teilchen sitzt.
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g(r) lasst sich in dem Beispiel aus Abbildung 1.5.2 leicht bestimmen, in dem Man
einfach die Teilchen z&hlt, welche sich in der eingezeichneten Ringfliche befinden und
dann durch die Anzahl der Teilchen teilt, die sich bei einer homogenen Verteilung
innerhalb dieser Fliche befinden sollten (dies ist gerade die Flache multipliziert mit
der Teilchendichte). Diese Division ist auf Grund der Normierung notwendig.

Fiir einen relativen Abstand - < 2 ist die Wahrscheinlichkeit ein anderes Teilchen
zu finden gleich Null, hier kann sich ja kein Mittelpunkt eines Teilchen authalten,
weil zwei Teilchenmittelpunkte mindestens so weit entfernt sein miissen, wie der
Durchmesser eines Teilchen (@, = 2r).

Beweis:
Wir wollen nun die Darstellung von S(r,r’) mittels g(r) beweisen. Da S nur vom
Abstand der beiden Dichtefluktuationen abhingt (S = S(r — 1)) gilt:

< 80(r)de(0) > +n® = S(r) +n* = Z < 6(r—r1;)d(r;) >

Also gilt bei einer Verschiebung von r; — r; —r’, dass < §(r —r; + [')(5([]- —r) >
unabhéingig von r’ ist. Damit kann man S schreiben als:

1 P ! ! !
n2zv/d57“ D <o —r 1) —1) >
]
]_ !/ /
:V/dgr Z<5(£—£i+rj)5(rj—t)>

VZ/d3r <o(r 7"—7“)>+%Z<5(£—£i+£j)5(£j—£/)>

i=j5=1 i,5597#7
1
= VZ(S@JFV Y <d—ri+r))
i ijsi
und wegen Aquivalenz der Teilchen gilt:
75 ;<5r+7‘ —r1)> nd(r) + n’g(r)

Damit haben wir also g(r) gefunden:

g(r) = %Z <o(r—(r;—ry)) > (1.96)

* ist der Abstand des j-ten Teilchens von r; (Ursprung).

ng(r) ist also die mittlere Dichte anderer Teilchen im Abstand r vom Teilchen 1
welches am Ursprung festgehalten wird.

Die Normierung folgt aus:

1 I N~10%
3 3 _
—/drg nVE /dr<5r—r +1ry) _N(N_l)_ —N—>1
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Man erwartet auch, dass:

1 1 / 1
g(r—>oo):E H<5([—fj)>zﬁ d?’rg <(5<f+f—fj)>:1—ﬁ
i#1 #1

Fiir grofie 7 muss auch r; groff sein und im Vergleich dazu ist r; vernachléssigbar.
Fiir groBe Abstdnde erwarten wir also, dass der Ort des ersten Teilchens keine Rolle
mehr spielt fiir die Wahrscheinlichkeit am Ort r ein Teilchen zu finden.

e [C] Beispiel: Ein fast ideales Gas:
— (i) Definition:

Ein ideales Gas ist gegeben durch ¢g(r) = 1, wobei der Wert aus der Normierung
folgt.

Abbildung 1.8: zum idealen Gas

3
Die Wahrscheinlichkeit, in dvr zu sitzen ist unabhéngig vom Teilchen am Ur-
sprung und von den anderen. Somit folgt im idealen Gas:

— (ii) Ein verdiinntes Gas mit harten Kugeln (Radius R):

A90)
G‘i 1

o &7
Gt

v

R r

Abbildung 1.9: verdiinntes Gas

Wegen der starken Verdiinnung, d.h. wegen der sehr kleinen Teilchendichte:
% — 0, ist die Wahrscheinlichkeit fiir Teilchen j unabhingig von anderen
Teilchen k& # j , k # 1. Ab einem Abstand von a = 2R ist die Wahrschein-
lichkeit unabhéngig von r (also konstant), weil beide Kugeln nicht iiberlappen.

Fiir a < 2R ist die Wahrscheinlichkeit 0 wegen dem ausgeschlossenen Volumen.

= g(r) = {(1) o (1.98)
S(r) =nd(r) — n*©(2R — 1) (1.99)

mit der HEAVISIDE-Stufenfunktion ©
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— iii) Zustandsgleichung;:

A b ]

Im Subsystem 1 fluktuierende Teilchenzahl:
ON; = / d*réo(r)
Vi

durch einsetzen der Fluktuationsfuntkion erhalt man dann:
< 0N} > = / d*rd® S(r — f)
1
:/ Brd®r < so(r)do(r') >
%1

v [ @)

1
B Vin=N; id. Gas
V(1 - ndr f02R drr?) Gas harter Kugeln

Fiir das Gas harter Kugeln verwenden wir ¢ = %TN R3% und erkennen, dass
wir fiir % — 0 d.h. ¢ < 1 den Beginn einer TAYLOR-Entwicklung gefunden
haben:

4
<ON?>=N(1— 8?”7133)

= N; (1-8¢+0O(¢%))

Zusammenfassend gilt also fiirs ideale Gas:

<ON? >= N, (1.100)

vgl. zentraler Granzwertsatz:

\/ < ONE > 1
Nl N\/Nl

und fiir harte Kugeln (mit TAYLOR-Entwicklung) (wenn man nach der nichsten
Ordnung aufhort):

< ON? >=N; (1-8¢+ O(¢%))
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Mit der thermodynamischen Beziehung siehe §3.4 gilt im Subsystem 1 (Indizies
werden weggelassen):
(vel. mit < §E? >= —2E)

98
N TV
< ON? > — 25N> TV (1.101)
o
on(T
= kgT VM weil nur < N > und V extensive Grofien sind
- T
Euler T:heorem ks TV 3“((9 4
1

wegen der GIBBS-DUHEM-Relation:

on(T.P) _ on(Tpu) ou(PT)
oP  Ou oP

mit p = pu(T,P) =

und mit P = P(T,p):

ouT.P) _ (aP(T,m)‘l 1

oP o n
WEeil in der grokanonischen Gesamtheit gitl:
Q=—-P(T,pnV
By
o
folgt:
_oP(Ty) _ N
oV

somit folgt allgemein:

on(T,P)

< ON? >= kTN
B opr

=: kT Nkr (1.102)

wobei kr die isotherme Kompressibilitét ist.
Hier gilt also:
OP(Tm)  NkgT
on < ON?2>

= kgT (1+ 8¢ + O(¢”))

Q
v
S

Qot

Bemerkung:
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« Ideales Gas PV = NkgT gilt, wenn g(r) = 1 (Das ideale Gas ist immer
gut bei grofer Verdiinnung)

* Repulsion (hier das ausgeschlossene Volumen; Abstoflung) erhoht den Druck

P

[D] Exkurs: Streutheorie (Licht, Rontgenstrahlung, Neutronen)

39@ frentfe
Wele ”‘n}t’wf/@

Abbildung 1.10: Streuexperimente

Hier bezeichnen wir den Wellenvektoriibertrag mit ¢ = k — k. Bei elastischer Streu-
ung muss zusitzlich gelten, dass der gestreute Vektor k' genau so lang ist wie der
einfallende Wellenvektor k. Hier gilt die BRAGG-Beziehung (vgl. Festkorperphysik)
mit

9
¢ = laP =k — K? = 2K — 2k - cos9) = 4k” - sin’

mit k = /\Q’T gilt:

At | 0
- sin —
Aein 2
Die Amplitude am Detektor in Fernfeldndherung (Die Richtung der Position r ist
parallel zu k') erhalten wir aufgrund der Streuung am Teilchen ¢ (mit dem Ort r)

in der sogenannten BORNschen Niherung:

q:

Aausl 1 . eiE/(I*Ei) . etk f
rS——

* koK

(k.k')

*. auslaufende Kugelwelle
**. einlaufende Welle A am Ort 7;
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wobei f die Streuamplitude aus der Atomphysik ist, die hier fiir uns jedoch uninter-
essant ist. Die totale Amplitude, die wir aus der Streuung an allen Teilchen erhalten,
ist nun

N
- Aausl x i . eiE'f . Z eir; (1103)
T

i=1

Der Detektor misst nun die Intensitat

N 2
X E eiﬂ’ﬁ = E eig' (ri=r;)
i=1 i

wobei das Minuszeichen durch das komplexe Konjugieren herriihrt. Bei groflen Streu-
volumina muss hier mit dem Dichteoperator p(r) gemittelt werden:

(1) o 8(g) = 5 S (ertee) (1.104)

Es interessiert uns also lediglich die Proportionalitdt der Intensitdt zum Struktur-
faktor S.

e [E] Der Strukturfaktor

1 N
S(g) =+ 2;

Bemerkung: Streuung ist traditionell die wichtigste Methode, um die Korrelati-
onsfunktion zu messen. Der Strukturfaktor S(q) ist die Fouriertransformierte der
Dichtefluktuation. Es gilt:

(R(g))”
N

- 1
S0 = [ atr et s ¢

Im homogenen Fall wird dies zu (s. Aufgabe 34):

S(g) =1+ n/ dr € (g(r) = 1) + N dg

Hierbei ist 4,0 als KRONECKERdelta aufzufassen. Es ist also S (¢) — 1 die Fourier-
transformierte von g(r) — 1 fiir ¢ # 0. Der Beweis geht iiber:

[ ar e sy < [ arat e (Zm—m-6<z—zj>>—n<z>n<z’>>

Z7j

= NS(g) - ((g))’
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im homogenen System gilt nun:
Ng(g) — N2(5g70 = Nn/ d*re'?” . (g(r) — 1) — Négo

Bemerkungen:
Kohérente Streuung...

— ... tritt z.B im Kristall bei langeichweitiger Ordnung auf liefert I o< NS oc N2
wie beim Gitter mit N Gitterstrichen und folgt aus (7(g))?

— ... entspricht der Rontgenstreuung an Kristallen zur Bestimmung des Gitters.
Im Kristall ist langreichweitige Ordnung definiert durch

(p(r)) =n(r) =n(r+ L)
fiir die Gittervektoren L

X L.
o ™ /
/
/ / /
P /
/ . A %
(o]
. i oy
E:a ‘7&“5 E(%

e Va&mh L

Abbildung 1.11: Periodische Dichtefunktion

n(q) = / d’r n(r) - " v / d*r n(r) - 4

ez

. 1
eal=1

mit 4L = 1 fiir einen reziproken Gittervektor q = G. Daraus folgt fiir uns:

. Ve
(g) = vz (G) 0gc (1.105)

Damit haben wir die Proportionalitéit der Intensitit mit N?:

I x Ng(g) x (n(q))? o< N*

Im homogenen Fall tritt kohédrente Streuung nur fiir ¢ = 0 auf, sonst geben

die Dichtefluktuationen Streuung I o N, also S o 1. Unabhingige, d.h. nicht
langreichweitig geordnete Dichtefluktuationen streuen geméfi dem Zentralen
Grenzwertsatz nur in der Ordnung N.
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— Im homogenen Subsystem 1 gilt

S0y = N g OnlTP)

wobei die Ableitung die isotherme Kompressibilitdt darstellt. Damit kann man

% als wellenldngenabhéngige Kompressibilitidt interpretieren.

— Fiirs Ideale Gas gilt S (q) = 1 fiir ¢ # 0. Die Intensitét ergibt sich durch die
Summation der einzelnen Intensitéten (inkohérente Addition der Intensitéten)
weil die Positionen alle unkorreliert sind.

S(q) i
. T = 475K
27
;;;‘a
5 o © <
= ) 2 °
40 60 80 100

g (nm~1)

Figure 3.11 The structure factor of liquid lithium measured at the European Syn-
chrotron Radiation Facility (ESRF) at Grenoble, France.

Abbildung 1.12: Strukturfaktor

1.5.3 Schwankungen makroskopischer additiver Gréflen

Additive Grolen entsprechen den extensiven Variablen der Thermodynamik, die mit der
Teilchenzahl skalieren. Nehmen wir z.B. eine makroskopische Grole A. (Wir erhalten
solche Grofien iiber die Integration iiber ihre Dichte a(r).)

A= / d*r a(r)
Betrachten wir den homogenen Fall:

= [ a fate = Vi = v - @
n
A ist somit extensiv. Als Beispiel kommen Energie, Magnetisierung und Fluktuations-

funktionen in Frage

Salr = ') = (Fa(x)da(r')) “E5 (Ga(r)){dal))) = 0
Die Dichten a(r) & a(r’) werden also unabhingig voneinander, wenn der Betrag des
Abstands die Korrelationslange ¢ iiberschreitet. Die Schwankungen der makroskopischen
Variable A erfiillen also:
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(0A%) = / &’r &' Salr —1) =V / d*r Sa(r)

woraus folgt:

£3 - konst.

< §A* >x N - = V&3 - konst.

Die Streuung dafiir ergibt sich zu:

o) 1
(A) VN

Typischerweise gilt also der zentrale Grenzwertsatz, weil die da(r) fiir groe [r — 1’| > ¢
unabhéngig sind.

(1.106)



Kapitel 2

Konzepte & Postulate der
statistischen Mechnik

2.1

thermisches Gleichgewicht

Bemerkung:

Im Folgenden verwenden wir die Quantenmechanische Sprechweise (d.h. das Z#hlen
von Niveaus), da diese intuitiver ist. Nicht triviale Kommmutatoren [A,B] # 0
werden ignoriert; sieche Aufgabe 31.

Ziel der statistischen Mechanik ist die Beschreibung eines realen Vielteilchensystems
mit N Teilchen (wobei N gro8 ist)

2.1.1 Systeme

Die statistische Mechanik definiert Klassen von Systemen durch Angabe des HILBERT-
Raums H, des HAMILTON-Operators H & eines Dichteoperators p.

[A] Isolierte Systeme

Der HAMILTON-Operator H enthalte nur innere Krifte (d.h. Operatoren auf H).
Unendlich hohe Potentiale (d.h. U = oo fiir Orte auBerhalb des Volumens V', ver-
gleiche etwa dem unendlich hohen Potentialtopf der Quantenmechanik) isolieren das
System, somit kommt das Volumen V' ins Spiel.

Alle folgenden Systeme koénnen als Subsystem eines grofieren isolierten Systems be-
trachtet werden. Die statistische Mechanik unterscheidet die Subsysteme danach,
wie das Subsystem sich an der Grenze zu anderen Systemen verhélt. Isolierte Syste-
me sind nur eine Idealisierung und konnen in der Realitét so nicht existieren.

[B] Offenes (Sub-)System
Der Gesamt-HAMILTON-Operator ist nicht symmetrisch aufgeteilt und lautet:

H= H + Hy + U (2.1)

*. Hy enthilt alle Operatoren auf H;, aber auch noch wenige Operatoren f,, auf H,
d.h. alle kontrollierbaren externen Kréfte.

95
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**. Operator auf H,

k. U ist die Kopplung zwischen den Subsystemen 1 und 2 durch Wechselwirkun-
gen iiber die Oberfliche zu Subsystem 1.

Bemerkung:

— In U steckt z.B. auch der Teilchenaustausch & die potentiellen Wechselwir-
kungen z.B. U(r; — R;) wobei r; aus Subsystem 1 und R; aus Subsystem 2
ist.

— Die Kopplung U zwischen beiden Subsystemen soll immer ’klein’ sein, so dass
die Gesamtenergie F, d.h. der Erwartungswert des Gesamt-HAMILTON-Operators
sich ergibt aus der Summe der Erwartungswerte der beiden Subsystem-HAMILTON-
Operatoren :

E =~ E1 + Eg

(E; ist die Gesamtenergie von Subsystem i)
Jedoch gilt nicht E; = const., weil selbst fiir [Hy,Hs] = 0 (es wére auch
[Hy,Hs] # 0 moglich, da [f,,Hs] # 0 sein kann, weil f, ja auf Hy wirkt)
gilt:

d

— (H)) = — H; = —Sp {[H,0] H;
3 (i) = Sp () Hy = —=Sp {[H.0 Hi}

= 25p {o[H H]} = —75p {[H.U]} # 0

*: SCHRODINGER-Bild

**. VON-NEUMANN-Gleichung aus §1.2.4
#Hk. zyklisches Vertauschen in der Spur
Durch die Kopplung fluktuieren E; und Ej.

— In die Berechnung von U muss mit eingehen, um was fiir eine Art von Wechsel-
wirkung es sich handelt (LENARD-JONES-Wechselwirkung, VAN-DER-WAALS-
Wechselwirkung etc.)

— Die Operatoren f, in H; beschreiben mechanische, elektromagnetische, chemi-
sche Krifte, die wir kennen & kontrollieren konnen.
Es gibt davon wenige. Ein Beispiel sind geladene Teilchen in Subsystem 2,
welche ein elektrisches Feld E erzeugen, das wiederum von den Teilchen in
Subsystem 1 gespiirt wird.

Abbildung 2.1: Beispiel bekannter und kontrollierbarer Kréfte

Analoges folgt durch ein Magnetfeld B. Ein weiteres Beispiel wére ein zeitabhéngi-
ges Volumen, welches durch einen mechanischen Stempel realisiert wird, oder
ein Schwerepotential, wobei dann Subsystem 2 der Erde entspricht.

e [C] Geschlossenes (Sub-)System im thermischen Kontakt
Dieses System hat die selben Eigenschaften wie das offene Subsystem aus [B], nur
tritt hier kein Teilchenaustausch auf, d.h. die Teilchenzahl N; ist konstant; U be-
schreibt als Kopplung lediglich den Energieaustausch.
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e [D] ’adiabatisch’ isoliertes (Sub-)System
Dieses System befindet sich nicht im thermischen Kontakt zu anderen Systemen.
Folglich gilt hier U = 0. Jedoch kann die Energie F; variieren, da H; die externen
Kréfte/Operatoren f,, welche auf Hy definiert sind (z.B. zeitabhingig: f.(t) =
eHtnf e 1M “enthilt.
Beispiele hierfiir sind: E(t), B(t), V (t).

2.1.2 Thermisches Gleichgewicht

Gestiitzt auf Erfahrungen postulieren wir:

FEin isoliertes System strebt fiir lange Zeiten ins 'thermische Gleichgewicht’, d.h. in einen
zeitunabhdngigen Makrozustand, d.h. ein Zustand dieses Vielteilchensystems, welcher durch
den Dichteoperator (o # o(t)) gegeben ist, der durch wenige makroskopische Grifien (Sym-
bol X;, zusammengefasst zu X ) charakterisiert ist, d.h. o = o(X).

Gilt die VON-NEUMANN-Gleichung, so folgt ¢ o< [H,0] = 0, was realisiert wird, durch:

0= o(H)

Die Abhéngigkeit des Dichteoperators von H ist natiirlich nicht zwingend notwendig, es
liegt jedoch nahe dies zu postulieren, da eine Funktion von H auf jeden Fall mit H kom-
mutiert.

Besitzt das System weitere Erhaltungsgrofien (z.B. Teilchenzahl N, Impuls G, Drehimpuls
L), dann wire es ein Zufall, wenn p nicht von diesen Grofien abhidngen wiirde, es wird
also gelten:

o=0o(HNG,L,...) (2.2)

Diese Erhaltungsgréfien sind extensiv, da sie aus Summation der Beitrage aller Teilchen
resultieren.

Realistischerweise gibt es immer eine Ungenauigkeit in der Kenntnis der extensiven Grofe;
z.B. AFE.

Im Folgenden sei unser System immer nicht-symmetrisch, so dass die Erhaltungsgrofien,
welche auf Grund der Symmetrie zustande kommen, wie G, L, nicht vorhanden sind.
Héaufig verhindern also fehlende Symmetrien das Vorliegen erhaltener Gréfien, so dass der
Dichteoperator nur noch von H , N & V abhéngt.

Manchmal, d.h. in geordneten Phasen (z.B. im Kristall < n(r) ># const., Ferromagnet
<M >|p_, # 0) kommen (extensive) Ordungsparameter dazu. Die wenigen makroskopi-
schen Parameter legen die 10%* mikroskopischen Freiheitsgrade natiirlich nicht fest.

2.1.3 Postulat: ’gleiche apriori Wahrscheinlichkeit’ (Laplace)

Wir betrachten weiter ein isoliertes System.

Definition:

Eine Messung definieren wir als Beobachtung des Systems iiber die Zeit T'. (Nur iiber das
Zeitintervall T' muss die Idealisierung gelten, dass das System isoliert ist etc., was ganz
niitzlich ist.)

Wir nennen ein System ‘thermisch’, mit ‘thermischen Fluktuationen/Rauschen’; bzw. wir
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sagen, die thermische Energie kgl ist nicht vernachldssigbar, wenn es nicht in einem
Mikrozustand sitzt, sondern:

e die Trajektorie im Phasenraum (klassisch)

e die zeitliche Abfolge von Zustédnden, bezeichnet durch ihre Quantenzahlen (quan-
tenmechanisch)

viele/alle Mikrozustdnde annimmt.

Abbildung 2.2: a) 2-d Phasenraum (klassisch) b) Zustédnde eines 2-dim harmonischen
Oszillators (qm)

Die Trajektorie springt also zwischen verschiedenen Phasenraumelementen, nur wenn dies
der Fall ist, kann die statistische Mechanik angewandt werden.

Teilt man den klassichen Phasenraum in kleine Volumenelemente auf, so ist die Trajek-
torie eine Abfolge der vielen kleinen Volumina.

Man fiihrt also eine Unterteilung der Menge der Mikrozusténde in Késtchen durch.
Diese Unterteilung soll genau so gewihlt werden, dass eine (Mess-)Grofle A; in einem
solchen Kostchen nahezu konstant ist.

Eine Messung ergibt typischerweise das "Zeitmittel’, was besagt, dass die gemessene Grofie

1< 1 (7
< A >()= j E A ~ f/o th(t)
=1

mit der J Zahl der Késtchen im Beobachtungszeitraum T'. (Es gibt noch weitere Messun-
gen, die hier jedoch nicht behandelt werden, da diese die relevanteste ist.)
Wenn das System v verschiedene Mikrozustdnde annehmen kann, gilt also:

<A5u=3 M A e (23)
p=1 N~

mit:
*: relative Haufigkeit des Zustandes |u), was nichts anderes ist, als die Wahrscheinlichkeit,
dass der Zustand |u) angenommen wird.
*%: Wert von A in einem Mikrozustand |u)
Mit der Interpretation von * als Wahrscheinlichkeit wird der Mittelwert als so genanntes
‘Scharmittel’ interpretiert:

<A>= (ulAl) py (2.4)

I

Die Wahrscheinlichkeiten p, miissen auf Eins normiert sein: ) p, = 1 Die Wahrschein-

o
lichkeit p, des Mikrozustands p in der Gesamtheit aller Mikrozusténde ist mit dem Dich-
teoperator p wie folgt verkniipft:

olp) = pulp) (2.5)
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Der Unterschied zwischen dem Scharmittel und dem Zeitmittel kommt daher, dass im
Zeitmittel nicht alle von uns gebildeten Késtchen im Phasenraum vor, wihrendem beim
Scharmittel alle Késtchen mit einer relativen Haufigkeit besetzt sind. Das Problem der
statistischen Mechanik ist es nun die Verbindung zwischen der Trajektorie beim Zeitmit-
tel und dem Scharmittel herzustellen. Dieses Problem ist allerdings bis heute noch nicht
gelost.

Postulat:

In einem isolierten System in einem Makrozustand gegeben durch E, N,V | X (mit Un-
genauigkeiten AE AN, ...) sind alle méglichen Mikrozustinde gleich wahrscheinlich im
thermischen Gleichgewicht.

Wegen der Normierung ist mit der Zahl der Mikrozustande W = W (E,N,V,X) mit Ener-
gieeigenwerten £, im Fenster unserer Ungenauigkeit (F, € [E — AE,E)):

1
ENV.X)=— 2.6
Q( ) Y 7_) W ( )

Ntiirlich miissen auch alle anderen Parameter N,V X im geforderten Bereich liegen. Be-
merkungen:

e Aus diesem Postulat folgt die gesamte statistische Mechanik.

Der Makrozustand entspricht einer ungeordneten Verteilung aller méglichen Mikro-
zustande, wobei ungeordnet bedeutet, dass alle Mikrozustéande gleich wahrscheinlich
sind und von daher gleich behandelt werden miissen, d.h. man hat die maximale Un-
ordnung vorliegen.

Dieses Prinzip wurde in der Wahrscheinlichkeitsrechnung das erste Mal von LA-
PLACE verwendet, weswegen es von Mathematikern héufig als LAPLACE’sches Prin-
zip bezeichnet wird.

Diese Gesamtheit heif3t 'mikrokanonisch’

Siehe Beispiel §1.4.1 (N unabhiingige Spins konnen 2V Konfigurationen einneh-
men.) Schon ab N & 400 Spins, was in der Festkorperphysik keine bedeutend grofle
Menge an Spins ist, wird 2% ~ 10'% und (mit einer realistischen Werten fiir die
Ubergangszeit zwischen zwei Mikrozustinden ¢ ~ 107'2s) ist die Zeit, alle diese
Konfigurationen (mit der Trajektorie, d.h. im Experiment) zu durchlaufen unreali-
stisch grof (das Universum ist erst 7 & 10'%s alt). Die Gleichsetzung von Zeitmittel
und Scharmittel ist das Thema der modernen Forschung (”Ergoden-Theorem”). Die
statistische Mechanik kann nicht aus der klassischen Mechanik & der Quantenme-
chanik abgeleitet werden. Obiges Postulat, welches noch vollig in der Luft héangt,
ist der Startpunkt der statistischen Mechanik.

e Wichtig ist, dass W(FE) eine sehr starke Funktion von F ist, typischerweise ist
W(E) o< EY mit N ~ 10%
Beweis:
Sei Q(E,N) die Zahl der Mikrozusténde mit £, < E fiir N Teilchen
Fast immer zerfillt das System in & unabhiingige Subsysteme mit n Teilchen, weil

n
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rdaumlich die Korrelationen zerfallen, wenn Ar > £ (£ ist die so genannte Korrela-
tionsldnge). Damit folgt:

3z

Q(E,N);{Q(Ni/n,n)} =: w(ﬁ,n) (2.7)

* hier wurde in beiden Ausdriicken die selbe Bezeichnung € gewihlt, weil die Un-
terteilung in &hnliche Subsysteme erfolgt.

** ist die Anzahl der Zustinde eines n-Teilchen Systems.

Selbst wenn w(E) nur langsam mit E varriiert, z.B. w(E) — E - ¢ fiir £ — 0 folgt:

e 0 (£)]

Damit kann aber der Unterschied zwischen Q(F) & W(FE) im folgenden Sinne ver-
nachlassigt werden:

InW(E,AE) ~InQ(E)+ O <ln(A—EEN)> (2.8)

[\ J/
-~

~0

Im Folgenden behalten wir also die an sich notige Differenz AE im Hinterkopf
kénnen allerdings ihren Wert vernachlassigen. Wir postulieren:

Q(Evi) = Q(E,X)

mit € der Zahl der Zustdnde mit dem Energieeigenwert F, < F.

Die Energiespektren sind die Energieeigenwerte F,, (Eigenwerte von H):
Wir erwarten nicht entartete Niveaus mit:

Ey=~0<E, <

untere Grenze: Ej obere Grenze ist oo, da die kinetische Energie nicht beschriankt
ist. (siche allerdings Spin-Systeme)

Eine Entartung erfordert mehrere mit dem HAMILTON-Operator kommutierende
Operatoren ([H,A;] = 0), wie dies zum Beispiel bei den Drehimpulsoperatoren der
Fall ist (L?, L, liefern (214 1)-fache Entartung im Zentralpotential). Dies kann aller-
dings durch eine kleine Anderung an H verhindert werden, womit eine Begriindung
dafiir geliefert wurde, dass die Niveaus nicht entartet sind. Die unabhéngigen Spins
bilden wieder ein Gegenbeispiel.
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2.1.4 Boltzmann Entropie

e [A] Definition:
Die BoLTZMANN Entropie eines isolierten Systems ist definiert durch:

*: Erhaltungsgrofien (Ordnungsparameter); extensive Grofien
kp: BoLTZMANN-Konstante
*k. Zahl der Zustéinde mit F,, € [E — AFE,E]

e [B] EIGENSCHAFTEN:

— S ist extensiv, da fiir zwei unabhéngige Susysteme mit ; & Qy (hier wurde
ausgenutzt, dass die Betrachtung einfacher wird, wenn man anstatt WW; und

Wy zu Qy & Qy iiber geht) gilt:

Q - Ql . QQ
S
mit §2; = e*s (was durch Umschreiben der Definition hervor geht) folgt:

S = kBIHQ = kBlnﬁng
S=5+ 5 (2.10)

X_fache Anwendung dieses Arguments (wie in Gleichung (2.7)) ergibt:

S N (2.12)

— S ist maximal, wenn keine inneren Hemmungen in H vorliegen. Beweis:
Eine innere Hemmung entspricht einer Einschriankung der Mikrozusténde (d.h.
einem KEingriff in das System, so dass gewisse Mikrozustinde ausgeschlossen
sind). Logischerweise gilt:

Q(E.X,in. Hemm.) < Q(E,X)
< S(F,X,in. Hemm.) < S(E,X)

Dies ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik, weil ein isoliertes System
adiabatisch isoliertt ist.

S ist maximal bedeutet, dass die maximale Zahl der Zusténde vorliegt, dass
das System also in einem Zustand maximaler Unordnung ist.

— Man findet, dass S monoton steigend ist, falls £ nach oben unbeschrankt ist:

0S(E.X)

o8 0 (2.13)
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— S5 erfullt auch die GiBBS’sche Formel:

S = —ksSp (emo) "L —kp > o(E) no(E,)

1 1
= —k — qln ——
B?W(Ea) Bl (E,)

1

——
=1

wobei iiber alle Zustinde mit E,, € [E, — AE,E,] summiert wird.

Zum Abschluss des mikrokanonischen Ensembles werden noch einige Ableitungen der
Entropie diskutiert:

e Temperatur:

e chemisches Potential:

e Druck:

8S(E,N,V) P(EX)

ov T

Die Identifikation dieser Ableitungen erfolgt durch Vergleich mit dem idealen Gas in der
Thermodynamik. Daraus folgt die GiBBS’sche Fundamentalform des vollstdndigen Diffe-
rentials von S:

1 P
dS = ZdE+—dV - £dN +¢- dX (2.15)

T T

2.1.5 Kanonische Gesamtheit

e [A] Gibbs’sche Dichteoperatoren & kanonische Zustandssumme

Wir unterteilen unser isoliertes System in zwei Subsystem, wobei der Energiegehalt
des Subsystems 2 sehr viel grofier als der das Subsystems 1 sei. (d.h. Ey > E).
Auflerdem nehmen wir zur Vereinfachung an, dass das Subsystem 2 ein ideales Gas
sei. Beide Subsysteme sind im thermischen Gleichgewicht. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt das allgemeine Material (Subsystem 1), d.h. dessen Wahrscheinlichkeitsdich-
te verstehen. Zwischen den beiden Subsystemen besteht thermischer Kontakt, d.h.
es existiert eine kleine Kopplung U < F;, welche den Energieaustausch ermoglicht.
Allerdings gibt es keinen Teilchenaustausch, d.h. N; = const..

Eiot = E1 + By
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wobei E;,; ein fester Wert ist und die beiden Energien F; & Ey Mittelwerte sind, da
die Energie der Subsysteme fluktuiert.

Uns interessiert nun die Wahrscheinlichkeit, dass das Subsystem das Energieniveau
E; ,, einnimmt:

01(E1n) = Z 0tot (Eiot) (2.16)

wobei mit m iiber alle Zusténde von Subsystem 2 summiert wird, welche eine Energie
Es mit By — By, — AEqEs , < By — By, haben
Damit bekommt man sofort das Ergebnis:

WQ(Etot - El n)
By, = :
Ql( b ) Wtot(Etot)

wobei W der Zahl der Zustédnde entspricht; W5 der der Zusténde des zweiten Sub-
systems.

Da W proportional zu e%/*2 und somit auch zu EV ist, wichst sie stark an und
die TAYLOR-Reihe fiir S hat damit eine bessere Konvergenzeigenschaft, und weil
Ey > E, ist, gilt:

kpln o1 (B ) = So(Eo + By —Ey ) — Siot(Er + Eb)

=FEtot
= const. + 955(E5.X) (B — E1,) + O(AEY )
aEQ ’ ’
Weiter folgt mit der Abkiirzung:
0Sy(Ey) 1
0B, =7
welche durch das ideale Gas definiert ist:
1 _
01(E1,) = 03(X) = m e PELn (2.17)
oder in Operatorschreibweise:
1
— —BH:
YT z6x) "
Z(B.X) =) e PPn=gpe (2.18)

mit H; dem HAMILTON-Operator von Subsystem 1.

Wir haben also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit einer von Subsystem 2 (Warme-
bad) gegebenen Temperatur. Dieses Ensemble ist weitaus niitzlicher als das mikro-
kanonische, da dort ausschliellich isolierte Systeme betrachtet werden konnten, was
experimentell kaum realisierbar ist. Im kanonischen Ensemble dagegen ist der ther-
mische Kontakt erlaubt.

Bemerkung:
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ZB) =Y ern=Y" W(E)e "
n E

* kk

*: hier sind die Energie-Niveaus F,, gemeint. **: Bei dieser Notation handelt es
sich um Energiebereiche [E — AE,E] und W (E) ist die Anzahl der Zusténde
in diesem Bereich.

Im kontinuierlichen Grenzfall AE < kgT (welcher dadurch als sinnvoll er-
scheint, dass ansonsten alle £ > 2AFE sozusagen ’ausgefroren’ wéren) kann die
RIEMANN-Summe durch das RIEMANN-Integral ersetzt werden:

20)= [ OO L w(E)e " (2.19)

0.B.d.A. kann man die untere Integralgrenze (Energie im Grundzustand) Ey =
0 setzen. Dann spricht man von einer LAPLACE-Transformationen, welche ana-
log zur FOURIER-Transformation sind. (aber mit f = —iw)

— Das Problem mit der Grundzustandsenergie beispielsweise beim harmonischen
Ostzillator wird dadurch gelost, dass man nur Energieunterschiede betrachtet.

- Vb’llig analog beschreibt g, 3 = %e‘ﬁpv in Aufgabe 38 mit der Normierung

f dv Z(V,T)e PPV ein Subsystem 1, dessen Energie & Volumen fluk-
tulert

— Analoge Uberlegungen werden in Aufgabe 41 behandelt.

e [B] Freie Energie F'(T,V,N) & Boltzmann-Entropie

Im Folgenden wird der Index 1 weggelassen, da ausschlieflich das Subsystem 1 be-
trachtet wird.

Mit der kanonischen Zustandssumme Z(3,V,N,X) definieren wir:

Z(3,X) =: e PFTX) (2.20)
& F(T.X) = —kgTn Z(8,X) (2.21)

F ist die freie Energie und damit ein GIBBS-Potential.

Wegen < E >=: E(T,X) = %Sp He-0H 4! % aﬁSp e P — %ln Z(3,X) und
wegen des bekannten Verhaltens, dass W (E)e ”F im thermodynamischen Grenzfall

eine enge Verteilung wird

ey ) 1 Schmak
ﬁ Veetel ""'._S
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gilt:

e PF = Z W(E)e PP
B

E

~ eS(<E>)/k36—,6’<E>

mit AL << E >.
also:

F(T.X ~ E(T.X) - TS (E(T.X) X) (2.22)

Bemerkung:

Die Giite dieser Naherung wird in Aufgabe 40 bestimmt. Die Ndherung wird exakt
im thermodynamischen Grenzfall (N — o00), d.h. wenn alle extensiven/erhaltenen
Groflen X — oo gehen, da x = % = const..

F = FE — TS ist aquivalent zu:

1
wobei —E(3,X) = 22204
was eine LEGENDERE-Transformation ist.
Bemerkung:

— Diese Gleichung erlaubt die Entropie S(7,X) auch iiber:

OF(TX) OBE(TX) OS(<E> X)0<E>

S—-T =-5(TX
or or o<E> 0T (T.X)
_0S1(EL.X) _1
=" o8B, T
zu bestimmen.
_ —BE —B<E>
Z=Y W(E) e~ W(<E >)e (2.24)
E >
P(E)
mit § = g—}gz & W(E) = ek Der Mittelwert < E > erfiillt:
p(E =< E >) = max. (2.25)
oS 1 05
- === 2.2
oOE T 0F, (2.26)
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Beweis:
8p !
-z 20
aE <E>
1 Op 0
0= 5% =pE) z-p
>0
9 (S(B)/ks — BE)
* 9E B
_ 95 1
COF T

Im thermischen Gleichgewicht (d.h. p(E)| 5 = max.) ist Ty = T3 fiir Subsysteme
im thermischen Kontakt.

Wir wollen jetzt noch ein Mal die LEGENDRE-Transformation genauer betrachten,
d.h. wir untersuchen In Z(3) mit £ = —%Lﬁz = E(f). Wenn % > 0 ist, kann
E(B) nach B(FE) aufgelost werden und damit erhdlt man:

In Z(8) + BE(8) = S(B(E))/ks = S(E)/ky

mit §(E) = g—g > 0 kann man auch die inverse LEGENDRE-Transformation bestim-
men und erhélt wieder:

S(E)/kp — EG(E) = Z(6(E)) = In Z(5)

Bemerkung:

Beide Gesamtheiten (mikrokanonisch & kanonisch) sind durch invertierbare Trans-
formationen verkniipft. Diese Verkniipfung gilt im thermodynamischen Grenzfall
(N — o0), d.h. sie enthalten vollig dquivalente Informationen. Alternativ kann
S(T,X) bestimmt werden aus:

S((E))
e *B

Q

PE) . Z ()
= 5(8) = S(E(B)) = ks - (0Sp pH +In Z(5)) = ks - (— In

= —kpSp pslnps

1
——— —S HlneﬁH)

Dies entspricht der bekannten GiBBSschen Entropie Formel

S(T,z) = —kpSp pgln ps

Bemerkungen:

— Weitere Mittelwerte ergeben sich im thermodynamischen Grenzfall analog:

OF(T,N,z)
- == — _(T.N
also haben wir das Differential
dF(T\VN,X)=-SdT' — P dV + p dN—|—§dX (2.27)

Diese Funktion beschreibt die Thermodynamik bei gegebener Temperatur
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— Im thermodynamischen Grenzfall diirfen wir, weil die relativen Streuungen
gegen 0 gehen, gleichsetzen mit dem mikrokanonischen Ausdruck.

dS(E,V.N)

ENX)=—-T
1(E,N.X) N

was auf einen kanonischen Mittelwert fiihrt:

,LL(T) = <M<E)>kanon. ~ /Lmikrokan(<E>kanon.) = M<E<T))

Andernfalls muss

() = p(Ey,) - e P
berechnet werden.
e [C] Energiefluktuationen:

Der thermodynamische Grenzfall (siehe Aufgabe 40) fiir N — oo erlaubt es uns, die
relativen Streuungen zu vernachlissigen, weil gilt:

AE = ((H = (E))?) < (E)

-y = 28 IIE)

= kpT*- C(B.X) (2.28)

) 032

mit der Warmekapazitét, welche gemafl Beobachtungen extensiv ist:

Cx N

findet man

AFE 1

TR (2.29)

Aquivalent dazu ist, dass eine endliche Korrelationslinge ¢ vorliegt, so dass

(AE?) = / d*r & (Se(r) Se(r') = V / APlr—1") S(r—r) x VE x N

wobel wir den zentralen Grenzwertsatz wieder erkennen.

2.2 Die verallgemeinerte grof3)kanonische Gesamtheit

Wir betrachten wieder ein isoliertes Gesamtsystem. Betrachtet sei Subsystem 1, welches
mit Subsystem 2 Energie (thermischer Kontakt), Teilchen (offen) und mechanische (oder
auch elektromagnetische) Arbeit austauschen kann. Letztere Forderung bedeutet, dass
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wir in unserem Hamiltonoperator externe Krifte f, in H; enthélt, die Operatoren auf Hs
sind. Dieser Austausch sieht so aus, dass gilt:

Wo (Eiot — E1 s Niot — N1, Xy — X)
Wtot (EtotaNtotaitot)
wobei £ ,, das n-te Energieniveau, N; die Teilchenzahl und X, sonstige Erhaltungsgrofien

im Subsystem 1 sind. Ist Subsystem 2 nun sehr viel gréfer als 1, so kénnen wir im In o
eine TAYLORentwicklung machen:

pl(El,naNle) = (230)

oS oS
= kplnp; — konst. = _8_E22E1n — —2N1 Z

Xi. 2.31
X2 « b ( )

Im thermodynamischen Gleichgewicht, in dem der maximale Wert von p; angenommen
wird, gilt dann:

05, 1
aE? - T(E27N2ai2)

852 _ M(E27N27X2)

e = (2.32)
aS2 _ 50((&:[](11])

90Xy T

Hier ist &, die zu X, konjugierte Variable, in unserem Beispiel also eine externe Kraft.
Die Ableitungen in Subsystem 2 kénnen mit dem idealen Gas interpretiert bzw. gemessen
werden. Im folgenden moéchten wir den Index 1 unterdriicken:

_
Z(B,1,8)

mit der verallgemeinerten groflkanonischen Zustandssumme

= pugh = PN =FE EuXe (2.33)

Z(B,1,€) = Sp e PUHm#N T o o) (2.34)

Wie man sieht ist im Exponenten der Hamiltonoperator von Subsystem 1 ohne externe
Krifte, der Teilchenzahloperator N und Operatoren auf Hs, die die externen Kréfte von
Subsystem 2 enthalten.

Bemerkung:
Quantenmechanisch wird die Spur berechnet durch die Eigenwerte der hermiteschen N-
Teilchen-Operatoren Hy = H + £ - X mit der Eigenwertgleichung:

Hy |n>N =FE, |n>N

und der Zustandssumme

D) NI SPICRE R

N=0 ny N
wobei E,, = E) 4+ & - X ist.
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2.2.1 Beipiele groflkanonischer Gesamtheiten

e [A] Dichteoperator, Zustandssumme und Potential
Es gilt:

1 -sur-um

Z(B,11,8)

mit der oben definierten Zustandssumme

Z(B,u,V) = Sp e =) =N " Z(3N,V) - PN
N

Diese Groflen lassen uns das groflkanonische Potential definieren:

e [B] Mittelwerte und Entropie

1 1 0
N) = Z=Sp Ne BH-uN) _— = _~ Qp o= BH-uN)
(N) 75p Ne 7 g
10 OA(T,u,V)
= ——InZpuwV)=———-""1A 2.36
3on ( ) o (2.36)
Hier sieht man, dass sich ein Mittelwert auf das grofSkanonische Potential zuriickfiithren

lasst.
Die statistische Mechanik besteht nun darin, diese Spur zu berechnen.
Im thermodynamischen Grenzfall konnen wir wieder eine Ndherung verwenden:

e P =N "W(EN) e PEHN)
EN
wobei W = e%s die Zahl der Zustinde im Energiebereich [E — AFE, E] und mit einer

Teilchenzahl im Bereich [N — AN, N] ist. Es folgt:

S(E),(N),V)

—BA _ o7 kL e BUE)—u(N)

(&

Damit erhalten wir die Gleichung;:

- A(T,/L,V) =T-5 (E(T,;L,V),N(T,;L,V)) -0 E(T,M,V) + ﬁ# ’ N(T,IU,V)(Q.?)?)

wobei wir im Grenzfall V' — oo das Ergebnis

N(T,/L,V) — <N> = —%A(T,IM,V)
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haben. Analog zum Nachtrag zum kanonischen Ensemble aus §2.2[C] folgt im grof-
kanonishcen aus der Zustandssumme:

Zgpo(T,p1,V') = ZeS/kBe pE- “N)
(EN)

mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(E,N), dass:

S=P(EN) T 0 (2.38)
& ain(E N) T 0 (2.39)
p(E,N) ein Maximum einnimmt, also folgt:
a?\[p pOnInp
g]i"—kBﬂ,u—O{:} %:—%

Fazit:

Im thermischen Gleichgewicht besitzen zwei offene Subsysteme, die untereinander
im Kontakt stehen, dieselbe Temperatur und dasselbe chemische Potential. A ist
also durch zwei LEGENDRE-Transformationen mit der Entropie S verkniipft, oder
nur mit einer LEGENDRE-Transformation mit der freien Energie F(T,N,V'). Dies
bedeutet wiederum:

AT V) — p(—=N(T.yu,V)) = F(T,N,V) (2.40)

mit N(T.,V) = — 24020,

Die Umkehrung der LEGENDRE-Transformation lautet:

OF(T,N,V)

ON
| S

=:u(T,N,V)

F(TNV)— N = A(Tu,V) (2.41)

Wiederum lduft beim Ubergang von einer Gesamtheit mit der Erhaltungsgrofie X
zu einer Gesamtheit fiir ein Subsystem 1, welches diese Grofle X durch Kontakt
mit einem zweiten Subsystem 2 (d.h. einem so genannten Warmebad) austauschen
kann, eine LEGENDRE-Transformation der Potentiale:

AD(X) — A@(¢) (2.42)

und eine LAPLACE-Transformation der Zustandssummen.
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2(6) =) Z(X)e ™

1 o0
=— XZ(X)e ¥ 2.43
Ax [, X000 (243)

J/

-~
*

ﬁ ist eine kleine Ungenauigkeit, welche fiir groe N — oo irrelevant wird.

** ist eine eineindeutige LAPLACE-Transformation. Es gilt der folgende Zusammen-
hang:

Z(N) Zustandssumme o kpln Z(N) Potential

! Teilchenaustausch !

Z(n) = z [ AN Z(N)efrN InZ(p) = InZ(N) — 222

=InZ(N) — uNp
Z(p) © kpInZ(p)

Die statistische Mechnaik arbeitet auf der linken Seite des MATHIEU schen Schemas,
die Thermodynamik mit ihrem Grenzfall N — oo auf der rechten Seite.
Die BoLTZMANN-Entropie ergibt sich im thermodynamischen Grenzfall zu:

OMTAV) iy (r2SUELODT) Y OE(E)
. (T05(<E£}\([N>,V) ) _ aN(g,Tu,m .40

Im thermodynamischen Gleichgewicht und Grenzfall gilt also:

OA(T j1,V)

S = =S(TV) (2.45)

Das grolkanonische Potential hat also das totale Differential:
dA=-SdT — Ndu — PdV (2.46)

In der Thermodynamik hatten wir bereits die GIBBS-DUHEN-Bezichung kennen
gelernt:

dE =T dS + pdN — PdV

aus der EULER-Beziehung folgte weiter:
dE = d(T'S — PV + uN)

sowie:

A=E-TS—uN=—-PV =—-P(T,n)V
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also folgt:
DAV DAV
AP = -2 qr - T g
aT o
S N
=—dl'+ —d
y Tty

Die Entropie S folgt auch wieder aus der GIBBS’schen Formel:

—kgSp 0gk In 0y, = kpIn Zy, + kpSp o4 B(H — uN)

A <E> pu
=Gt~ <N >=5(TuV) (2.47)

[C] Fluktuationen in der verallgemeinerten grolkanonischen Gesamtheit
Die Teilchenzahlsuszeptibilitdat ergibt sich durch:

o< N >
= - 2.4
XN B ( 8)
_ ON(T\u)
= (2.49)

mit p einem Beispiel der verallgemeinerten Krifte €.
Die weitere Rechnung fiihrt auf:

_ 18<N>_(8
ksT  OBu B

B
:/ dn < AN AN ((ihn) >
0

XN

) In Z(8,1.6)

wobei hier das Ergebnis aus Aufgabe 31 verwendet wurde. Und AN (ihn) die ” Pseuo-
HEISENBERG”-Schreibweise ist:

AN (ihn) = e~ i) A i R (ifm)
und H; der HAMILTON-Operator des Subsystems 1 mit externen Kréften ist:
H, =H1,0—MN—§'X

Mittelwerte werden berechnet tiber:

Falls die beiden Operatoren N und H; kommutieren ([H;,N] = 0), d.h. falls die
Teilchenzahl unter H; erhalten ist, folgt:

AN (ihn) = AN = const.

und damit fiir die Teilchenzahlsuszeptibilitét:

1
XN = < AN? > (2.50)

Bemerkung:
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— Eine Fluktuations-Dissipations-Relation, d.h. eine kleine Antwort des Systems
auf eine kleine Storung ist proportional zu der Grofle der Fluktuationen ums
Gleichgewicht.

— in §1.5.2 [C] wurde dies verwendet

— In Aufgabe 42 wurde gezeigt, dass in der verallgemeinerten Groflkanonischen
Gesamtheit gilt:

&=\, = g0 <3| =i 2.51)

o 08605,

€_B5m _ e_ﬁan
= (n|Azi|m)(m|Az;|n) — (2.52)
nm N
>0

wobei die €, die Eigenwerte von H; ( sind.
Hieraus ist offensichtlich, dass x{; = xJ; symmetrisch ist und xJ* = ng Rt
i g

Dies bedeutet, dass die durch & BTX% definierten Fluktuationsmatritzen positiv
definit sind:

k’BT Z afxijaj Z 0 (253)
]
Somit ist In Z eine echt konkave Funktion, wofiir man eine LEGENDRE-Transformation
durchziehen darf.
Falls [z;,H] = 0 ist, folgt:
(m]Az;jn) < Opmn
< AziAz; >
kgT

& X?j:

2.3 Gibbssche Entropieformel und Informationsen-
tropie

In jeder Gesamtheit, die wir bisher hatten, haben wir gefunden, dass sich die BOLTZMANN-

Entropie im thermischen Gleichgewicht aus der GiBBsschen Formel ergibt. Mit dieser

konnen wir allgemein, d.h. auch nicht im thermischen Gleichgewicht, eine ,, Informations-
entropie“ S’ definieren:

S"=—kg Spplnp (2.54)

Dabei muss der Dichteoperator p nicht unbedingt ein System im Gleichgewicht beschrei-
ben. Die statistische Mechanik folgt aus dem Postulat:

Die Informationsentropie eines isolierten Systems besitzt im thermischen Gleichgewichts-
zustand thren maximalen Wert. Dieser ist dann die BOLTZMANN-Entropie der Thermo-
dynamik.

S = max S’

Bemerkungen:
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e 5’ ist also im Allgemeinen nicht die Entropie eines Systems im Gleichgewicht, wie
wir es von der Thermodynamik gewohnt sind

e 5 heifit auch SHANNON-Entropie. In der Quantenmechanik heifit sie VON NEU-
MANN-Entropie

Zur Informationsentropie behandeln die folgenden Abschnitte wichtige Eigenschaften.

2.3.1 Additivitéat

[A] Reine Zustéinde und konvexe Summen

Mit der Orthonormalbasis eines beliebigen Dichteoperators

pln)
mit 0 < p; <1 und ) p; = 1 folgt sofort:

S'=—kp Z(n|pln plny = —kp an Inp, (2.55)

n

Abbildung 2.3: Plot der - x In x Funktion

Man sieht, dass die Funktion konkav ist mit den Ableitungen:

flx) = —zlnzx
fl(z) = —1—Inx
@) = <0

Man sieht auch, dass die Entropie genau dann Null ist, wenn ein reiner Zustand vorliegt:

S=0 & po.=1 p,=0 n#n,

Ein Gemisch, dass sich schreiben ldsst als konvexe Summe p = Ap; + (1 — A)p2, also eine
echte Mischung mit 0 < A < 1 und p; # p2 hat eine von 0 verschiedene Informationsen-
tropie. Es gilt namlich die Konkavitétsrelation:

S'(Ap1 4+ (1= N)p2) > AS"(p1) + (1 = A)S'(p2) (2.56)

Die Informationsentropie S’ ist also ein Maf fiir die Mischung eines Zustandes bzw. fiir
unsere Unkenntnis dariiber, in welchem Mikrozustand, deren konvexe Summe der Makro-
zustand p ist, das System sich befindet.

[B]Unabhingige Subsysteme
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Seien zwei Subsysteme 1 und 2 unabhéngig voneinander, dann gilt fiir ihre Entropien:

Syt = S1+ S5 (2.57)

Unabhéngig bedeutet: p = p1ps

= 5" = —kpSp (prp2(lnpr +1nps)) = —kp(Sp 1p11n p1 + Sp 2p2In py)

Bemerkungen:

e Die GiBBssche Entropieformel S = Sp plnp ist die einzige funktionale Form, die
diese Gleichung erfiillt

e Daraus folgt die Extensivitat von S/, da ein System in % unabhéngige Subsysteme

mit n Teilchen unterteilt werden kann (fiir eine endliche Korrelationsldnge & < oo).
Wir haben S” o« N im thermodyn. Grenzfall

[C]Subadditivitit

Sind die Subsysteme nicht ganz unabhéngig, so gilt fiir den allgemeinen Fall folgende
Ungleichung;:

Sl <S48, (2.58)

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir unabhéngige Systeme gilt. Korrelationen zwischen
zwei Subsystemen geben also etwas Kenntnis iiber das System.

2.3.2 Kleinsche Ungleichung

Es sei f(x) strikt konkav (z.B f(x) = —zlnx) dann gilt fiir zwei beliebige hermitesche
Operatoren A und B:

Sp f(B) —Sp f(A) < Sp((B - A)f'(A)) (2.59)

wobei f’(x) die erste Ableitung ist. Gleichheit gilt hier nur bei A = B.
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir die Orthonormalbasen:

Aln) = an[n)
Blv) = b, |v)

Es gilt nun:

Sp (B = A)f'(4) =Y (VB — Aln)(nl f'(A)lv) = D (b, — an)f(an) |{v]n) ]

n,v n,v

Um nun eine Ungleichung abschéitzen zu kénnen, miissen wir uns nur um den vorderen
Term in der Summe kiimmern. Dazu betrachten wir eine konkave Funktion:
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Abbildung 2.4: Begriindung aufgrund der Konkavitét

Nun konnen wir abschatzen:

(by — an) f'(an) = f(by) — f(an)

und Y (f(b) = flan))(vIn)(nlv) = Sp (f(B) — f(A)) (2.60)
Die wichtigste Anwendung ist S’ mit f(x) = —kpSp zlnz und den Dichteopratoren

A=p, B=p'. Wobei Sp o= Sp ¢ = 1. Dann folgt:

Sp p'lnp’ = Sp plnp > Sp (p' = p)(1 +1Inp)) = Spp'lnp—Spp'lng
= —kgSpp(lnp —Inp) < 0 (2.61)

Bemerkung:

—kgSp p'Inp’ < —kSp p'Inp (2.62)

Dies wendet man an mit p als dem Gleichgewichtsoperator und p’, einem beliebigen Ver-
gleichsoperator.

2.3.3 Mikrokanonische Gesamtheit

Satz:

Von allen Mikrozustinden eines isolierten System mit der Energie in dem Intervall [E —
AE, E] besitzt die mikrokanonische Gesamtheit (d.h. p = ¢ mit W, der Zahl der Zustinde)
die grofite Informationsentropie. Den Beweis fithrt man mit:

wobei S die BOLTZMANN-Entropie ist. Mit einem beliebigen Dichteoperator p’ gilt nun:

S'(p) = —kpSp p'Inp' < —kpSp p'Ine ™5 =Sp p'S =
Und damit gilt natiirlich

S'<S (2.63)

2.3.4 Kanonische Gesamtheit

Wir wollen jetzt alle Makrozustéinde (d.h. Dichteoperatoren o) miteinander vergleichen,
die nicht nur die Bedingung erfiillen, dass sie normiert sind, sondern auch einen bekannten
Mittelwert besitzen, die mittlere Energie (H) = E.

Satz:

Von allen Makrozustinden (d.h. Dichteoperatoren o ) mit der mittleren Energie < H >=
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E besitzt die kanonische Gesamtheit (d.h. pp = % e PH) die mazimale Informationsentro-
pie S

Dieser Zugang zur kanonischen Gesamtheit ist vollig dquivalent zur fritheren Formulie-
rung.

Beweis:

Mit o= 2 - e & S =kp (InZ + B(E)) gilt:

S'(¢) < ksSp o (InZ + 5H)
§'(0) < S+ 7 ({E)y — (E),) (264
AuBlerdem hatten wir die Bedingung, dass die Mittelwerte vorgegeben sind, deshalb ist:
(B)y —{E), =0

BEMERKUNG:
Obige Ungleichung kann durch einfithren der Freien Energie der kanonischen Gesamtheit
F = (E), — T'S umgeschrieben werden zu:

/ /

(¢) (2.65)

Die Freie Energie des kanonischen Makrozustandes ist also kleiner, als jede vergleichbare
Freie Energie F' gebildet mit derselben Temperatur 7.
Dies ist das Minimalprinzip der freien Energie fiir die kanonische Gesamtheit:

F<(B)y, ~TS(d)=F

F<SpdH—T(~kpSpo'lng) = (B)y — TS (¢)

Dies ist wieder ein neues Prinzip (Postulat) um die statistische Mechanik zu formulieren.

2.3.5 Partielle Gleichgewichte in der verallgemeinerten Grofika-
nonischen Gesamtheit

Wir iiberlegen uns in diesem Abschnitt den allgemeinsten Fall der Maximierung der In-
formationsentropie unter den Nebenbedingungen:

e (i) Sp ¢ = 1 (Normierung) — mikrokanonisch
e (ii) Sp oH = (F) (Wérmebad) — kanonisch

e (iii) Sp 0 X, =< X, > (offenes System mit Kontakt zur Umgebung)
— groflkanonisch

o (iv) Sp oY, =<Y,; >, d.h. Y, ist eine Erhaltungsgrofie im Subsystem 4
Dies dient zur Beschreibung innerer Hemmungen

Das Maximum von S = —kgSp ¢ In o findet man mit der Variationsrechnung:
S'(0' +80) = 5'(0) + O(60%)

Die Variationsableitung von S’ muss also verschwinden fiir ¢ = o. Es gilt:

S'(o+ do) (;—;) = Sp (0 + do) In(o + d0) (2.66)
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Betrachten wir zunéchst nur die Nebenbedingung (i), d.h. die Normierung Sp ¢ = 1, so
kénnen wir die TAYLOR-Reihenentwicklung des Logarithmuses verwenden:

ln@<1+@) =1ng+ln(1+@) ilng—i-é—g—i—...
0 0 Y
und erhalten damit:
/ )
S = S'(0) +Sp doln o+ Sp QEQ—FO((ng)

S'(¢") = S'(0) +Sp doln o+ Sp do

Mit der Normierung: 1 = Sp o0 = Sp o + Sp dp folgt dann die Bedingung:

Sp do =0 (2.67)
Sp dolnp 20 (2.68)

um unter der Nebenbedingung (i) das Maximum zu finden.
Die Variationsrechnung erfolgt nun mit den LAGRANGEschen Multiplikatoren um alle Ne-
benbedingungen zu erfiillen:

|
S ) In + H — a Xa— i YM—C'***” = 2.69
] O s

*: damit o die maximale Informationsentropie S* gibt, muss gelten:
Sp 6oH = Sp ¢ H — Sp oH = (E) — (E) =0

weil die Nebenbedingungen durch die LAGRANGEschen Multiplikatoren beriicksichtigt
werden und dq beliebig ist.

kK Dies sind die LAGRANGEsche Multiplikatoren, welche die Nebenbedingungen (i)-
(iv) beriicksichtigen.

Das Problem ist nun nicht nur formuliert, sondern kann auch einfach gelost werden.
WEeil beliebige Variationen zugelassen sind, muss gelten: gilt

Ing+ f <H = baXa = aiVai— c) =0 (2.70)

Mit C' = In Z erhalten wir fiir den Dichteoperator

0= %GXP {—ﬁ (H —&X - Zﬂl) } (2.711)
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Bemerkung:

e Die Werte der LAGRANGEschen Multiplikatoren folgen aus den Nebenbedingungen

(E) = +Sp He P

Dies ist dquivalent zu unserer Festlegung von kg =

Z W(E)e PP ~ Z ¢S/kp—BE
E

E
& Z eSUE)=B(EN+ (55 /kp—B)(E—(E)+..
E

1_ 98

T = o5 am Maximum von

in beiden Féllen wird § aus (E) bestimmt.

e Die LAGRANGEsche Multiplikatoren 3, ,7;,c sind intensive Variablen konjugiert
zu den extensiven Variablen £/, X | Y;

e In Aufgabe 5 werden die Ableitungen besprochen

e Die 'inneren Kréfte’ n; beriicksichtigen innere Hemmungen, z.B. sind die Teilchen-
zahlen Ny und N, durch chemische Potentiale g und gy unterschiedliche gemacht
worden und verdndern sich, wenn die innere Hemmung gelost wird, d.h. wenn die
Nebenbedingung (iv) aufgegeben wird. (d.h. wenn die chemischen Potentiale gleich
werden.). Der Abbau der inneren Hemmungen fiihrt zu einer Zunahme der Entropie:

S (0.) > 5 (0u)

*: vollstandiges Gleichgewicht
**: innere Hemmung
Gleichzeitig wird das vollstéandige Gleichgewicht gekennzeichnet durch:

0=Spdo|Yar+Yas| =SpdoYa:1 +SpdoYas =AY, 1 +AY,»
—_————

*.Y,, ist eine Erhaltungsgrofie des Gesamtsystems.
Damit Gleichung 2.71 erfiillt ist, muss gelten:

!
Na,l = N2 (272)

Dies bedeutet, dass im vollstandigen Gleichgewicht die inneren intensiven Variablen oder
thermodynamischen Kréfte homogen im Gesamtsystem sind.

Fazit:

Eine vierte Formulierung der statistischen Mechanik beruht auf das Postulat:

In der BOLTZMANN-Entropie S nimmt die Informationsentropie S ihren mazimalen Wert
an, der mit den Nebenbedingungen, dass einzelne Mittelwerte festgelegt sind, kompatibel
15t.

Eine Umformung dieses Postulats ergibt: Die jeweiligen GiBBSschen Potentiale sind ex-
tremal (typischerweise minimal, da sie —S enthalten) bei gegebenen intensiven Variablen.
Als Beispiel dazu haben wir bereits die Freie Energie bei gegebener Temperatur (sowie
das groBkanonische Potential) behandelt.
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2.3.6 Zeitabhingigkeit der Entropieen

In einem isolierten System mit gegebenem HAMILTON-Operator H gilt:

d , . d
ES =% (—kpSp o(t)Ino(t))
ik
= —7Sp [H.glIng
ikp

= ?SPH[Q,IHQ] =0

*. 8. Aufgabe 5 & von-NEUMANN-Gleichung und weil dS = —kgSp doln o ist.
Die Informationsentropie S ist also zeitlich erhalten entlang einer Trajektorie des Systems.
S" nimmt beim Weg ins thermische Gleichgewicht nicht zu!



Kapitel 3

Thermodynamik

Aus der statistischen Mechanik, d.h. den Dichteoperatoren des thermischen Gleichge-
wichts, der von-NEUMANN-Gleichung:

—1

d
e

[H, o] dt

(wobei die Dauer des infinitesimalen Prozesses dt nicht von Interesse ist)

folgt die Thermodynamik. (Die Zeit = Scharmittel Problematik wird ignoriert.)
Betrachtet werde ein kanonisches System:

Die gesamte Energie Fy; = Epu.q + E ist konstant. Zwischen dem (zur Vereinfachung)
geschlossenen System und dem Bad besteht eine kleine Kopplung U < E, d.h. es besteht
thermischer Kontakt mit dem Wérmebad.

Durch das Bad konnen auch weitere Parameter X (z.B. das Volumen V(t)) kontrolliert
werden, ein Teilchenaustausch soll allerdings nicht moglich sein.

Damit ist der HAMILTON-Operator des Systems eine Funktion der vorgegebenen Varia-
blen. H = H(X(t)). Im thermischen Gleichgewicht liegt eine kanonische Gesamtheit vor.
Unter Annahme, dass die Temperatur mit der Zeit kontrolliert werden kann, ist der da-
zugehorige Dichteoperator:

1

0= Ee—ﬁ(t)H(z(t» (3.1)
mit den Operatoren X auf Hpuq.
Bemerkung:
Htat — HBad+H+U
mit U < H

3.1 0%€T Hauptsatz & Temperatur

Wie in §2.2.3 & 2.4.5 gezeigt, stimmt die Temperatur T des Systems mit der des Bades
iiberein. Selbiges gilt fiir den Druck P.

81
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3.2 1%eT Hauptsatz, Arbeit & Wirme

e [A] ERSTER HAUPTSATZ:

Die mittlere (auch innere) Energie des Systems ist ¥ =< H >= Sp oH und
verandert sich geméfl dem Differential:

dE = dSp oH = Sp doH +Sp odH
—_——  ——

dW = 6Q + oW (3.2)

*. 5. Aufgabe 5

**. Definition des Warmeiibertrags 6Q
*#%: Definition der Arbeitsleistung 61
Bemerkung:

— Dies ist das Konzept der Energieerhaltung

— Offensichtlich tauchen in /' nicht die totalen Differentiale von ) und W auf,
da es i.A. keine Funktion W mit dW = Sp odH gibt. I.A. existieren also keine
Stammfunktionen W und Q.

— O0W beschreibt eine Verédnderung der Energieeigenwerte bei gleich bleibender
Besetzung o der Energieniveaus. (zunéchst in Oter-Ndherung)

— 0@ beschreibt eine Verdnderung der Besetzungswahrscheinlichkeit der Niveaus
bei gleich bleibendem HAMILTON-Operator

e [B] ARBEITSLEISTUNG

Die Energieénderung durch kontrolliertes Verdndern (weniger) externer Grofen X ()
(beispielsweise des Volumens V' (t)):

« 1dt

OW = Sp odH = 7 Sp o [HtotaH] (33)
o 0dt
= 7813 Q[HBade] (3-4)

wobei in * die HEISENBERGschen Bewegungsgleichungen verwendet wurden und in
** ausgenutzt wurde, dass U < Hpgq gilt.
In der Regel kommutiert Hp,q nicht mit H, da sowohl H (X (¢)) als auch X Opera-
toren auf Hp.q sind.
In der Thermodynamik wird nun postuliert, dass X (¢) ohne Unschérfe & Fluk-
tuationen durch das Bad (welches viel grofier als das System ist) variiert wird, so
dass man folgern kann, dass X () sich wie eine deterministische, klassische Variable
verhélt. Damit ldsst es sich einfacher rechnen. Klassisch gilt:

7 h—0

> [Hpaa, H(X)] — {Hpaa, H(X)}

o0H
= @ {HBad 7&}

OH 1
N oxh [Hpad, X]
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Damit folgt die Dynamik der X (¢) aus Hpyq iber HEISENBERG:

) dX
ﬁ [HBad 7&] E
oH
OH
~(5x) (39)
—-X (3.6)

mit der Definition der zu X konjugierten Kraft:

OH
= (5x)
Ein Beispiel hierfiir ist P = — <g—€[> woraus folgt:

oW =—-PdV

(mit dem verénderlichen Volumen V' (¢)) In Aufgabe 23 wurde mit dem Virialsatz
gezeigt, dass die so definierte Gréfle P tatséchlich dem Druck entspricht.
Bemerkung:

— Das Arbeits-Konzept der Thermodynamikverlangt ein unendlich-groies Wérme-
bad, damit die Riickkopplung des Sstems auf die Dynamik von X(¢) ver-
nachlédssigt werden kann.

e [C] Wirmeiibertrag:

Selbst ohne Arbeit, d.h. H enthélt keine Operatoren auf Hpg,q, was durch H # H(X)
ausgedriickt wird ([Hpaq,H] = 0), gilt do # 0 auf Grund der Kopplung U.
Mit der Orthonormalbasis von ¢ (g|n) = p,|n)) erkennt man:

0Q =Sp doH =) _ dp,E, (3.7)

0@ resultiert aus der Verdnderung der Besetzungswahrscheinlichkeit.

3.3 2%€T Hauptsatz & Irresibilitéit

e [A] Prozesse:

Betrachtet werden eingeschriankte kanonische Gleichgewichtszustinde mit

oft) = — exp LA H(X(1).Y, (1))}

(X sind die externen Kréfte und Y, die inneren Hemmungen), fiir 2 Subsysteme mit
i =1,2.

Innere Hemmungen bestimmen die Erhaltungsgrofien Y, (z.B. Wand). Deren zeitli-
che Veranderungen von einem Ausgangszustand im kanonischen thermischen Gleich-
gewicht zum Endzustand im kanonischen thermischen Gleichgewicht. Man unter-
scheidet hier verschiedene Prozesse, welche immer wieder auftauchen:



84

KAPITEL 3. THERMODYNAMIK

— (i) Reversible Prozesse
Das System liegt ununterbrochen in vollstéindigen kanonischen Gleichgewichts-

zustdnden: |

0= exp {~B(1) H(X(1))
vor (d.h. nur externe Kréfte keine inneren Hemmungen).
Bemerkung:

Dies erfordert eine langsame Prozessdurchfiihrung, damit dissipative Prozesse
vernachldssigbar sind.

— (ii) quasistatische Prozesse
wie (i) nur in eingeschrénkten Gleichgewichtszusténden:

oft) = 5 exp {~BOH(X(1).Y, (1))}

— (iii) adiabatische Prozesse
Dies ist eine Unterklasse der quasistatischen Prozesse mit §¢Q) = 0. Das System
ist thermisch isoliert und beschreibt demnach gerade kein kanonisches System
(mikrokanonisch)

— (iv) Irreversible Prozesse
Bei einem allgemeinem irreversiblen Prozess bendtigt man sehr viele (O(10%%))
interne Variablen um den Prozess zu beschreiben. Das Konzept der statisti-
schen Mechanik geht damit verloren, da man jetzt nicht nur wenige makrosko-
pische Grolen bendtigt, sondern sehr viel iiber das Mikrosystem wissen muss.

e Zweiter Hauptsatz:

Bei quasistatischen Prozessen im geschlossenen System mit Warmebad:

olt) = 7 exp (A HX(1).Y (1))

mit dE = 0Q + W & Sp doH = i@ sowie
OH ./ OH
- (o) 5+ o)
Aus §2.4.5 (Erinnerung: Sp ¢ = 1) entnehmen wir:
dS = —kpSp dolnp

= kpSp {do(InZ + BH)}

=kp (InZSp do+ Sp doBH)

= kppSp doH

Also lautet der zweite Hauptsatz quasistatistisch:

5Q =TdS (3.8)

(mit der schon diskutierten Definition 8 = ==
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Bisher haben wir den ersten Hauptsatz aus der statistischen Mechanik abgeleitet, dabei
war wichtig, dass sowohl der Dichteoperator, als auch der HAMILTON-Operator von der
Zeit abhéngen:

dE = dSp oH = Sp doH + Sp odH
—_——  ——

dE = 6Q + oW

*. Die Apderung des Dichteoperators entspricht einer Warmeédnderung.
**. Die Anderung von H entspricht gerade der Arbeit 01V .
Wir haben fiir 6Q) und W die folgenden Beziehungen gefunden:

0OH
oW = (@NX
0QQ =Sp Hdp=T4dS
0Q
- = ds

Aus diesen Beziehungen folgt die GiBBS’sche Fundamentalform:

2
dE =TdS+£dX + ) n.dY, (3.9)
i=1

(typischerweise) =T4dS —pdV + pdN

Diese gilt fiir Zustdnde, welche mit quasistatischen Prozessen ineinander iibergefiihrt wer-
den koénnen.

Unser Modell irreversibler Prozesse besagt, dass die geleistete innere Arbeit » . n,-dY,; un-
bekannt ist. (in der Realitét ist ¥ € R3>'%*") Wir verwenden meistens Y, — {V4(t),Va(t)},
was durch eine innere Hemmung (hier eine Trennwand, die das System in zwei Subsyste-
me der Volumina V; & V5 unterteilt) produziert wird. Damit kann die innere Arbeit zu
0Q eyt gezahlt werden:

dE = 5Wezt. + 5@6:):7&.

* *k

*: messbare externe Arbeit (z.B. —pdV)
*¥: zugefithrte Wére aus dem Warmebad; diese ist extern messbar (am Bad-System) in

dem man misst, wie viel Warme verbraucht wurde, die an das System abgegeben wurde.
Mit

0Qet* = 0Qqs + 0Qur = TdS + Y .- dY,

1 1
= dS = ?66‘26% - f Zﬂz : dXz

1

1
= =0 ex d irr
T Qe + dS
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(Index gs: quasistatisch; irr: irreversible)
und weil (geméf §2.1.3 & §2.4.5) im isolierten System (d.h. Q. = 0) gelten muss:

dS - dSirr 2 0

folgt der zweite Hauptsatz:

ds >

5@6:)37&
= (3.10)

Bemerkung:

Ein Beispiel fiir dJS;,, ist die Mischungsentropie, welche in den Aufgaben behandelt wur-
de:

Zu Beginn hat man hier ein eingeschrinktes Gleichgewicht (ein Gas A befindet sich im
Volumen V; ein Gas B im Volumen V5 welches von Vi durch eine Wand getrennt ist) und
dann wird die Wand entfernt und beide Gase kénnen jetzt im ganzen Volumen sein.
Man betrachte hierzu auch §2.1.4. Dort wurde gezeigt, dass im isolierten System gilt:

W(E.X) > W(E.X,i.H.)

und W = e%*5_ (Dies ist der eigentliche Ursprung des zweiten Hauptsatz, dort wurde
namlich schon verstanden, dass die Entropie ohne innere Hemmung grofler ist, als mit!)

3.4 3% Hauptsatz & absoluter Nullpunkt

Nach dem Postulat in §2.1.3 sind die Energieniveaus des Systems 'nicht entartet’. Dies be-
deutet, dass die Entropie des Grundzustands (0.B.d.A. Ey = 0) des HAMILTON-Operators
in isolierten Systemen Sy = kgln1 (keine Entartung) bzw. Sy = kp Inwy mit dem Entar-
tungsgrad wy (bei einer gewissen Entartung) entspricht.

Im thermodynamischen Limes folgt daraus:

S(J N—oo
— —

N 0

Dies ist eigentlich damit gemeint, dass die Energieniveaus nicht entartet sind, der Loga-
rithmus des Entartungsgrades ist klein gegeniiber der Teilchenzahl.
Daraus folgt fiir die BOLTZMANN-Entropie einer kanonischen Gesamtheit (gg o< e=#):

S(op) = —kBSp 031n g (3.11)
S 1o .. . —kp
= N ﬂl1_>no10 ]&Enoo TSP opIn op (3.12)

Letzteres ist der thermodynamische Limes. In einer Orthonormalbasis von H & gg kann
man dies umschreiben zu:

S ) ) 1 c_ _

7m0 (FEen )| <o o
Dabei ist im ersten angeregten Niveau F; > 0.

Kurz lautet der dritte Hauptsatz, welcher auch das NERNSTsche Theorem genannt wird:



3.5. THERMODYNAMISCHER LIMES 87

S(T — 0) = (3.14)

D.h. Sy ist keine extensive Grofle mehr.
Bemerkungen:

e Der Grundzustand ist nicht extensiv entartet und es gibt einen endlichen Abstand
des Grundzustands vom ersten angeregten Niveau in H:

AE = E, — Ej

e Im scheinbaren Gegenbeispiel der unabhéngigen Spins aus §1.4:

N
H=Hy=-)Y p-B (3.15)
i=1
ist bei B=0 Sy = kgN In2.
In Wirklichkeit gilt allerdings:
H — HO + H1

mit H; der Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten und damit ist:

05 e PH _ —=B(Ho+H1)

Die Korrektur §H; wird fiir # — oo wichtig und fiihrt im allgemeinen zur Ordnung
(Ferromagnet, Anti-Ferromagnet), was wieder Sy = 0 bedeutet. Dieses Gegenbeispiel
stellt also keinen Widerspruch zum dritten Hauptsatz dar, wir haben nur erkannt,
dass das Modell im Limes 3 — oo nicht mehr zuléssig ist.

o Wegen S 2205, + 0O (SELe=Fr/keT) gilt auch:

aS T—0
=T_— 1
C 5T —0 (3.16)
S ist nicht analytisch, dies bedeutet, dass S(T") nicht in einer TAYLOR-Reihe ent-
wickelbar ist.

T = 0 ist unerreichbar, da jedes Warmebad dort versagt.

3.5 Thermodynamischer Limes

Der thermodynamische Limes ist gegeben durch:
N — 00,V — 00, X — oo (d.h. alle extensive Grolen werden sehr grof}), so dass aller-
dings alle Dichten ¢ = % = const. sowie x = % = const. konstant bleiben.

Wie in §2.2 & §2.3 gezeigt, geben in diesem Grenzfall alle Gesamtheiten identische Ergeb-

ap th. L.

nisse, weil die relativen Streuungen verschwinden. D.h. z.B.: m 0 (und nach dem

zentralen Grenzwertsatz oc ——).

Es macht also im thermodynamischen Limes keinen Unterschied E 'genau’ im mikrokano-
nischen Ensemble oder nur den Mittelwert (F) = E(T') im kanonischen Fall vorzugeben.
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e [A] GIBBSSCHE POTENTIALE UND LEGENDRE-TRANSFORMATIONEN
Der thermodynamische Limes besagt, dass in der

mikrokanonischen E(S,V,N)

kanonischen Gesamtheit mit GiBBs-Potential F(T,V,N)

groBkanonischen Q(T, V)

mikrokanonischen dE=TdS — pdV + pdN

kanonischen Gesamtheit mit GiBBSscher-Fundamentalform dF = —-Sd7T —pdV + pdN
groflkanonischen dQ=-5dT — pdV — Ndu

gerechnet werden kann, und dass die Potentiale durch LEGENDRE-Transformationen
miteinander verkniipft sind:

F=F-TS (3.17)
O=FE-TS—uN =F —uN (3.18)
wobei T = 23

— 9E
Bemerkung:

— Die MAXWELL-Relationen folgen sofort wegen der Vertauschbarkeit der zwei-
ten Ableitungen. Es gilt z.B.:

IS(TV,N)  PF(TV,N)  9p(T.V.N)

oV ovor  oT
— Ebenfalls niitzlich ist der Satz iiber implizit gegebene Funktionen, aus welchem
folgt:
E)yéx,z) _ _8yéx,z)/ 8xéz,y) (3.19)
x z z
falls o
Beweis:

y = f(x,2) = y(z,z) sei gegeben, dann ist die Gleichung y — y(z,z) = 0 nach
xr = z(y,z) auflosbar, falls % # 0. Es gilt dann:

d Oy(z,2)  Oy(z,2) Ox(y,2)
0= —— (y — — :
o W y(e(y.2)2) = —5 =+ — e
— Dies wird héufig mit der JACOBI-Determinante und ihren Rechenregeln formu-
liert:
os) 0 0901 0y 20
0(zy) ox Ody 0Oy Ox
wobel 8”(%2”2) = ggzz; weil % =0, da x und z hier unabhingige Variablen sind.
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e [B] Beweis der Existenz des thermodynamischen Limes

N N
Gegeben sei ein HAMILTON-Operator H = >~ 2=+ 3 > V(|r; — r;|) dann muss fiir
=1 i#]

N = const.), dass (in der einfachen

V — oo und N — oo gezeigt werden (mit o = 1

kanonischen Gesamtheit) gilt:
F(T,0)
V

1 1
v InSp e = VIHZ — =0 (3.21)

mit endlicher freier Energiedichte:

<=

f=f(T,0) =

Bemerkung:

— Der Beweis ist sehr kompliziert, deshalb soll an dieser Stelle nur die Beweisidee
skizziert werden:
Man unterteile das System in Subvolumina V,, > &* (mit der Korelationslinge
€) so dass fiir die Grenzwerte V' — oo und V,, — oo die Kopplung zwischen
den Subvolumina Vj, und V,, (Kopplung: Flache zwischen V;, und V,, o Ve / 3)
vernachlassighbar wird, so dass unabhéngige Subvolumina vorliegen und der

zentrale Grenzwertsatz gilt.

— Liegt CouLoMB-Wechselwirkungfiir Ladungen vor:

qiq;

dmeo|r; — 1]

V x

so ist der Beweis erschwert, da der Limes (d.h. f(T,0)) eindeutig sein muss aber
z.B. das elektrische Potential einer Ladungsverteilung von der Form der La-
dungsverteilung abhéngt (Kugel oder Platte). Man kann den Beweis allerdings
retten, in dem man Ladungsneutralitit durch Abschirmung ansetzt.

m;m;

— Fiir gravitative Systeme V ist ein Beweis unmoglich.

|7 _Ij|

5‘»65
S aet= 5S)
s 3 e
o> c [0Sy
-

—
EV.N
6

Abb. 15.3. Entropieinderungen bei quasistatischen Prozessen. Andeong
:uw Parameter Q;: irreversibel, § nimmt zum totalen Gleichgewicht hin 2v-

Kud. der duBeren Parameter E,V, N: reversibel, d§ = 6Q/T

6v ence

Abbildung 3.1: Zum 2. Hauptsatz
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Wir betrachten in der Vorlesung von nun an hauptséchlich quasistatische Prozesse,
also Prozesse, bei denen dF = T'dS gilt.

[C] Extensivitét
Der thermodynamische Limes bedeutet, dass im isolierten System alle extensiven
Variablen auf die folgende Art und Weise verkniipft sind:

S (AE,AV,AN,...) = A- S(E,V,N,...) (3.22)
damit
VoV

konstant wird im thermodynamischen Limes. Daraus folgt nun nach EULER:

1
S(E,V,N) = ?(E—MN+PV—§53
= F = —P(T,V,N)-V+u(T,V,N)-N (3.23)

= Q = P(TVu- -V

Gleichzeitig folgt die GIBBS-DUHEM-Beziehung:

SAT -V dP+ N du=0 (3.24)

woraus man p = u(7,P) oder P = P(T,u) folgern kann. Beweisen kann man dieses
mit GIBBS-DUHEM:

E=TS—PV+uN und dE=TdS—PdV +pudN

Die intensiven Variablen miissen der GIBBS-DUHEM-Beziehung geniigen, sie héngen
also nur von wenigen Variablen ab.



Kapitel 4

Quantengase

4.0 Erinnerung an die Zustandssumme des harmoni-
schen Oszillators

Ein quantenmechanischer harmonischer Oszillator (w) in der kanonischen Gesamtheit bei
der Temperatur T mit dem Hamilton-Operator

1
H = hw - (aTa + 5)
und der Zustandssumme

Z =Spe Pl

sowie der Orthonormalbasis {|n)}, welche die Eigenwertgleichung

a'aln) = n|n)

erfiillt, gilt:

0 o
_ BB, _ e N ghen o, L
Z—Ze =e 7 Ze = Zo 1 — o Bhw
n=0 n=0

und man erhélt die freie Energie

F=—kgTnZ = Fy+kgTln(l — ¢ %57) (4.1)

Interpretation fiir einen Freiheitsgrad ist, dass mit dessen Anregungen/Auslenkungen, d.h.
mit n, die Energie anwéchst. n ist die Besetzungszahl oder die Zahl der Energiequanten,
welche mit der Wahrscheinlichkeit p(n) auftreten.

Z
= 20 o Phn (4.2)

p(n) = —

Dies ist die kanonische oder GiBBSsche Wahrscheinlichkeitsverteilung und ihr Mittelwert
ist

91
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Abbildung 4.1: Eindimensionaler Oszillator

o _ Z ohon %o (0 ZN\ e 1
<”>_;"p(")_zzn:”e 7 (aﬁmzo i e S

Dies ist die BOSE-EINSTEIN-Verteilung.

Eine andere Interpretation dieser Rechnung;:
Es liege ein Energieniveau hw vor wie auf dem Bild, dass mit n Teilchen besetzt wird.

Eavgie - €W,

eMege PATS
Ge- S}fgl‘fm;

teo 4+ — e o8- ees

5 2 3
"-l' c; : s — S 3(:{3"!-0:"30::#‘-@
e hw 3 £ 2 Gesamfentaie ofes
= Z bev The  F feo ... ¥

Vielte fo‘ﬁ&s}.sfe..,,-

Abbildung 4.2: Energieniveau mit n Teilchen

Die Gesamtenergie des Vielteilchensystems konnen wir in der grofkanonischen Gesamtheit
ermitteln, so dass gilt:

s 1.1
(E) :Zhw(n%—ﬁ)ze_ﬁ}[:onLth%e_ﬁh‘”" = Eo + hw (n) (4.4)
n=0 n

Diese Interpretation ist niitzlich aus verschiedenen Griinden:

e Sie gilt fiir kleine Schwingungen um die Ruhelage, die harmonischen Anregungen
entsprechen. Beispiel: Phononen, die um Gitterpliatze schwingen, Magnonen: Spin-
wellen um den ferromagnetischen Grundzustand, ganz allgemein bosonische Quasi-
teilchen
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e Quanten elementarer Wechselwirkungen wie zum Beispiel Photonen, die Quanten
elektromagnetischer Strahlung sind ebenfalls Bosonen. Sie haben einen ganzzahligen
Spin.

e Zusammengesetzte Boseteilchen, z.B. * He mit Spin 1 oder Natrium, Rubidium sind
ebenfalls Bosonen mit ganzzahligem Spin.

e Es gibt auch noch eine andere Klasse von Teilchen, die Fermionen, bei denen nur
die zwei Besetzungszahlen 0 oder 1 existieren. Deren Spin ist halbzahlig. Beispiele
sind elementare Teilchen wie Elektronen, Quarks oder zusammengesetzte Teilchen
wie Protonen, Neutronen oder gar He, welches eine ganz andere Thermodynamik
hat wie *He. Anregungen in Vielteilchensystemen wie z.B. Locher im Festkorper
sind ebenfalls Fermionen

Abbildung 4.3: Ubersicht iiber verschiedene Teilchen

4.1 Ununterscheidbarkeit und Quantenstatistik

Betrachtet werde ein Hilbertraum H = (H;®)" von N Teilchen mit der Orthonormalba-
sis {|a)n} = {|a)1 |a)2-..|a)n}, wobei die a die Quantenzahlen des Einteilchenzustandes
sind. Zum Beispiel nimmt man fiir ein Elektron in einer Box seinen Wellenvektor £ und
den Spin. Die Koordinaten des i-ten Teilchens r, und die Spinstellung o; = :I:% seien
zusammengefasst zu (i) = (r;,0;). Die Wellenfunktion des i-ten Teilchens einschlieflich
Spinanteil im Zustand

Sie werden abgekiirzt zu

Zwei Teilchen haben also die Wellenfunktion

\Ijg,g’<1a2) = \Ijg(l) lpg@)

wenn das Teilchen 1 im Zustand « und Teilchen 2 im Zustand o’ ist.
Der Teilchen-Austauschoperator Ej9) vertauscht beide Teilchen zwischen ihren Quanten-
zustinden a & o

Bty o (1.2) =y, o(2.1) (4.5)
und wegen E2¢g7a7(172) =Ey, »(21) =19, »(1,2)
fOlgt: E2 =1 (46)

Die Eigenwerte von E sind demnach =+1.
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4.1.1 Das Pauli-Prinzip

Das PAULI-Prinzip wurde 1925 von PAULI gefunden und ist ableitbar aus der Quanten-
feldtheorie, welche von DIRAC 1926 und von PAULI 1929 aufgestellt wurde:
Ununterscheidbare quantenmechanische Teilchen sind entweder Fermionen oder Bosonen
deren Vielteilchenwellenfunktion entweder: symmetrisch: E¢a7ar(1,2) = +wa,al(172)7 Bo-
sonen (Spin ganzzahlig) - -

oder antisymmetrisch: Ev, (1,2) = =, (1,2), Fermionen (Spin halbzahlig)

bei Vertauschung zweier beliebiger Teilchen.

Jede Messgrofie kann nicht zwischen v, /(1,2) und Ev, (1,2) unterscheiden. Dies be-
deutet dass nur hermitesche Operatoren A messbar sind, welche die folgende Relation
erfiillen:

A ElY) = E(Al¢))

also miissen F und A kommutieren: [E,A] = 0.
Bemerkungen:

e Fiir Fermionen folgt, dass PAULI-Asschluss-Prinzip fir o = o (d.h. wenn beide
Teilchen im gleichen Quantenzustand sind):

¢g,g(1>2) = _¢g,g(172) =0 (4-7)

Die Wellenfunktion muss also ihr eigenes Negatives sein, dies geht nur wenn sie
selbst verschwindet.
Zwei Fermionen kénnen somit nicht den identischen Quantenzustand einnehmen.

e Zu den messbaren Vielteilchenoperatoren gehort also der Gesamtimpuls P = > D

(2
aber nicht der Impuls eines Teilchens p,- Da es einen Unterschied machen wiirde ob
man erst misst und dann zwei Teilchen vertauscht oder umgekehrt.

e Die Vertauschung von Teilchen 2 und 3 ergibt wegen:
FEa3 = E1nErsEng

kann der Teilchen-Austauschoperator als ein ungerades Produkt von Vertauschun-
gen geschrieben werden (man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass das Produkt
auf der rechten Seite am Ende gerade die beiden Teilchen 2 und 3 vertauscht). Dar-
aus folgt, dass die (Anti-)Symmetrie der Vertauschung erhalten bleibt unter vielen
Vertauschungen. (Hdtte man ein gerades Produkt gefunden, so hitte man eine An-
tisymmetrie in eine Symmetrie umwandeln kénnen.)

Beispiele:

Als Beispiel betrachten wir N Teilchen im Einteilchen-Zwei-Niveau-System:

Hy = {leo) » [e1)}
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[/\

€4

€o

Abbildung 4.4: 1 Teilchen, Zwei Niveaus

Fiir zwei Teilchen haben wir verschiedene Mdoglichkeiten:
I: unterscheidbare Quantenteilchen ergeben 4 Zusténde in

Hy = {¢€0(1)¢80 (2) 7¢60(1)¢61(2>’ .. }

€4 — ——3e - e

fo, O e e e

Abbildung 4.5: 2 unterscheidbare Quantenteilchen haben 4 Zusténde

II: Fir 2 Fermionen haben wir nur noch einen Zustand in

1
Hy — {E (s (D0 (2) — %41)%(2»}

. i = -\ <,
55( ) )

> -— [ §,

Abbildung 4.6: 2 Fermionen haben 1 Zustand

IIT: 3 Bosonen liefern 3 Zustiande in
1
V2

Fiir N > 3 gibt es bei Fermionen keine weiteren Zusténde, bei Bosonen hingegen
schon.

Hy = {%0(1)%(2) Yo (1)1he, (2) , —= (Yey ()96, (2) + @Del(l)weo(?))}

4.1.2 Besetzungszahlen n & Groflkanonische Gesamtheit

Jeder Mikrozustand eines N-Teilchen Systems mit den Quantenzahlen «, die eindeutig
jedes Ein-(Quasi)-Teilchen Niveau bezeichnen, ist eindeutig durch das Set von Besetzungs-
zahlen n,, also durch v = {n,} gegeben.
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LH |- 4 —

Abbildung 4.7: 2 Bosonen haben drei Zustédnde

Dies kann anschaulich begriindet werden, da jede weitere Information erlauben wiirde,
die Teilchen zu unterscheiden.
Fiir Fermionen sind nur n, = 0,1, fiir Bosonen sind n, = 0,1,2, ... ,00 moglich.
Die Gesamtzahl der Teilchen lautet also dann N = > n,.
[0

Die Gesamtenergie ergibt sich somit zu £ = angg mit dem Energieeigenwert e, im
67

Niveau a. Dies ist eine Ndherung, dass das N ~Teilchen System mit den Niveaus « diago-
nalisierbar ist.
Mit diesem Wissen konnen wir den Groffkanonischen Dichteoperator

1
o(T,pX) = e (=)

in der Basis v = {n,} angeben. Beispielsweise gilt fiir einen speziellen Zustand, in wel-
chem nur das Niveau v, besetzt ist:

1
(... Moy, ---0[0]0. .. Mgy, ... 0) = Ee%(%*#)"ﬂo (4.8)

d.h. alle Niveaus mit Ausnahme des o, Niveaus sind leer, dieses hat n, Teilchen. Die
Spur bekommt man nun durch Summierung iiber alle moglichen Zusténde, d.h. {iber alle
Zusténde in denen das Niveau a; besetzt und alle anderen Niveaus leer (oder auch besetzt)
sind. So dass die Zustandssumme und das GroSkanonische Potential € lautet (wobei *
falls Q = Q(T,u,V) zutrifft, gilt):

e —BUAT LX) _ 2(Tp,X) = o~ BVP(T.p) (4.9)
= Sp e AH=1N) (4.10)

= 3" (e} ye_ﬁ(gg(" ﬁ‘”’_“ﬁ“/) {na ) (4.11)
{na}
= Y e PRalemn (4.12)

Nag,Maq sNag -

— Z e—ﬁ(fgo _“)nﬂo . Z e_ﬁ<591 —,u)ngl cee (413)

Nay Nay
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= Z(TpX) =TI, [ Y el (4.14)

wobei n, = 0,1,2,... 00 fiir Bosonen
und n, = 0,1 fiir Fermionen
Bei Bosonen erhalten wir also iiber die geometrische reihe:

= 1
—Ble—p)n _ i
E_O e =1 o fiir e > p

Bei Fermionen findet man:

Z e Ble—mn — 1 4 o=Ble—n)

n=0,1

Beide Félle lassen sich zusammenfassen zum Endergebnis (nach dem man noch den Lo-
garithmus gezogen hat um vom Produkt auf eine Summe zu kommen):

Q= Z(Tp.X)=F Y In[lFe ] (4.15)

oberes Vorzeichen fiir Bosonen unteres fiir Fermionen.
Bemerkungen:

e Die Zustdnde {n,} werden oft abgekiirzt zu dem Index v:
Z — Z e_/B(EV_p’NV)

dies ist identisch zum obigen Z, wobei:

El,:zeegng & NV:an

e In der kanonischen Gesamtheit sind nicht alle Besetzungszahlen unahéngig, weil
N =" n, gelten muss. Damit folgt:

Z(T’N7l) — Z G_B Zg/ 82/ ng/
{na}

{na}

Das KRONECKER-Delta muss verwendet werden, dass die Bedingung N = > n,

erfillt ist.
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Dieser Summation kann man durch den Schritt in die Groikanonsiche Gesamtheit
entgehen. Diesen Schritt vollzieht man mit einer LAPLACE-Transformation:

Z(Tp.X) =) "N Z(T,N.X)

N=0
=3 )

{na}

was einer unabhéngigen Summation entspricht, weil > % _ 0n 3 = 1.

Héufig muss Z fiir ein Gas von (Quasi)-Teilchen im Volumen V' ausgewertet werden.
Dort ist @« — k der Wellenvektor (& Spin) und o geben weitere Spin & Quanten-
zahlen an. Dann ist:

: Lk,
wg(l) = WGE*ZCQ/

eine ebene Welle als Eigenfunktion zum Impuls 2k, mit:

2
E = _7T (nmnyanz)

L

mit n; =0, + 1, £ 2,... (fiir periodische Randbedingungen).
Unabhéngig von der Form des Volumens folgt fiir eine beliebige Summe mit einer
beliebigen glatten Funktion F":

> Flen) =1

~ .
I=) F() = NI > Ak F() (4.16)
k,a

!
k,a

mit A3k = (2%)3 folgt I —— (2‘7:)3 [ °kF (e} ) (*: RIEMANN-Integral) dem Volumen

eines k-Zustands und mit der Funktion & = Ee (|k|) die nach |k| aufgelost werden

kann, d.h. ke = kQI(EQ/). Damit erhalten wir das Integral:

I_V%:/(QW)3/dE P F(E®) (4.17)

Ok
= / dED(E)F(E) (4.18)

mit der Zustandsdichte D(FE)

Zur Zustandsdichte:

S e =Y / de Do () ()

F' sei eine glatte Funktion. D ist hier die Zustandsdichte
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Abbildung 4.8: Zustandsdichte
/ k22 d€Qy
D2 _ R 4.19
(¢) dea / (2m)3 (4.19)
dk
In unserem Beispiel ist o/ der Spin.
In drei Raumdimensionen haben wir fiir die Zustandsdichte mit e, = %k2:
4 or\: E 2
s s m
D(e) = N=]  — it kp=1\/—F
() V(2ﬂ)3 (hQ) = mi ) 7
3
V 27\ 2
DEFE)=—-|(—=) ‘VE 4.2
)= (3) VE (4.20)

Allerdings muss man beachten, dass oft noch der Spin-Faktor (2s + 1) hdufig in D(FE)
noch hineingezogen wird.

4.1.3 Die Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Verteilungsfunktion

[A] Mittelwerte der Besetzungszahlen

In der grolkanonischen Gesamtheit ist

a _BZ (‘SCK_ )na
f<€Q) = <ng> = _aﬁga In Z e a\fa™H)Ta
RS
1 0 1
= T3 Bleamy | =~ Blea—n)
= iﬂ s (%: In(l1Fe )) T 1Tt © (4.21)

Damit erhalten wir die Verteilungsfunktion:



100 KAPITEL 4. QUANTENGASE

f(ea) !

o) = e m 3 1 (4.22)

Das Minus steht fiir die BOSE-Verteilung, wahrend das Plus fiir die FERMI-Verteilung
steht.

¥ 5.

L o o e o W m

24

Abbildung 4.9: Vergleich Fermi-Dirac und Bose-Verteilung
Damit ist
NTwX) =Y [ e Do) - e
und fiir die Energie gilt ebenfalls in ein;r Néherung:
BT X) = Y caf(cs)
Damit ldsst sich das groflkanonische Potential ;ngeben mit
T, X) = FhpT > In(1+ f(en))
Eine andere niitzliche Formel fiir das Potentialiist:
UTX) = FheT Y [ de D) Inf1 5 7 0)

aus der man mittels partieller Integration erhélt:
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0= :FZ/ de’ f(€)
Das Integral iiber die Zustandsdichte entspricht der Zahl der Zustande mit &' < e.

[B] Besetzungszahlfluktuationen

((na — () (N — (na))) = ((ng — <ng>)2> a0/

Dies gilt, da die Besetzungszahlen der verschiedenen Niveaus unabhéngig voneinander
sind. Damit gilt:

5 o (1 0\
(An2) = ((ng — (no))?) = (‘B a—) In 2
19 oBla—n) 1
= B 6_5a f(5a> = (eﬁ(aa—u) - 1)2 =f (? + 1) (423)

= (Ang) = f(ea) (1 £ f(ea))

Fir ¢ — oo erhdlt man die klassischen Teilchenzahlfluktuationen des idealen Gases
(An?) = (n).

A de?‘JI L)

— e e e Ly

- Rl o o oma e,

]

[ 7 ) ? B¢
V& S chorivelensl

T bhuuhong,

e ol piv@acy

begetart

Abbildung 4.10: Verteilungen

Bosonen sind gerne beisammen bei tiefen Temperaturen, wie man sieht. Fiir Fermionen
verschwinden die Fluktuationen bei tiefen Temperaturen, da alle Niveaus besetzt sind.
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[C] Grenzfall des klassischen Idealen Gases

An der Teilchenzahl (in drei Dimensionen mit dem Spin s) sieht man:

1% 2m

[N

%0 1
' /0 de V- oBE—)F1

Diese fiithrt uns auf:

N h ’ Nys _2(2s+1) /°° 4y VT

JE— e e —_ e . €r ———

V. \V2mmkgT v VLS 0 ==l

mit der thermischen Wellenlénge Ar. Dies ist die Dichte-chemisches Potential-Beziehung
idealer quantenmechanischer Gase u(T,%). Aus klassischer Rechnung ist bekannt:

N
V)G}<<1

im klassischen Bereich. Also muss auch e ?* > 1 gelten und damit:

N
7)\?} = (25 + 1) + ...

Der klassische Fall wird erhalten, wenn %)\‘} < 1, wir also wenige Teilchen in den Pha-
senraumelementen haben, also fast immer n, = 0 gilt und n, = 1 nur mit der geringen
Wahrscheinlichkeit e=#(a=#) auftritt. Gleichzeitig wird dann:

1

- _B( a™ )
eﬁ(t‘a*/‘«) F 1 e o

Das groflkanonische Potential geht nun {iber in:

d’k %2 (25 + 1)V »?
QT.p) — (2s+1)VkgT - o e e PiE = (S;—TB) cePr / d*p e P2m(4.24)
M azwell— Boltzmann
VvV  ebr
= (2541) — - — 4.25
s+ 1) 355 (4.25)

Dies entspricht dem klassischen Ergebnis mit der Normierung 7 73w -

Fiir ideale Quantengase kennen wir die folgenden Bestimmungsgleichungen (fiir chemi-
sches Potential, innere Energie und thermodynamisches Potential):

N(T,V) = / d=D(e) f(2) (4.26)

E(T,u,V):/dsgD(s)f(s) (4.27)

—% () = i%/ de (/Z de/D(e/)) £(e) (4.98)
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4.2 Fast Entartetes Fermi-Gas

Wir studieren in diesem Abschnitt die obigen Bestimmungsgleichungen fiir nicht-wechselwirkende
Fermionen fiir 7' = 0 (zur Vereinfachung sei 2s+1 = 2), d.h. es muss ”vergessen” werden,
dass Elektronen geladen sind (damit die Wechselwirkung abgeschalten ist).

e [A] Entartetes (7' = 0) Fermi-Gas & Fermi-Energie
Fir T'=0 (f — oo) wird:

1 e<ep
0 e>ep

f(5)=®(ap—a)={

Abbildung 4.11: Fermi-Kante

zur Stufenfunktion bei e, wobei ep = pu die FERMI-Energie ist.
Man definiert auch

Tp =L (4.29)
kp

als FERMI-Temperatur.
Damit kénnen wir f in die Bestimmungsgleichungen einsetzen und erhalten:

N(T = 0., V) = / " e D(e) (4.30)

p(T =0,ep) = _71 /aF de (/ dg’D(g’)> (4.31)

Dies kann man nun auf Elektronen in einer Box (mit Volumen V') anwenden. Mit
der bekannten Zustandsdichte D(e) von Elektronen im Festkorper findet man:

i) =V (Qm)m«z

o2 \ B2
N 1 2m\*?2 4,
A it - 4.32
TV 27r2(h2> 3°F (4:32)
(4.33)
Also kann man die FERMI-Energie angeben:
h’ o N 28 P

wobei pr der sogenannte FERMI-Impuls ist. Fiir diesen gilt also:

N\ /3
pr=nh (37?27>

BEMERKUNGEN:
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— Fiir Metalle (z.B. Kupfer) ergibt sich eine FERMI-Temperatur von T = 10* —

10°K oder ep &~ 10eV weil & ~ 1 - A3,

Die Léngenschale ist also dhnlich wie beim Wasserstoffatom.

Elektronen im Festkorper sind immer bei Temperaturen weit unter der FER-
MI-Temperatur 7' < T, d.h. sie befinden sich immer im quantenmechanischen
Grenzfall und sind somit fast entartet.

Lesetory Eoshing

3 &

Abbildung 4.12: Fermi-Kugel im k-Raum bei T=0

Wiéhrend man klassisch aus dem Gleichverteilungssatz erwarten wiirde,

1 3 -

(p?) o ékBT =0
dass der Impuls bei immer kleiner werdenden Temperaturen verschwindet folgt
hier auf Grund des PAULI-Prinzips im Fall T = 0:

Up = 22~ 1082

m s

Die Teilchen, die zu Transport und Fluktuationen beitragen (d.h. diejenigen
Teilchen, welche an der FERMI-Kante € = e sitzen), haben somit einen hohen
Impuls am absoluten Nullpunkt 7" = 0.

Anregungen im System erfordern, dass um Elektronen von ¢ < ep nach € > ep
anzuheben ein Elektron in € > ep generiert wird und in € < e ein Loch zuriick
bleibt.

Damit wird bei Anregung (bzw. T" > 0) die Zahl der Elektronen (e -Niveaus)
bei der FERMI-Energie eine wichtige Rolle spielen.

e [B] SOMMERFELD’SCHE NIEDERTEMPERATURENTWICKLUNG Diese Entwicklung

kann getatigt werden, da die Temperaturen 7' < Tx sind.
Bemerkung:
Wichtig fiir die Halbleiterphysik sit, dass

efﬂ(ffﬂ) E— U > .I{ZBT
f({-j) - {1 — eBle—w) e—pu<K kgT

D.h. Elektronen und Locher werden fern vom chemischen Potential p durch die
klassische BOLTZMANN-Verteilung beschrieben.
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Abbildung 4.13: Fermi-Verteilung wird zur Boltzmann-Verteilung

Fiir T' < Tp wir die Verschmierung der FERMI-Stufe um p der Weite 4kgT wichtig.
Fiir glatte Funktionen F'(g) besagt die SOMMERFELD-Entwicklung:

/ d=F () f(€) — /“ d=F(e) = %
g en Ly 1 F(u+£)—/ooodx’<1— ! )-F(u—%)

G Jo er 41 I} et +1
;>ru azu
(4.35)
wobei im zweiten Summanden ' = —z eingefithrt wurde. Mit
e 1

Tt l el el o 41

folgt:

[t res)

Wie in Aufgabe 65 bereits berechnet fithren wir nun eine TAYLOR-Entwicklung von
F(p =+ 3) um g durch und erhalten:

Flpt 5) = Flu= ) = TP F o) + ()

Also gilt:

/ deF(e — / deF (e (kBT) F'(p) +O(T% (4.36)

Diese Entwicklung kann man nun in die zu Beginn dieses Paragraphen erwéhnten
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Bestimmungsgleichungen einsetzen und erhélt damit mit der Definition von g bei
T=0:

er n
N = / d=D(e) / d=D() f(2) (4.37)
iiber die SOMMERFELD-Entwicklung:

N = /M de + %2(k:BT)2D' (1) +O(T") (4.38)

weil:

/EF deF(e) = F(er)(pn —er) + O(T*)

Damit ergibt sich weiter:

’ D'(er)
—ep=——(kgT)’ 4.39
H—cF ( B ) D(EF) ( )
und fiir die mittlere Energie folgt:
g m 2 0 4
E=Ey(T=0)+ deeD(e) + E(kBT) %ED(S) +O(T%)
7T2 ) ’ ’ -

= Eop— E(/ﬂa’T)2 (€FD (er) — D(ep) —epD (€F)> (4.40)

Mit der Zustandsdichte an der FERMI-Energie D(cp) ist die mittlere Energie also:

E=Ey+ %Q(kBT)QD(EF) (4.41)

Da die spezifische Warme Cy eine wichtige GroBe ist (sie gibt uns Information tiber
die Energiefluktuationen oder dariiber wie die Niveaus besetzt werden kénnen) wol-
len wir hier diese nopch berechnen:

oFE 73
Cv(TuV) =55 = ?k%TD(EF) (4.42)

Bemerkung:
Cy o (AE?) oder Cy =~ % ist durch die Niveaudichte bei e und die Breite der
FERMI-DIRAC-Verteilung (=~ 47') um ep gegeben.

4.3 Bose-Gase

In diesem Paragraphen sollen wieder die Bestimmungsgleichungen aus §4.2 behandelt wer-

den, allerdings fiir f =

R
T eBle—p) 1
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4.3.1 chemisches Potential nicht-erhaltener Teilchen

Viele bosonische Anregungen oder Quasiteilchen konnen ohne Erhaltungsgesetz erzeugt
und vernichtet werden. D.h. es gibt chemische Reaktionen:

Avy=A

mit:

A einer Wand (d.h. Hohlraumstrahler)

~ einem Photon

und A" einer Wand mit Energieanregung

Das Massenwirkungsgesetz (s. Aufgabe 47), dass im thermischen Gleichgewicht die freie
Energie nicht zunimmt unter dieser Reaktion, liefert eine Relation der chemischen Poten-
tiale:

0= pa+ py — py (4.43)
= 1y, =0 (4.44)

dies gilt, da sich das chemische Potential der Wand nicht geéndert hat, da die Wand ja
nur Energie aufnehmen bzw. abgeben kann. (ua = g 4)

Wir haben also gesehen, dass fiir nicht-erhahltene Teilchen Spezies p = 0 gilt.

Die Grofikanonische Gesamtheit entspricht der kanonischen Gesamtheit:

F(T,V)=E—TS =—Vp(T)

4.3.2 Photonen

Photonen sind nicht erhalten (= p = 0) und haben die Dispersion:

(k) = helk| = cp (4.45)
sowie die Zustandsdichte
dr k2(¢e)
D(e)=V2. G & O(e) (4.46)
dk
Vo2
_ 4.4
72 (hc)? (4.47)

wobeil der Faktor 2 aus der Polarisation kommt.

e [A] Stefan-Boltzmann-Gesetz

Die freie Energie ist
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F(T,V
0T mhy R A

_ 2 T
E(TV)=-T OT  15h3¢3 c

mit der STEFAN-Konstante

274
kg

7T b0mie

(4.48)

Wir sehen also, dass der Energiegehalt mit des Photonengases mit 7% skaliert.
Gleichzeitit gilt

F 1 FE
P(T)=——=-.2
(T) vV 3V
was wir mit dem klassischen idealen Gas vergleichen konnen, welches P(7T') =
aufweist.

wlto
<=

[B] Das Plancksche Strahlungsgesetz

Aus der Beziehung

Ve efhw — 1

folgt also die spktrale Energiedichte u(w), welche als Energiedichte pro Frequenz,
oder mit

E(TV) h _/°° o
0

definiert ist:

h w3
m2cd efhw — 1

u(w) = (4.49)

das sogenannte PLANCK-Gesetz. Daraus folgt die mittlere Besetzungszahl zur Fre-
quenz w:

(n(w)) = o (4.50)

und die gesamte Photonendichte ergibt sich somit aus

Y[ () forZy
[+

~1,61
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welches fiir T — 0 gegen 0 geht. Um nun zum klassischen Grenzfall zu kommen,
benotigen wir die Ndherung

pa Y
V
Hierbei ist allerdings die thermische Wellenlédnge:

e’ N« 1

hc
A= 1,6——
T kT
so dass gilt:
N

Photonen lassen sich also nie klassisch beschreiben, was kaum verwunderlich ist!

4.3.3 Bose-Einstein-Kondensation

e [A] Modell des idealen erhaltenen Bose-Gases

Erhalten bedeutet hier p < 0. Nichtwechseglwirkende bosonische Punktteilchen ohne
Spin mit einer Dispersionsrelation ¢ = 2- und dem chemischen Potential y < 0,
welches notwendig ist, damit die geometrische Reihe in § 4.1.2 konvergiert. Die Zu-

standsdichte sei

3
V 2m\ 2
DO = 1 (55) - vERE)
Wir haben also Teilchen in einer Box mit dem Volumen V' und der Verteilungsfunk-

tion

1
f(E) - eﬁ(f_ﬂ) —1
¢ [B] Kiihlen bei konstanter Teilchendichte

Es muss gelten:

(2m)}

SpCLLY /0 T e VE () (4.52)

<|=

<=

Daraus folgt © = wp(7,5). Um dies zu l6sen, bedienen wir uns einer grafischen

Losung:

Wir finden also nur fiir T > Ty(n) eine sinnvolle Losung fiir Gleichung 4.52, die
p < 0 erfiillt, denn bei Ty gilt u(7x(n),n) = 0. Wir erhalten:

Njw

3
N (2m) o \/g kaT)\ 2
N_, _(Bme _ 2,61 4.
v " T aeme /0 & 5y ( onh 0 (4.53)
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Abbildung 4.14: Grafische Losung

Mit der Einfithrung der thermischen Wellenldnge Ap = mi’;Th ergibt sich:
2,61
n=—
At

Fir T < T, gibt es keine Losung p < 0, die Gleichung 4.52 muss also falsch sein.

Schief gegangen ist der Ubergang von diskreter Summe iiber die Zustédnde zum
3

Integral V [ (97)1“3, weil hier der Integrand zu stark divergiert. Fiir beliebig glatte

Funktionen gilt ndmlich:

1

SO F(E) - fle) = Fe =0) —m—=+>_ Fla) - f(e)
k T/ k#£0

mit der Besetzungszahl Ny des Energieniveaus ¢ = 0, Ny = f(e¢ = 0). Fir p — 0
wiéchst also Ny stark an. Taylorentwicklung ergibt uns die Abschétzung:

1 kT
Ye i =17 ]

welches fiir p — 0 divergiert. Es liegt im Allgemeinen eine makroskopische Zahl von
Bosonen im Grundzustand mit der Energie ¢ = 0 vor. Sei N; die Zahl der restlichen
Teilchen, dann ist

kBT kBT
N—N0+N1 ~ W—i‘;f(&) - |T|—|—/ de D(&)f(ﬁ)

Bemerkungen:

=<

T+ sein, also

— Damit im thermodynamischen Grenzfall Ny oc V' gilt, muss u —
im thermodynamischen Grenzfall verschwinden.
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— Damit kan gezeigt werden, dass

* die kontinuierliche Integration in N; funktioniert
* in V7 kann g = 0 gendhert werden

Im thermodynamischen Limes folgt also:

N = kB—T +2,61 - 13 (4.54)
W AT
No N

Man sagt, dass Ny die Teilchenzahl im Kondensat ist und N; die Teilchenzahl
in angeregten Niveaus ist, was einer Normalkomponente entspricht.

Trégt man dieses Ergebnis iiber der Temperatur auf mit

No B Vo ) T\ >
(T <) =1-261- g 11— (A_T> —1— (ﬁ) (4.55)
so sieht man:
A,
oA
Ty
3 1 ElE
M5
\ AT
k.7
f ? e
Tf\

Abbildung 4.15: Graph der Teilchenzahl im Kondensat

Njy ist hier der Ordnungsparameter.

e [C] Der Phaseniibergang bei 7)(n)

Unterschiedliche Behandlung der beiden Fille ist notig:
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- T >1Ty:

1 2 NI
—_— = = D = — . — B —

Aus dem groflkanonischen Potential erhalten wir hieraus u(7,n) und

kgT 4
P(T,n):i'—w/dx x

ER! em—AnTm) — |

(NI

Ist eigentlich ganz einfach, die Integrale selbst sind allerdings technisch sehr
schwierig.

- T <Ty:
*x Das Potential ist p = 0 fiir Ny, also

e e () = (-2

* Der Beitrag von Ny oder vom Zustand ¢ = 0 zum groflkanonischen Poten-
tial, d.h. zum Druck P ist aufgrund von

k: T kgT
UEas Zl (1+ f(er) = —1n(1+N0)+iZ...
V
k#0
Im thermodynamischen Limes geht der Anteil %ln(l "“‘BTT) also gegen

%ln V, was fir V — oo gegen 0 geht. Damit sehen wir, dass nur die
angeregten Zustande zum groffkanonischen Potential beitragen. Also ist

ksT 4 o0 3 knT
Lg.i./ do —= —1,34"82 (4.56)

P(Tyn) = ] X

Der Druck ist also unabhéngig von n, P T3
Auf diesem Graphen sieht man Phaseniibergidnge 1. Ordnung, das grofka-
nonische Potential ist zwar stetig, aber mit unstetiger 1. Ableitung

Die spezifische Wirme folgt iiber die allgemeine Beziehung fiir ideale Quantengase:

PV:/de (/0 de’ D(5)> £(e)

D(e) x Ve = gsD(a)

mit der Zustandsdichte

und der Energie

E:/daD(a)f(s)

folgt die Beziehung:

2
PV = JE (4.57)
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L{iﬁ{_{’-.
\ (Avent L‘“

.
(T 5
L ™
A .I) z
>
Ay
Abbildung 4.16: Druck
und die spezifische Warmekapazitéit:
9 3 TY\:
cy = Cv(T < T)\,TL) = 8_T §PV = 1,93N/€B (ﬁ) (458)

Bemerkung:

o 7' < T): Entspricht dem Zwei-Fliissigkeiten-Modell. N; entspricht der normalen
Phase/Fliissigkeit, wihrend Ny der superfliissigen Phase entspricht, die nicht zum
groffkanonischen Potential beitragt.

e Die Vernachlidssigung der Wechselwirkungen der Teilchen ist eine Naherung und
fithrt dazu, dass in der Realitét der Druck doch leicht dichteabhéngig ist.
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§ Oy (Jkg K™Y -
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Abbildung 4.17: Spezifische Warmekapazitét

Abbildung 4.18: Phasendiagramm von Helium

Abbildung 4.19: Bose-Einstein-Kondensat

Abbildung 4.20: Impulsverteilung im Rubidium-BEC



Kapitel 5

Wechselwirkende Systeme und
Phaseniiberginge

Die statistische Mechanik kann auch wechselwirkende Teilchen beschreiben. Im Folgenden
gehen wir von der klassischen Statistischen Mechanik aus.

5.1 Uberblick

[A] Thermodynamik

Das Maximalprinzip der Entropie ergab, dass im thermischen Gleichgewicht im gesam-
ten System T, P, konstant ist. Fiir mehrere Phasen eines einkomponentigen Systems,
das heifit S, N,V sind Variablen des isolierten Systems, gilt fii die Phasen a und ( im
Gleichgewicht:

T = T°
p* = PpP°
pe =y’

wobei die jeweilige Phase zum Beispiel durch ihre Zustandsgleichung P = P(T%) gegeben
ist und ihre thermodynamischen Ableitungen:

OE 1 )
0<C(T) = 57 = 1 (AF)

1 oV 1 ,

O = =y op = w4V

Der thermodynamische Limes ergab nach GIBBS-DUHEM fiir das einkomponentige Sy-
stem:

p® = p*(T, P)

Zur Beschreibung bietet sich die Gesamtheit bei durch Warmebad gegebener Temperatur
und gegebenen Druck an. Dies ist die freie Enthalpie G(T, P, N), fiir die gilt:

G(T,P,N)=FE — TS+ PV = uN

115
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Damit ist also in unserem Fall

G(T,P,N) = N - u(T, P) (5.1)

Die Differentialform ist

dG =-S5 dT+V dP + pu dN

Phaseniibergénge sind Parameterwerte (7', P), wo das thermodynamische Potential (und
damit die Zustandssumme) nicht glatt variiert. Mit

oG o
ar = YT Nor
oG o
ap ~ V=N 5p

und s = % der Entropiedichte und v = % dem Volumen pro Teilchen konnen wir bemer-
ken:

1. Bei einem Phaseniibergang 1. Ordnung ist g—g oder g—g unstetig. Wir sehen

Abbildung 5.1: Phaseniibergang 1. Ordnung

und fiir die Steigung der Koexistenzlinie Pk (T") folgt die CLAUSIUS-CLAPEYRON-
Gleichung.

MQ(P’T> = Mﬂ(PvT)

—s* AT, + v dPx = —s” dTx +0° dPg
d Py sP— s Aq
dTx vl —ve  TAv (5:2)

wobei Aq die latente Warme ist, die notig ist um die Phase « ind die Phase 3
umzuwandeln. Deltaqg und Av sind leicht messbar.

2. Bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung sind die ersten Ableitungen stetig, aber

. . 2 2 . . . .. . . . .
eine 2. Ableitung ng oder % ist unstetig. Sie &uBlern sich im Divergieren der

thermodynamischen Ableitungen.

[B] Anwendung auf das Phasendiagramm einer einfachen Substanz

Hier sieht man die Koexistenzlinien, z.B. die Fest-Fliissig-Linie, fiir die die Beziehung gilt:

pf (T, P) =

aus der man Pg(T) fiir den Fest-Fliissig-Ubergang herleiten kann.
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Abbildung 5.2: Phasendiagramm-Folie

Auf dem Bild (b) erkennt man, dass sich die Koexistenzlinien sich in einem Punkt schnei-
den, dem sogenannten Tripelpunkt.

Mit der Zustandsgleichung der drei Phasen P* = P(T,n) erkennt man auf dem Bild
(c) den kritischen Punkt, an dem die Fliissig-Gasformig-Linie aus Bild (b) endet. Tj,:
ist also ein Ubergangspunkt 2. Ordnung, an dem die Unstetigkeit verschwindet. Die so-
genannte VAN-DER-WAALS-Gleichung ist ein Modell fiir P¢*(T,N,V). Ein Beispiel fiir
ein komplizierteres Phasendiagramm ist das von Wasser:

Abbildung 5.3: Das Phasendiagramm von Wasser

[C] Die Maxwell-Konstruktion

Zur Bestimmung der Koexistenzdichten n® und n® zweier Phasen im thermischen Gleich-
gewicht, d.h. also wenn gilt

p*(Tw®) = p?(Tw?)

und natiirlich auch

pe <T7va) = :uﬁ (T,Uﬁ)

betrachtet man die freie Energiedichte f(T,V) = f(TTVN) und erhilt:

B a% of(T,v)

oY T

Grafisch dargestellt sieht das ganze folgendermaflen aus:

Und wir sehen, dass die Steigung von f(v) an v® und v gleich ist. Die Gleichheit u® = 1°
entspricht der Legendre-Transformation

P

G
Damit konnen wir auflosen:
f(0®) + Pv* = f(v°) + Pv”®

und wir erhalten das Ergebnis:

f(7) = f(v*) = =P’ — ") (5.3)

Dies nennt man auch die MAXWELLsche Tangentenkonstruktion:

f* <v<®,T) = f(va)+M~(v—v°‘)

vl — e
v — v v — ¢
_ ay . By . 5.4
J) - S ) S (5.4)
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fon,

Abbildung 5.4: Die freie Energiedichte

dies nennt man auch die ,,Levor rule® Bemerkung:

e Die drei Abschnitte der VAN-DER-WAALS freien Energie im Koexistenzbereich A,
B und C sind unphysikalisch.

e B verletzt mit Ky < 0 thermodynamische Stabilitétskriterien

e A entspricht einer iiberhitzten Fliissigkeit, C einem unterkiihlten Gas. Beides sind
nur metastabile Zustinde.

[D] Kritische Punkte und kritische Fluktuationen

Allgemein spricht man von kontinuierlichen Phaseniibergéngen, d.h wo % stetig und stetig
differenzierbar ist. Sie sind gekennzeichnet dadurch, dass die 2 Phasen ununterscheidbar
werden. Dies bedeutet fiir eine einfache Substanz, dass am kontinuierlichen Phaseniiber-
gangspunkt die beiden Variablen P und T nicht nach s oder v aufgelost werden kénnen.
Die Funktionaldeterminante J verschwindet also:

oP T
d(=s) O(-s) PT
0=J =det = ‘ OPT) in Matrixschreibweise (5.5)
P T 8(—81})
ov v

Um nun P(s,v) und 7'(s,v) nach v(T,P) und s(7',P) aufzulésen, haben wir:
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_os o . or  or
8(-81)) B OP 0P B ( a(PT) ) B 1 Ov Os
(9(PT) _0s v 8(—5@) g _ 0P _ 9P
or  oT ov Js
oG &Cj 32
1 oPOT oT G
— _ == 1 (56)
N 9%G 892G a(PT) ‘N

T 8T T 9PaT

Die Matrix der zweiten Ableitungen divergiert also fiir T — T},;;. Ebenso divergiert die
isotherme Kompressibilitit, was wir im Folgenden zeigen wollen:

_ >

vV
Abbildung 5.5: Isothermen um den kritischen Punkt
o 1 oV(T,P,N) 1 ow(T,P) 1 dT(sw) 1 1 (5.7)
v oP v 0P w] 9s  w] 20y '

Der letzte Term ist proportional zu % und %

e Die Definition eines kontinuierlichen Phaseniiberganges léasst sich somit iiber die
Divergenz der Funktionaldeterminante der zweiten Ableitungen (oder auch thermo-
dynamischen Suszeptibilitédten) durchfithren. Am kontinuierlichen Phaseniibergang
reagiert das System sehr sensibel auf kleine Stérungen.

e Ky — oo fir T — Ty, bedeutet, dass die Dichtefluktuationen dp(r) = p(r) — (p(r))
bei T' — T}, stark anwachsen, weil

1 s 11
kN N = e v
B 1 3 1 . 3 _

— o [ o) = e [ @) -1+

- [ & d¥ (3p(r)op(r'))

R =
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Die thermodynamischen Ableitungen sind also iiber ein Fluktuationsdissipations-
theorem mit den Teilchenfluktuationen verbunden. Sie divergieren fiir T — Tj.;,
weil g(r) nicht schnell genug auf 1 abfillt, also die Korrelationen langreichweitig

werden:
/d3rg(7‘)—1:oo

Wird die Korrelationsldnge verwendet, um das Integral dimensionslos zu machen,

so gilt:
’ 1
ot =g [ e (g) -
mit dem Skalengesetz

r 3 c

1 als Dichte von fluktuierenden Regionen der Grofie ¢ betrachten kann.

wobel man :

e Bedeutet kK — o0 also, dass die Korrelationslidnge & — oo divergiert, so sind Regio-
nen korreliert, die beliebig weit entfernt sind. Es bilden sich also grofier und grofler
werdende fluktuierende Dichte-Regionen, was sich bildenden Blasen und Tropfchen
entspricht. Die zugehorigen Strukturfaktoren sind damit:

Sy=1+n- / d*r e (g(r) — 1) = 14+ n&®- / &g ¢@0(5) . (G(r) —1) = 1+ n& - S(¢€)5.9)

Am kritischen Punkt tritt aso eine sehr starke Lichtstreuung auf (kritische Opales-
zenz,)

Weitere Bemerkungen:

e Die Divergenz von ¢ ist der Grund dafiir, dass kontinuierliche Phaseniibergénge
verstanden sind.

o Weil ¢ viel grofler als die molekularen Léngenskalen ist, konnen vergroberte Be-
schreibungen verwendet werden, in die nur die Eigenschaften von vielen Teilchen im
Volumen V4, €ingehen. Dabei muss gelten:

q3 << ‘/vCO(l’f’SE << 53

Das fiihrt uns sogar auf ein allgemeines Prinzip, dass wichtige Eigenschaften und
Phénomene an kritischen Punkten universell sind und nur von Symmetrien und
anderen ganz allgemeinen Daten wie der Raumdimension abhédngen, was man heut-
zutage versteht und einfache Modelle damit ermdoglichen kann, die die Physik der
vergroberten Beschreibung richtig machen, obwohl sie molekular véllig falsch sind.

5.2 Perturbative Niherungsverfahren

Diese Entwicklungen sind weniger fiir den Bereich des kritischen Punktes gedacht als fiir
den Bereich niederer Dichten bzw. hoher Temperaturen.
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5.2.1 Das Potential der mittleren Arbeit
[A] Modell und Konfigurationsraum

Wir betrachten ein klassischen System von N Punktteilchen mit dem Wechselwirkungs-
potential U, so dass die Hamiltonfunktion

N

2
D;
H({r},{p}) = H"p") = ) o=+ U@")
in der kanonischen Gesamtheit bei T = @ mit der freien Energie

1 _ v ph
F(T,V,N) = —kgTIn Z(T,V,N) = —ksTIn (N'—hw . / d¥r d¥p e PHC" ))

Da die Impulse klassisch immer nach MAXWELL-BOLTZMANN verteilt sind, kénnen wir
sie ausintegrieren. Dies liefert uns die thermische Wellenlénge

B 27 h?

N kaT

wobei A3, < 1 sein soll, wenn man klassische Physik betreiben méchte.

At

1

Bis auf den Vorfaktor )\ESN ist in der klassischen Physik alles durch e #Y festgelegt. Zum
Beispiel ist der Druck eindeutig gegeben durch:

_OF 0 N _BU
P—av—k‘BTavln/d re

Fiir das ideale Gas (U = 0) folgt also:

: , 1 Ve \V
iG ig _ N — -
F" = —kgThh 7Y = —kgTIn (N!X%N V ) = —kgTn (N)\?}) (5.11)
Die letzte Umformung wurde nach STIRLING durchgefiihrt. Nun lésst sich fiir U # 0 die
freie Energie schreiben als:

. 1 .
F =F¢% _kgTln (W : / dr eﬁU) = [  fhond (5.12)

Dieses Integral wird im Konfigurationsraum ausgefiihrt und das zugehorige F' nennt man
deshalb auch Konfigurationsanteil. Analog ist die Zustandssumme

. 1
Z=2%2F mit 28 = o5 / d"r e Y
Dies erlaubt uns, ViNe_ﬁU als nichtnormierte Wahrscheinlichkeitsdichte anzunehmen. Da-
durch ist namlich die Wahrscheinlichkeit gegeben, dass das System im Volumenelement

dVr = [1Y dr; um den Ort {r,} vorliegt. Die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte lautet:
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Py 1w (5.13)
r — = —.¢ .
. [ dre U Zy

[B] Reduzierte Wahrscheinlichkeitsdichten im Konfigurationsraum

Ausintegration aller Teilchen bis auf wenige (ein oder zwei), die festgehalten werden.
Das liefert uns die reduzierten Wahrscheinlichkeitsdichten.

e Halten wir zuerst ein Teilchen fest: r; = r, dann ist

N

W)=
: (r)_defefﬁU

/ dry dry ... dry 6_6U|I1:£

Also alle Teilchen aufler dem ersten werden ausintegriert. Prinzipiell ist es eigentlich

vollkommen egal, ob man jetzt nun das 1. Teilchen oder ein beliebiges Teilchen

festhélt. Daher rithrt der Faktor IV, da jedes beliebige Teilchen am Ort r sein kénnte.
f dN—lE e—ﬁU B f dNE 5(& _f) e—,@U

W) = R

Im homogenen System gilt erstaunlicherweise fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte:

N
e Wir wollen nun zwei Teilchen festhalten, das Erste am Ort r; und das Zweite am
Ort r,.
dV 2y eV
(2)7’7":N-N—1-—f =

Die Argumentation geht genau wie beim Einteilchenfall, der Vorfaktor (N — 1)
rithrt daher, dass es prinzipiell egal ist, ob das Zweite Teilchen nun Nummer 2 oder
Nummer 192 ist. Im homogenen System gilt nun wieder:

V o
PPy = n(N—-1)- Zy / R
1

o glr—r") = plr—1r) (5.15)

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte entspricht der Paarverteilungsfunktion, die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Teilchen in dr sitzt, wenn ein anderes am Ursprung sitzt.
Das fithrt uns auf

2og(r—1) (5.16)
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Wir haben also das Resultat, dass

N2

g(r—1') = 7o / AV P e
angibt, wie Teilchen 1 zu Teilchen 2 liegt, wenn alle anderen Teilchen fluktuieren und mit
Teilchen 1 und 2 wechselwirken.

[C] Satz zur reversiblen Arbeit

o I L ¢
—_— D < 00
( 3§ 7 :

k—__,—

—

Abbildung 5.6: Kréfte auf die zwei Teilchen

Die leicht messbare Arbeit W (Ar,T,N,V'), zwei Teilchen quasistatisch von unendlich zum
Abstand Ar = r — r’ zu bringen, ist gegeben durch

g(Ar) = e AW(AT) (5.17)
Der Beweis ist einfach iiber das Aufintegrieren der mittleren Kraft zu fithren.

( 3U(£N>> = J " - g_zUleiﬁUhl:LKg:z’
or, S aV?r e P —
Wichtig ist, dass das Potential U alle N Teilchen enthélt und sowohl die Wechselwirkung

zwischen Teilchen 1 und 2 also auch die zwischen allen anderen Teilchen beriicksichtigt.
Die mittlere Kraft ist somit:

<_5U(KN)> 1 3%1 / d¥2r el P B
atl ﬁ f dN_zf 6_5U|£1:L£2:£'

=

0 N-2
_ —BU
a_ﬁl 1n (/ d re ’£1=L£2:£’
Lost man dieses auf, erhélt man:

1 V2 1
= i In (—/ " e_ﬁU‘H:Tﬂ"z:T/) = B ai Ing(r —1')
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Der Gradient von In g(r — ') ergibt die mittlere Kraft gemittelt iiber alle Teilchen.

" oUu
Ing(r) = _ﬂ/_ df<a_7,1>‘£1=£,£2=0 = —BW(r,T,V,N) (5.18)

Bemerkungen:

e W(r) heiBt auch , Potential der mittleren Kraft“

e Die Zustandsgleichung folgt zum Beispiel iiber die Kompressibilitét

ﬁ%_ (1+n-/d3rg(7’)—1)_1 ot

n

e Fiir geladene Teilchen ist die Molekularfeldndherung W, (r) = g.¢(r) fiir ein Teil-
chen mit der Ladung ¢, und dem elektrischen Potential ¢(r), welches aus den La-
dungen berechnet wird, eine gute Ndherung.

e Auf analoge Weise lassen sich mittlere Krifte bei weiteren quasistatischen Prozessen
aus eingeschriankten Zustandssummen oder freien Energien bestimmen. Betrachten
wir zum Beispiel zwei Teilchen mit Abstand h und Teilchengréfie a, so ist der Kon-
figurationsanteil gegeben durch:

1 _
Frer (W T NV) = —kgTIn <VN_2 : / d¥r 8(r)) 6(ry — (h + 2a)z) - e ﬁU)

Dies ist iiber N — 2 fluktuierende Teilchen gemittelt. Die Kraft ergibt sich iiber

o 1 L, oU o
F, = In VN2'/ dN 2£ € ﬁU|r1=0,r2=(h+2a) = <§>|T1=0,r2:(h+2a) = T3 Fk f(h,T,N,V)
22

Oh oh
Im Grenzfall a > h, also Teilchen zu Wéanden werden, ergibt sich die Relation:

FIP _ 10 konf _ 9 konf _ N

5.2.2 Die Virialentwicklung

Wenn Teilchen nur paarwechselwirken, d.h.

N
1
U(r™) = §ZU(\& — 1)
1,J
dann gilt fiir den starken Verdiinnungsfall % =n—0

Wi(r) — U(r) + O(n)

weil fiir n — 0 keine anderen (i j, 2) Teilchen die Wechselwirkung zwischen Teilchen 1 und
2 beinflussen.
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-1
2PN éf;”) _ (1 +n / Er (e=00) _ 1) 4 O(n2)> —1+2Bm+0(n®)  (5.19)

Dieses By nennt man zweiten Virialkoeffizienten und diese Entwicklung nennt man Vi-
rialentwicklung:

BP(T,n) = n+ Byn* + O(n?) (5.20)
Sie ist eine allgemein giiltige (unabhéingig von u(r)) Niederdichte-Entwicklung, sofern

By < oo ist, das obige Integral also konvergiert. Dies ist zum Beispiel nicht der Fall bei

geladenen Systemen, bei denen krumme Potenzen von n auftauchen. Ausgeschrieben sieht
der Virialkoeffizient ndmlich so aus:

1
B, = —5/ d3r (e7Fu) — 1) (5.21)

Im elektrostatischen Fall, bei dem die Integration iiber % behilft man sich wie in Aufgabe
73 mit Entwicklungen wie:

BP =n(l—k:’n) =n—+n

Bemerkungen zur Virialentwicklung:

e Eine Abschitzung von B, mit Annahme fiir u(r) mit einer AbstoBung fiir kleine

r < o wegen der Undurchdringbarkeit der Teilchen und einer kurzreichweitigen
Attraktion wie z.B beim LENNARD-JONES-Potential zum Beispiel mit

uh A et in
‘!
=~': ,/\
| _.’I
‘| [T /
|
;‘\ ~ J >r E ;— >'
e - 4'___.._....!:'

Abbildung 5.7: Potential und Virialkoeffizient

B %%ﬂ ’ k:aT
. - , B

wobei b der Beitrag zur Repulsion ist und a der Beitrag, der von den Attraktionen
kommt:

_ kgT
2

Uber der Temperatur aufgetragen sieht das Ganze dann so aus:

a d3r (e P4 — 1)
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/ -

/.’

/

Abbildung 5.8: Virialkoeffizient

e Damit folgt fiir den Konfigurationsanteil der freien Energie:

achmf

av == —k’BT BQTZQ + O(’I’L3)

Beriicksichtigen wir nun noch den Anteil des idealen Gases:

ﬁmwmoz@ﬂw<mN%+BJme+mM0 (5.22)

Ve %

e Mit der ad-hoc Nédherung fiir kleine Werte, dass

erhélt man die freie Energie nach VAN DER WAALS:

)\3
F =kgTN - (m nAr )> — anN (5.23)

e(l1—0bn

welche eine giiltige Ndherung auch fiir groflere n, abr eine Molekularfeldnédherung
ist. Die Annahme dahinter ist, dass der Druck fiir groffer werdendes n anwéchst.

5.3 Selbstkonsistente Variationserfahren

5.3.1 Molekularfeld-Theorie
[A] Gibbs-Bogoliubov-Feynman Ungleichung

Um zwischen verschiedenen Phasen die thermisch stabilen auswéhlen zu koénnen, ver-
wenden wir die Minimalitét der Freien Energie (siehe § 2.4.4) mit dem Dichteoperator im
thermischen Gleichgewicht p im Vergleich zu anderen ,freien Energien“ von Nichtgleich-
gewichtszustéanden:
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Flp] < F'lp'] =Sp (p'(H +kgTnp')) = (E) = T(S)’

Das p’ gehort nicht zu einem thermischen Gleichgewicht und ist im Grunde genommen
vollig beliebig, wenn es nur normiert ist und den selben Mittelwert (H) = (H) hat.

e Die vertraute Losung p = %G*BH ist am Phaseniibergang und darunter (7" < T¢),
wenn Phasenkoexistenz vorliegt oder das System geordnet ist, nicht eindeutig. Es
héngt trotz thermodynamischem Limes von Rand- oder Anfangsbedingungen ab.

e Die sogenannte Molekularfeldtheorie sucht nun p’, die die rechte Seite minimieren
und folgert daraus p und F[p]

Annahme: Verwenden wir ein p’, welches nicht wechselwirkende Teilchen in einem effekti-
ven Feld, welches durch Mittelung iiber die anderen Teilchen entsteht. Man nennt dieses
Verfahren ,mean field theory* oder einfach kurz MFT.

N

o =1 pmrr(rp,) (5.24)

=1

Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeiten unabhéngiger Teilchen werden multipliziert, wobei

. 1 _gH ‘
pMFT(Z) = ZMFTle BHMFT(T;:p,)

Die Zustandssumme Z,;pr ist die Normierung des Dichteoperators eines Teilchens.

N

Flp] < F'lomrr] = Sp (H purr - [H + kpT(=NIn Zypry — 5NHMFT)]>
i=1

= —/{ZBTN In ZMFT,I + <H - NHMFT>MFT (525)

Die Mittelung wird natiirlich mit dem p’ = [[ parpr(i) durchgefithrt. Damit gilt also die
sogenannte Gibbs-Bogoliubov-Feynman Ungleichung;:

Flpl < Fypr + (H — NHyrr) vrr (5.26)

mit Fypr, der freien Energie in MFT-Niherung und der linearen Anderung der Energie
zur MFT.

Bemerkungen:

e Man wahlt H;pr so, dass er ein einzelnes Teilchen beschreibt. Dann minimiert man
die rechte Seite durch Anpassung der Parameter von Hypr.

[B] Die Selbstkonsistenzforderung

Ein Ansatz fir Hy pr wird so gewéhlt, dass ein wichtiger Mittelwert einfach mit pypr
berechnet werden kann. Hierbei hat man viel Spielraum fiir physikalische Intuition. Da
dieser Mittelwert in der Gleichung fiir das Minimum von F’[pypr| auftaucht, erhdlt man
geschlossene Gleichungen. Dies nennt man sebstkonsistent.
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5.3.2 Anwendung auf das Ising-Modell
[A] Modell

Dies ist eine Erweiterung des Modells paramagnetischer Salze durch Mitnahme von Paar-
wechselwirkung zwischen den Spins.

= ——ZO’ZUJ BZO’Z

[¢,4]
wobei jedes dieser ; 1 oder -1 sein kann. Die eckige Klammer bedeutet, dass nur Nédchstnachbar-
Wechselwirkungen beriicksichtigt werden. Im quadratischen Gitter ist 2 = 4, im kubischen
ist z = 6, wihrend bei der Spinkette z = 2 ist. J > 0 favorisiert parallele Spins, J < 0
antiparallele Spins und der Faktor % kommt daher, dass wir jede Wechselwirkung nur
einmal zdhlen wollen.

[B] Weillsche Molekularfeldtheorie

Der MFT-Ansatz verwendet unabhéngige Spins im Magnetfeld b, welches im Variati-
onsprinzip optimiert wird.

HMFT(Z) = —bO'Z'

Der Mittelwert eines einzelnen Spins gibt dann eine der beiden Selbstkonsistenzgleichun-
gen. Die Zustandssumme eines Spins ist:

1
Znrr) = Z eBboi — oBb 4 o—b

oi=—1
Der Mittelwert eines Spins ist nun
1 - b el — =P
<O'> = Zoirr Ugl o;e”’?" = tanh ﬂb = m (527)
Die Bestimmung der Freien Energie
Fypr = —kgTlZypp, = —NkgTln(e™ + ™)
N<HMFT> = _Nb<U>MFT = —Nb<0'>
N
(H)mrr = )N H Zeﬂb‘” N —= Zaloj BZol (5.28)
MFT,1) =1\ 5 ]

J
§ b = _NB(o) — =Nz(o)?
— ole (o) 5 z(o)

S LR
In dieser Gleichung ist 2 die Zahl der Nachbarn, also 2 in einer Dimension.  ist also die
Zahl der Paarwechselwirkungen. Wichtig war die Annahme unabhéngiger Spins. Damit
ist also
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% . Flparrr] = _% In (e + ¢®) — (%z(o)Q +(B- b)(a>) (5.29)

Minimieren von F’(b) mit effektivem Feld b als Variationsparameter

OF'(b) eBb _ o= ol
0= ob  e—Bb L ebb — (o) + (Jz(o) + (B=1))) - =
(o)
Damit ist
b= B+ Jz(o) (5.30)
was in einer Reihe steht mit der selbstkonsistenten Gleichung
(o) mpr = tanh Bb (5.31)

Bemerkungen:

e Das Ergebnis ist ein effektives Feld, dass sich aus dem externen Magnetfeld und
dem Feld der Nachbarn zusammensetzt mit der Ndherung, dass jeder der Nachbarn
die mittlere Magnetisierung (o) = &£ tréigt.

e Dies vernachléssigt die Fluktuationen der Nachbarn, die nicht notwendigerweise
o; = (o) aufweisen

e Dadurch liegt nahe, dass die Nécherungen der MFT oder der Molekularfeldtheorie
erst richtig gut werden, wenn man viele Nachbarn beriicksichtigt.

e Die Gleichungen (5.31) und (5.30) geben eine nichtlineare Selbstkonsistenzgleichung
fiir (o) mit Losung am Minimum (o) = m = 4%, der Magnetisierung pro Teilchen.

e Im Minimum (o) = m gilt also:
/ / N J 2
F(T,B,N)< F,. (T,B,N) = F'lpyrr] = ~5 In (2 cosh(B(B — Jz(0)))) + 5Nz(a> (o) =R-32)
[C] Spontante Symmetriebrechung

Die selbstkonsistenten Gleichungen fiir m(B) lassen sich zusammenfassen zu

m = tanh (3(B + Jzm)) (5.33)

Diese Gleichung hat unterschiedliches Losungsverhalten (zeigt Bifurkation) fiir ein exter-
nes Feld B = 0. Definieren wir noch die kritische Temperatur
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Abbildung 5.9: Losung der selbstkonsistenten Gleichungen

dann koénnen wir grafisch 16sen
Es gilt hierbei:

. T . kB . T .

(o) = @ = Em = Ter mit T
Aus den beiden rechten Grafiken erkennt man die minimalen F’, welche zu einer endli-
chen Magnetisierung |mg| > 0 gehoren. Fiir T' > Ty, gibt es nur eine Losung (m = 0) und
fiir T < T}, gibt es mehrere Losungen und die minimalen besitzen eine endliche , spon-
tane“ Magnetisierung |mg| > 0. Die spontane Magnetisierung ist also ein sogenannter
Ordnungsparameter:

> 1

Abbildung 5.10: Losungen bei von 0 verschiedenem Magnetfeld

Zur Zusammenfassung konnen wir die folgende verdeutlichende Grafik angeben:

Abbildung 5.11: Magnetisierung in Abhéngigkeit von B und T

Man sieht einen Koexistenzbereich zweier Phasen auf dem rechten Bild. Geben wir noch
ein Phasendiagramm B(T') der intensiven Variablen an:

Den Beweis fithren wir durch Taylorentwicklung in der Nahe von T}, weil dort m fiir
B — 0 klein wird. Mit

T =T 1

Tk'r JZﬁ un ﬁ

machen wir eine Taylorentwicklung von

t
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M

Ferro ‘

Abbildung 5.12: Phasendiagramm

m
=tanh [ B+ ——
m an ( +1+t>

Dalfiir bietet sich an:

1
tanhx =z — gxs + O(a2°)

Es folgt nun:

. m 1/ -~ m 3
=B4+——-|B+— O
m=Pt I 3( +1—|—t)+
und daraus ergibt sich fiir das Magnetfeld:

A t 1
B = T3 5
—1—|—tm+ 3m —l—(’)(m )

Fiir die kritische Isotherme (T' = Tj,) gilt die Proportionalitit B oc M? mit § = 3:

BB = -m?

131

(5.34)
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Fiir T' > Ty, ergibt sich:

1
m — ZﬁB(l + O(t))
also eine Suszeptibilitat

o) N 1
~ 9B T T YT -1,y

mit v = 1. Dieser Zusammenhang heifit CURIE-WEISSsches Gesetz fiir nichtwechselwir-
kende Systeme. Nun betrachten wir noch Temperaturen T' < T}, bei B = 0:

0=m(t(1+ O(t)) + %mQ)

hat eine Losung m # 0 nur fiir ¢ < 0. Diese entspricht dem zuvor diskutierten Ordnungs-
parameter im Ferromagneten:

mo = :i:\/ —3t + O(t)
Damit haben wir also den Zusammenhang mit 3 = %

M o (Ty. —T)°
Fiir Felder B > 0 gilt:

m = mg+ om

und wir haben die Suszeptibilitat:

_('3N5m| N 1
X= o P T T Y (T, — 1)

Die Divergenz ist symmetrisch beziiglich der T}, —T" Abhéngigkeit, da hier ebenfalls v =1
gilt.

Fazit:
Fir T' < Ty, haben wir einen Phaseniibergang erster Ordnung, da M = —g—g springt.
Bei T' = T}, haben wir einen kontinuierlichen Phaseniibergang, wo allerdings x = —%

divergiert. [D] Thermodynamik

F'({0)) ist eine Nichtgleichgewichtsfunktion, sie wird auch LANDAU-Funktional genannt,
ihr minimaler Wert
FI

min

= FI’<0’>:T)’L = me(TaBaN)
ist eine obere Schranke fir F(7,B,N). Zum Verhalten fir B — 0 bei T' > Ty, gilt:

m — xB = F . — —NkgT-(In2+ yB?)

also eine glatte Funktion fiir B — 0. Geht T" gegen Ty,, divergiert die Kriimmung bei
B =0, da Y — oo geht, denn y — oco.
Betrachtet man Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur, also T" < Ty, so gilt:
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m — +-+x'B fir B>0
m — —-+YB fir B<0

Wir haben also einen Sprung in der spontanen Magnetisierung. Die freie Energie ist damit

F.
FCYLZTL

min

— —N]{}BT'(— (

f(m§) — (x)'B) fir B>0
e NkgT - (—f( 'B

mg) — (

m2) + (x)B) fir B <0
F) .. ist also nicht analytisch fiir Temperaturen unterhalb T}, mit Sprung in der ersten
Ableitung fiir T' < T}, und mit ¥’ — 0o, wenn man gegen die kritische Temperatur geht.
Wir haben also einen kontinuierlichen Phaseniibergang bei der kritischen Temperatur.
Zur GiBBsschen freien Energie G(T,M,N) = N - g(t,m) als Funktion von m. Sie folgt
durch eine Legendre-Transformation:

F..(T,B)
t — min )
g( 7m) N
wobei m(T,B) iiberall nach B(T,m) aufgelost werden kann auBer bei der kritischen Tem-
peratur wegen ‘g—’g — 0.

Abbildung 5.13: Maxwell-Konstruktion fiir die Gibbssche freie Energie

[E] MFT Skalengesetze

Die fithrenden anomalen Abhéngigkeiten der Mittelwerte und thermodynamischen Ab-
leitungen fiir T" ~ T}, folgen auch aus folgender skalenform des singuldren Anteils der
freien Energie :

F(T,B,N)

~ = f¥"(T,B) + langweilige Funktion (5.35)

mit ¢ = % und B = 3B geniigt

. B
fszng(TaB) = t2f> <|t|3> T> Tk:r
2
s, 2 B
f g(TaB) =1 f< |t|é T < Tkr
2
mit den Funktionen
folz—0) = —cs —la®+ ...
fol@—0) = —co—ca—dcla®+ ..

(5.36)

Bemerkungen:
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e Funktionen einer Variable z = % geniigen, um das Phasendiagramm 7',B zu be-
2
schreiben.
. .
AR s T
oB2'"P=C T N T P ax T
. . .
6fszng t afsmg

B—=0)=—t|gg=—— L |
m(B —0) OB 50 Ik a:::' 0

wir haben also fiir die Magnetisierung:

m = 0 fur T >1T,,
m o =t fir T <Ty,
(5.37)
. .
a sing
Damit die richtige kritische Isotherme folgt, muss die rechte Seite unabhéngig von
t werden.

W=

B\ B
t' :a—:B
V1] ( ) e

2] 3

wenn ¢ gegen 0 geht. also ist

m(B,Ti) = /] - ——=c" — B3

5.4 Isingartige Phaseniiberginge

Diskussion der kontinuierliche Phaseniibergéinge des Ising-Modells anhand der Weiischen

MFT.

5.4.1 Existenz geordneter Phasen

Wie die exakte Losung der Ising-Kette (d = 1) zeigt, ist die Vorhersage der MFT manch-
mal falsch. PEIERLs Argument, das MERMIN- WAGNER-Theorem zeigen, dass es zwei kri-
tische Dimensionen gibt. Es gibt die untere kritische Dimension, unterhalb derer es keine
geordnete Phase fiir Dimensionen d < d,,. gibt. Die untere kritische Dimension beim
Ising-Modell ist z.B. 1. Und es gibt eine obere kritische Dimension, unterhalb derer die
MFT qualitativ richtig ist, also die Exponenten etc. richtig liefert. Fiir das Ising-Modell
ist diese Grenze 4. Fluktuationen, also dass die Nachbarspins ungleich dem mittleren Spin
(o) sind, sind relevant fiir d < dp,.



5.4. ISINGARTIGE PHASENUBERGANGE 135

5.4.2 Spontane Symmetriebrechung

Die reversible Arbeit (siehe § 5.2.1), die Magnetisierung quasistatisch auf den Wert M
einzustellen: Die eingeschrinkte freie Energie:

AwquaN):—@Tmedm&M>w@):/Mdegﬁgz/MdM%me>

(B) ist hier das mittlere Feld aus externen und internen Spinbeitrégen.

Abbildung 5.14: Arbeit als Funktion der Magnetisierung

Der Energie-Unterschied zwischen up und down kommt vom externen B-Feld. Er geht
gegen 0, wenn auch das Feld heruntergefahren wird. AFEp verkniipft mit den Grenz-
flichen, wenn kleine Doménen von (|]|]) nach (1717) geklappt werden. Wenn man sie
nacheinander umklappen, haben wir eine Energiebarriere zu iiberwinden, dadurch dass
sich eine Grenzfliche bildet. Diese skalieren wie eine Fliche mit N3 in drei Dimensionen.
Im thermodynamischen Grenzfall wird AEg — oo. Wenn zuerst B > 0 war, ist also
selbst beim Setzen von B = 0, die Barriere zu hoch, dass M nach M < 0 fluktuiert.
Dies bedeutet, dass e ?# nicht so einfach fiir T < Tj,. Daraus folgt dann sofort, dass im
thermodynamischen Limes die freie Energie

Fmam:/ﬁMAwmng)

nicht analytisch wird. Wir haben also den Sprung der spontanen Magnetisierung;:

0E .
6_B —  +M, fir B>0
oFE .
a_B — _MO fir B<O0

und es gilt die WiboM-Skalenhypothese:

sing _ 42—a E
F59(T B) =t f<ﬁm> (5.38)

fiir den singuléren Anteil der freien Energie mit o = 0,110 und A = 1,565 in drei Dimen-
sionen.

5.4.3 Universalitit
[A] Ising-Modell-Gittergas-Abbildung
Das vergroberte Dichteraster mit
@ v, <&

das eingefithrt werden kann, weil £ sehr grof§ ist bei T' ~ Ty,, kann auf das Ising-Modell
abgebildet werden.
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Abbildung 5.15: Vergrobertes Dichteraster

Dies kann man machen, indem man n; = %(1+U,~) auf 1 setzt, wenn es etwas dichter ist und
auf 0 setzt, wenn es etwas diinner ist. Dann haben wir die groBkanonische Zustandssumme:

Z(TpV) =Y e PeXpamminiim) (5.39)
=0,1

wobei der erste Term im Exponenten die Absenkung der Energie darstellt, der auftritt,
wenn zwei dichte bereiche benachbart sind.

[B] Universalitéitsklassen

Bei den Zusammenhéngen zwischen vergroberten Modellen, die in der Néhe kontinu-
ierlicher Phaseniiberginge moglich sind (wegen riesigem &) , iiberleben nur wenige Ei-
genschaften wie z.B Dimension und die Zahl der Ordnungsparameter. Daraus folgt zum
Beispiel der Gas-Fliissigkeits kritische Punkt, er liegt in der Ising-Klasse.
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Abbildung 5.16: Gas-Fliissigkeits-Koexistenzkurve

Zum Schluss geben wir hier noch eine Tabelle kritischer Exponenten an:
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u(= 3 1355"13_/ S lE. frr&&-\«.mt{ub

Table 1.2, Values of critical exponents

Xe By Bebrass 1He Fe Ni \
D 2 3 3
a <02 0113+005 0.05+06 -0.014+.006 —0.032.12 0.04+.12 s
B 0.35+.015 0.322+.002 0.305+.005  0.34+.01 0.37x.01  0.358+.003
Y
8
n
v

0 iy ujspdf-rzw.
Deamsnsion
1345 12394002 125402 133203 1.33:015 1.33+02 {

4258 485403 3.95+a5  4.3k1  4.29+06 3

0141 0.017+.015 0.08+.07  0.021+05  0.07+.04 .041+.01 ¢
~057 0.625+006 0.65+02  .672+.001  0.69+02  0.64x.1 0 .E3¢

qes  fat- Lle- ]
i £ co v
Féoss. MSh j 9

Fevvomegnet
|

Abbildung 5.17: Kritische Exponenten
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