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Prasenzaufgaben

27. Korrelationen von unabhéngigen Spins
Wir betrachten ein idealisiertes System von N unabhéngigen Teilchen mit den Spinzusténden
0; = £1 in einem isotropen Ising Modell.

a) Berechnen Sie zunichst generell (o;) und ((dc;)?), wenn die Gesamtmagnetisierung im
Mittel den Wert M annimmt.

b) Zeigen Sie nun, dass die Korrelationen K;; = (do;00;) dem folgenden Ausdruck
entsprechen:

Kij = (0i0;) — (0:)(0;)-

¢) Uberzeugen Sie sich, dass sowohl in der kanonischen als auch in der mikrokanonischen
Gesamtheit Py(0102) = Pi(01)P(02) ist. Welche zusétzliche Annahme muss dabei fiir die
mikrokanonische Gesamtheit gemacht werden? Was bedeutet dieses Ergebnis fiir die
Korrelationsfunktion K;;?

28. Korrelationsfunktionen in Polymerketten
Polymere werden im einfachsten Fall als Ketten von einzelnen Bausteinen (Monomeren)
beschrieben.

a) Nehmen Sie eine Kette mit konstanter Gliedlange L, deren Bestandteile keinerlei
Wechselwirkung zeigen, sich also vollig ungehindert bewegen konnen. Was ist an diesem
Modell grob unphysikalisch? Begriinden Sie, warum die mittlere Gesamtlinge (R) = 0.



b) Mit einer homogenen Winkelverteilung kann man die Mittelung fiir eine Grosse f(19, ¢)
als Integral schreiben:

o) =5 [ de [ dosinars0.0)

Wir sind aber interessiert an f ({;, ¢;}), das heisst einer Grosse, die alle 2N Winkel
U, i einer Kette miteinbezieht. Finden Sie einen Ausdruck fir (f ({9;, ¢;})). Wir
definieren die Segmente

~
0

r; =P, — P, ; = Lsin(?;) (Cos(gpi)i + sin(cpi)3> + L cos(¥;)k.

Berechnen Sie sowohl (R({d, p})) als auch (R({d, p})?).

c¢) Realistischer ist es, die Bewegungsfreiheit der Ketten ein wenig einzuschrianken. Das
gelingt, indem man den Winkel zwischen Nachbarbausteinen auf ¢ festlegt (siehe
Abbildung). Uberlegen Sie sich, dass nun der Korrelator (r;-r;) = L? (cos(9))" ! Finden
Sie in diesem Modell der sogenannten frei rotierenden Kette einen Ausdruck fiir (R?).
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29. Korrelationsfunktion des Isingmodells (6 Punkte)
Im Ising Modell in einer Dimension ist die Korrelationsfunktion definiert durch:

G(i,7) = (5:95) = (Si)(S;),

wobei die S; als klassische Variablen interpretiert werden konnen, die die Werte S; = +1
annehmen. Zeigen Sie, dass gilt G(i,7) = (5:9;), d. h. (S;) = 0.

a) Zur Vereinfachung soll G(i, j) ohne Magnetfeld berechnet werden, wozu eine
Verallgemeinerung des Ising Hamiltonian verwendet werden kann. Die Verallgemeinerung
besteht darin, verschiedene Wechselwirkungsstéirken zwischen den Spins anzunehmen:

H=-Y JSSi.

Bestimmen Sie die Zustandssumme fiir diesen Hamiltonian mit der Technik, die in
Aufgabe 26 Verwendung fand.

b) Zeigen Sie

G(ii+1) = agj- In(2)

und damit G(i,7 + 1) = tanh(3J;). Diskutieren Sie die Temperaturabhingigkeit.




c) Zeigen Sie

. 1 0 0
GO+ 2) = 2 557 a5,

und damit, dass G(i,7 + 2) = tanh(3J;) tanh(5J;41). Verallgemeinern Sie diese
Rechentechnik, um G(i,7 + j) zu bestimmen, und setzen Sie letztlich alle
Kopplungskonstanten J; = J gleich, um die Korrelationsfunktion im urspriinglichen
Ising—Modell zu finden.

G(i,i+j) = (tanh(3J)).

Diskutieren Sie den Abfall von G als Funktion von j.

30. Spinwellen (II) (6 Punkte)
In Aufgabe 14 wurden einige Eigenschaften des Grundzustandes und niedriger angeregter
Zustande der eindimensionalen Heisenbergspinkette berechnet. Die angeregten Zustédnde
wurden als Spinwellen bezeichnet, und sollen in dieser Aufgabe durch ihre
Korrelationsfunktionen charakterisiert werden. Der Hamiltonoperator lautet:

N
H=-A E O, Onil
n=1

Figur 1 skizziert den Grundzustand (alle Spins zeigen nach oben), und einen (angeregten)
Spinwellenzustand.
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a) Sei |1),) der Zustand, in dem Spin n nach unten zeigt, und

x) = Z n|tn)

der Spinwellenzustand mit Wellenvektor k; sieche Aufgabe 14 (c-d). Bestimmen Sie die
mittlere Magnetisierung der Spins, (6,,), in diesen Zustanden.

b) Die 'transversale Spinkorrelationsfunktion’ sei definiert durch:
Com = (Uil - o br) = (elogoy + 0,0, ).
Zeigen Sie, dass diese Korrelationsfunktion mit dem Abstand (n — m) abféllt gemaf:

2J
N cos(ka(n —m)),

wobel a der Gitterabstand ist.

31. Fluktuations—Dissipations Theorem (6 Punkte)
In Aufgabe 9 wurde die folgende Operatoridentitit gezeigt:

d

- exp(A(N)) = /0 dx eXp(a:A()\))% exp((1 —x)A(N)),

welche fiir einen beliebigen Operator A()\) gilt, der von einem Parameter A abhéngt.



a) Zeigen Sie, dass obige Beziehung #quivalent ist zu:

i —BHA() _ _/ﬁ d¢ iH (ﬁf) —BH)
ax" A ax c

wobei die Zeitentwicklung eines Operators im Heisenberghild Verwendung findet:

% _ oiHAt/R % —iH\t/h
o () =e ) _°

b) Zeigen Sie mit der Relation von (a) und der Definition der Zustandssumme,
Z(\) = Spe~PHx | dass gilt:

d 1 OH)
7 (-3meon) = G,

¢) Mit den Abkiirzungen, Ay = 9H) ynd A = Ay_o = (% erhélt man hieraus auch:

= x o\ ))\:0’
dd_; <_11n(Z(A))) = /OB d€ (0A A(iRg)),

d) Vereinfachen Sie obige Ergebnisse fiir den Fall, dass der Hamiltonoperator linear vom
Parameter A\ abhéingt, Hy, = Hy — AA. Man definiert dann die Suszeptibilitét:

2 5
) == = 2 (5 mizon)) = [ de aaagng)

Zeigen Sie, dass im klassischen Grenzfall oder falls [A, H)] = 0, gilt

1

xa(A) = ioT

(5A §A).



