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Priasenzaufgaben

Konkavitit der Entropie
Beweisen Sie die folgende Eigenschaft der Entropie S’(p) = —kp Sp (pInp):

S Ap1+ (1= XN)p2) > XS (p1) + (1 = NS (p2),

wobei p; und p, statistische Operatoren sind und A eine Zahl zwischen 0 und 1. Was bedeutet
diese Ungleichung physikalisch ?

Hinweis: Benutzen Sie die in der Vorlesung gezeigte Ungleichung Sp [p/(Inp — In p')] < 0 mit
geeigneter Wahl von p’ und p, sowie die folgende Eigenschaft: wenn A; < By und As < By gelten,
gilt auch A1 + As < By + Bo

Elektrostatischer Beitrag zur Arbeit

Betrachten Sie ein Dielektrikum mit N mikroskopischen Dipolmomenten p; (i =1,..., N),
das sich in einem externen, zeitunabhéngigen elektrischen Feld E®* befindet. Der
Hamilton-Operator ist dann gegeben durch

N
H=Hy+>» p;-E,

i=1
wobei Hj das System ohne externes Feld beschreibt.

a) Indem Sie die Abhéngigkeit der Zustandssumme vom dufleren Parameter E®* betrachten,
zeigen Sie, dass der elektrostatische Beitrag zum Differential der freien Energie gegeben
ist durch —P - dE** mit P = 3.~ (p;) dem mittleren Gesamtdipolmoment.

b) Das obige Ergebnis kann man auch aus dem Energiesatz der Elektrodynamik bekommen.
Gehen Sie aus von dem aus der Elektrodynamik bekannten Ausdruck fiir die Anderung
der Energiedichte bei einer Anderung des Feldes E um dE:

AUy, = E - dD.

Dabei ist D = ¢yE + P. Das Problem ist nun, dass das Feld E bereits das von
Polarisationsladungen erzeugte Feld mitenthélt und deshalb mit E® nicht identisch ist.
Die Energie kann aber trotzdem durch das externe Feld ausgedriickt werden. Betrachten
Sie dazu der Einfachheit halber einen mit Dielektrikum gefiillten Plattenkondensator, so
dass das duflere Feld als homogen angenommen werden kann.

Hinweis: Durch Anwendung des Gaufl’schen Satzes an der Grenzflache zwischen Dielektrikum
und Leiter kann man D in Verbindung mit E“* bringen.



c¢) Ein Dipol P im elektrischen Feld besitzt die potentielle Energie P - E¢*. Beriicksichtigen
Sie diesen Beitrag, um das Differential der inneren Energie dE = dEy + E* - dP zu
finden.

schriftlich

57. Entropiezunahme (6 Punkte)
Die Zunahme der Entropie bei irreversiblen Prozessen kann explizit in folgendem Modell
studiert werden: in einem isolierten System sei der Hamiltonoperator nicht eindeutig, sondern
es liege eine Verteilung von Hamiltonoperatoren H; vor, wobei p; die Wahrscheinlichkeit ist,
dass der Dichteoperator p(t) zeitlich mit H; gemif der von Neumann Gleichung variiert. Zu
einem Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Anfangswert p(t = 0) = po bekannt.

a) Zeigen Sie, dass zu spéteren Zeiten der Dichteoperator ein Gemisch ist:
p(t) =3 p; Us(t,0) po Us(t,0)" .

Wie hédngen die Zeitevolutionsoperatoren U; mit den Hamiltonoperatoren H; zusammen?
b) Zeigen Sie mit Aufgabe 55, dass

§'(t) = S'(p(t)) = 5'(po) = 5'(t = 0)

und
S'(t) < —kpSp{p(t)Inpo}
gilt, wobei S’ die Informationsentropie ist.

c¢) Diese Ergebnisse sollen nun angewendet werden auf folgenden Prozess. Zum
Anfangszeitpunkt ¢ = 0 sei das System aufgeteilt gewesen in zwei getrennte kanonische
Subsysteme, die nicht im thermischen Kontakt waren, sondern Temperaturen T, und 7
besaflen. Fiir ¢ > 0 seien beide Subsysteme nun im thermischen Kontakt, so dass zu
spaten Zeiten das Gesamtsystem im thermischen Gleichgewicht vorliege. Die unbekannte
(kleine) Kopplung beider Subsysteme soll im Hamiltonoperator nicht explizit
auftauchen, sondern ist im vorliegenden Modell die Ursache fiir die Verteilung p;; sie
fithrt zu einem Wéarmeiibertrag ¢ vom Subsystem b auf Subsystem a.

i. Wie lautet py?
ii. Zeigen Sie, dass der Warmegewinn im Subsystem a erfiillt

1 1
—_—_)o>0
(Ta Tb) Q — )

also positiv ist, wenn T, < T} vorlag.

58. Erhaltungsgleichung der Entropiedichte (6 Punkte)
In Aufgabe 51 wurde gezeigt, dass in einem homogenen und isotropen Gas oder einer solchen
Fliissigkeit die Dichten der thermodynamischen Groflen verkniipft sind iiber:

Tds=de—pdo—v-dg,

wobei ¢ = N/V die Teilchen—, s = S/V die Entropie—, ¢ = E//V die Energie- und g = G/V
die Impulsdichten sind. Zur Beschreibung von Transportprozessen auf makroskopischen
Langenskalen verwendet man das Konzept des ’lokalen thermodynamischen Gleichgewichts’,
wonach kleine Subvolumina Viq & &3 (mit & einer Korrelationslinge) des Gases um den Ort r
zum Zeitpunkt ¢ im thermischen Gleichgewicht vorliegen, aber makroskopisch getrennte
Subvolumina |r — r’| > £ nicht im gemeinsamen thermischen Gleichgewicht sind. Damit
werden die Dichten Funktionen von Ort und Zeit, o(r,t) etc, und Transport— oder
Ausgleichsprozesse iiber Léngenskalen groff gegen & kénnen beschrieben werden; dies fithrt auf
die sogenannten hydrodynamischen Gleichungen.



a) Zeigen Sie zuerst, dass nach Gibbs—Duhem fiir das chemische Potential gilt:

1 2
= o = S0v

und )
djo = = dp — 2 dT
% %
mit o dem chemischen Potential des Gases im mitbewegten Bezugssystem. Im folgenden
sollen obige Gleichungen verwendet werden als Zusammenhinge zwischen den
(partiellen) zeitlichen ds — § und rédumlichen Ableitungen ds — Vs.

b) Begriinden Sie, warum (zusétzlich) die folgenden Gleichungen gelten:
0+V-j,=0,
E+V-j.=0,
Gi+ Y Vimi=0,
J

wobei j, einen Teilchen— und j. einen Energiestrom und der (symmetrische) Tensor
zweiter Stufe 7 Spannungen widergeben.

c) Zeigen Sie, dass es moglich ist, solange die Temperatur 7' (r,t), das chemische Potential
p(r,t) und das Stromungsfeld v(r,t) raumlich konstant sind, eine Erhaltungsgleichung
fiir die Entropiedichte abzuleiten

§+V 3i=0,

und bestimmen Sie den Entropiestrom j,(r,t). Was haben die angegebenen Bedingungen
mit reversiblen Prozessen zu tun?

Bei Interesse ist es moglich, die Annahmen konstanter intensiver Felder fallen zu lassen,
und eine Entropieproduktionsrate ¢ zu bestimmen, die auf der rechten Seite der
Entropieerhaltungsgleichung auftritt. (Dies fithrt auch zu einem weiteren Beitrag zum
Entropiestrom.) Mit der Annahme, dass die verschiedenen Strome j, der
Erhaltungsgleichungen linear in den Gradienten der intensiven Felder sind (sogenannte
"konstituierende Gleichungen’), und dass die Entropieproduktionsrate positiv sein muss,
erhélt man schliefSlich die Navier—Stokes Gleichungen.

59. Jarzynski Relation (6 Punkte)
1997 fand Jarzynski eine Relation, die den zweiten Hauptsatz von einer Ungleichung in eine
Gleichung umwandelte. Betrachtet werde ein System im thermischen Kontakt mit einem
Wirmebad bei der Temperatur 7= 1/(kpf3). An dem System wird Arbeit W geleistet, um es
von einem eingeschrankten Gleichgewicht zu einem anderen zu bringen. Die Differenz der
Freien Energien zwischen den beiden Gleichgewichtszustdnden sei AF = Fi,q — Fiar-
Der zweite Hauptsatz besagt, dass (W) > AF, wihrend Jarzynskis Relation prézisiert:

ePAF — (=B W)

Es werde ein klassisches System betrachtet, mit Phasenraumelement dI'y, und klassischen
Mittelwerten in der kanonischen Gesamtheit, wie z.B.

1
(WY = / dr o) L oo,

wobei H zum Ausgangszustand gehort und ¢, die Prozessdauer angibt.

a) Am Ende des Prozesses laute der zeitabhéngige Hamiltonoperator H (ts). Erkléaren Sie,
dass die Abhéngigkeit der Arbeit vom Phasenraumpunkt I' gegeben ist durch:

W(t&r) - H(tsur(ts)) - H(F) )

und diskutieren Sie besonders den Zusammenhang zwischen H (tg,I'(t5)) und I'.



b)

c)

d)

Beweisen Sie hiermit und der Definition der Freien Energie iiber die Zustandssumme die
Jarzynski Relation.

Zeigen Sie, dass mit geeigneter Wahl eines Prozessparameters \(¢) der Hamiltonoperator
des Endzustandes geschrieben werden kann als:

. OAH
H(ts) _H+/0 dt\ N
und geben Sie hiermit (W) explizit an.
Zeigen Sie, dass im Fall sehr schneller (’instantaner’) Prozessfiithrung,
exp —SAF = (exp —FAH) gilt, wihrend im Fall sehr langsamer (‘reversibler’ oder
‘quasi-statischer’) Prozessfithrung AF = (W) folgt.
Hinweis: Im zweiten Fall kénnen Sie die hoheren Kumulanten abschiitzen, da A < 1 gilt.

Wenden Sie die Jarzynski Relation auf die isotherme Kompression eines idealen Gases
an. Wahrend sie hier also nicht sehr niitzlich ist, erlaubt sie bei Systemen mit wenigen
Freiheitsgraden eine GleichgewichtsgroBle, AF, mit einer Nichtgleichgewichtsgrofie, der
Arbeit bei irreversibler Prozessfithrung, zu verkiipfen.



