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Ubersicht

Abbildung: 3 Realisationen des Weges eines Brownschen Teilchens mit gl.
Startort



Struktur des Vortrags

m Brownsches Teilchen in Fliissigkeit. Fliissigkeit modelliert durch
Stokesche Reibung und stochastische Krafte.
Behandlung auf 2 Arten:
Losen von Bewegungsgleichungen mit stochastischen Kraften
Lésen von partiellen DGL von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
m Viele wechselwirkende Brownsche Teilchen in Fliissigkeit. Komplexes
Problem, daher nur Aufstellen der Bewegungsgleichung.



Grundlagen

Gaulsche Normal-Verteilung

X normalverteilte ZufallsgréRe
Dann ist Verteilung durch Mittelwert (x) und Varianz (Ax?) vollstindig
bestimmt, denn



Grundlagen

Zentraler Grenzwertsatz (Auszug)

Wenn X1, X5, ..., X N unabhingige Zufallsvariablen sind mit
endlichen Mittelwerten (X ;) und endlichen Varianzen (AX?).
Dann ist

fir grole N normalverteilte Zufallsvariable.



Stoch. Prozesse

Stochastische Prozesse, Verbundwahrscheinlichkeiten,

bedingte Wahrscheinlichkeiten

X (t) ist ein stochastischer Prozess, wenn X (t) fiir jede Zeit ¢
Zufallsvariable ist.

Abhingigkeit der Zufallsvariablen untereinander

= Notwendigkeit von Verbundwahrscheinlichkeiten

p1(x1,t1)
pa(X2,t2; X1, 1)
p3(X3, t3; X2, t2; X1, t1), USW.

wobei t1 <ty <tz <..
Beschreibung der Abhingigkeiten: Bedingte Wahrscheinlichkeiten

pn(xnytn; e Xlatl)
Prn—1(Xn—1,tn—1; ...; X1, 1)

p(xnatn ‘ Xn—1,tn—1; -~-;X1at1) =



Stoch. Prozesse

Markov-Prozess

Bedingte Wahrscheinlichkeiten werden zu Ubergangswahrscheinlichkeiten
P(Xny tn | Xn—1,tn—1; s X1, 1) = PD(Xny | X1, tn—1)
Vorhergehende Ereignisse spielen keine Rolle. Daher
p3(x3, t3; X2, 12; X1, 1)
= p(x3,t3 | X2, t2; X1,t1) * P2(X2, t2; X1, 1)

= p(x3,t3 | X2,12) - p2(X2, t2; X1, 1)
= p(x3, 13 | X2,t2) - p(X2,t2 | X1,%1) - p1(X1,%1)

Analog fiir alle Verbundwahrscheinlichkeiten. Gesamte Information iiber
Markov-Prozess in p1(x1,t1) und p(x2,t2 | x1,%1)



Stoch. Prozesse

Stationare Prozesse

Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht werden mit stationéren
Prozessen beschrieben. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

p(x1,t1) —  p(x1,0)
p(x2,t2;x,1,t1) —  p(x2,tr — t1,%1,0)
usw.



Langevin-Gleichung

Langevin-Gleichung: Bewegungsgleichung des Brownschen
Teilchens

Brownsches Teilchen in Suspension, 1-dimensional
Flissigkeit bremst mit Stokes-Reibung

Flissigkeitsteilchen klein gegen Brownsches Teilchen =
Unterschiedliche Zeitskalen = Normalverteilte stoch. Kraft.

m Vernachl3ssigung von Randeffekten, Symmetrie = Mittelwert der
Kraft =0

Stole als unabhingig angesehen = §-korrelierte Kraft

Teilchen besitze im Mittel kinetische Energie ’“BTT

mv = —Cv+ f(t)
(f(t)) = 0 (1)
(fO) () = 2kpTC-o(t—1t)



Langevin-Gleichung

Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens

Integration der Langevin-Gl. o = —< - v + L f(¢) mit
Anfangsgeschwindigkeit
v(t =0) =g

fiihrt zu Geschwindigkeit des Teilchens (Eigentlich verdnderter
Integralbegriff nétig!)

1 t !’
v(t) = v - et 4 7/ f(t')e*%'(t*t )dt’
mJo

m Zentraler Grenzwertsatz = v(t) normalverteilt
= Wahrscheinlichkeitsverteilung ist Ubergangswahrscheinlichkeit
p(v,t | v, 0)
Das Scharmittel ist (wg. (f(¢)) = 0)

[~

=y 75 (2)

3

(v(t)) =vo-e~

mit der Abklingzeit 75 = %



Langevin-Gleichung

Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens

Zweites Moment der Geschwindigkeit zur Zeit ¢ (mit v(¢t = 0) = vp).
Beachte (f(t)) = 0 und (f(¢)f(t')) = 2kpT¢-d(t —t')

(w(t)?)

t 1 t t—t’ 2
<vo'e_*B + —/ f(t’)e‘mdt’)
m Jo
2-t t 1 t t—t’
U(z).e7§+2.fvo.e7§.7/ <f(t/)>e*¥dt/
m Jo
¢ ¢ t—t’ t—t'!
+7/ / (F)F(E")) -e” 7 e 7o dt'dt”
0 JO
2 —2= L +f ft!” P
U - € +f//2kBTC5 ) dt'dt

vg-e727+—/ 2kpT( - e N dt

v(z)-ef 5 +2k:BT(: (l—e 2733)



Langevin-Gleichung

Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens

Fiir groRe Zeiten (¢t > 75)

1 kT kT
t)’) = gme = = =

Mittlere kinetische Energie des Teilchens geht gegen die thermische
Energie.



Langevin-Gleichung

Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens

Fiir Anfangsgeschwindigkeit v

(v(t)) = wo-e 7
wep) = (§-20) ey 2
= (Bo(ry) = L (1-e7)

Damit ist Ubergangswahrscheinlichkeit voll bestimmt

p(v,t | vo,0) =

S S O G GO
27 (Av(t)?) p( 2<Av(t)2>>



Langevin-Gleichung

Ort des Brownschen Teilchens (t > 75)

Geschwindigkeiten sind relaxiert, denn (v(t)) = v - e 75 — 0.
= Geschwindigkeiten dndern sich kaum noch, daher wird
Langevin-Gleichung zu

O=md = —C-v+ f(t)
. 1
=Xt = /0
Der Ort des Brownschen Teilchens (mit Anfangswert x(t = 0) = x)

x(t) = xo —|—/O % - f(¢)dt

ist normalverteilter stochastischer Prozess nach dem zentralen
Grenzwertsatz. Mitteln liber viele Realisationen (mit (f(t)) = 0)

x(t)) = xo (5)



Langevin-Gleichung F

Ort des Brownschen Teilchens (t > 75)

Zweites Moment der Orte

(mit (f(¢)) = 0 und (f(8)f(¥')) = 2kBTC-6(t - t'))

x(t)?) = <(XO+/t1'f(tl)dt,)2>
= x(2)+2/ Xg - — dt+//<2' ))dt'dt”

xg+/ / ?%BTC(S(t—t)dtdt”

kT
0+2% t



Langevin-Gleichung

Ort des Brownschen Teilchens (¢ > 75): Diffusion

Varianz der Orte daher

(AX(1)?) = (x(t)?) — (x())? =g + 2kBTT =g (6)
= 2kBTT -t=:2D -t

mit dem Diffusionskoeffizienten D.
m Bewegung ist fiir t < 7 Diffusionsprozess.
m Nebenprodukt: Einstein Relation
_ kpT
¢

Die Starke der Diffusion D ist antiproportional zur Starke der
Reibung ( der Fliissigkeit.

D



Langevin-Gleichung

Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ortes

Fiir Startort xg und t > 7p

x(t) = xo
(Ax(t)?) = 2D-t

= Wahrscheinlichkeitsverteilung

1 (x—x9)°
X, t|x9,0) = ———=-e D 8
pt%,0) = e ®
Erfiillt die Diffusionsgleichung
0 02
Sp(x,1) = D p(x,1) ©)



Fokker-Planck-Gleichung

Markov-Prozess — Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Bei einem Markov-Prozess gilt
p3(x3, t3; X2, t2; X1, t1) = p(X3, 13 | X2,2) - p(X2, 2 | X1,t1) - p1(X1,t1)
Integration iiber x; fiihrt zu

p2(X3,t3;%1,11) = /dxz P(x3,t3 | X2,2) - p(X2,t2 | X1,1) - p1(X1,t1)

Aufspalten der linken Seite
p(x3,t3 | x1,t1) - p1(x1,t1)

= /dX2 p(x3,t3 | X2,t2) - p(x2,t2 | X1,%1) - p1(x1,t1)
= plxata |3 t) = [ dra ploasta [ ) ploete [ xt) - (10)

Dies ist die Chapman-Kolmogorov-Gleichung.



Fokker-Planck-Gleichung

Kramers-Moyal Entwicklung

Fiir Ubergangswahrscheinlichkeiten p(x, ¢ | y,t') gilt die
Kramers-Moyal-Entwicklung

Wl t) s COT O o et plct [ wt)) (1)
n=1
mit den Koeffizienten

anlxt)i= lim X i L [y -0 stt 47 %0 (1)

T—0 T T—0 T

m (Ax™) heiBen Momente der Ubergangswahrscheinlichkeit.

m Die Entwicklung gilt auch fiir p(x,t)
(Multipliziere Gleichung mit p(y,t) und integriere {iber y)

3178;75) -y (=" ;TT; (an(x,1) - p(x, ) (13)

n!
n=1



Fokker-Planck-Gleichung

Koeffizienten mit Modell= Fokker-Planck-Gleichung (FPG)

. {Ax(t)"” 1
an(x,t) = TITO % = rllino; /dy(y —x)"p(y,t+ 7| x,t)

m Die Koeffizienten «, lassen sich mit Hilfe physikalischer Modelle
bestimmen.

m Bei Langevin-Gleichungen mit J-korrelierten stochastischen Kréften
als Modell = «,, =0 fiir n > 3.

=Fokker-Planck-Gleichung (1-dimensional)

Op(x, 1) 0 1 62

5 = —&(Ozl(x,t) -p(x, t)) 2 OX a9y2

(a2(x,t) - p(x,))  (14)



Fokker-Planck-Gleichung

Mehrdimensionale Fokker-Planck-Gleichung

Analog auch fiir N-dimensionale Zufallsvariablen x

e Z (A1) (x,1) (15)
N
1 o2
t 52 e ulet) pln) (9
i,j=1
mit den verallgemeinerten Momenten Driftvektor A; und Diffusionstensor
Dij-
} e B 1
Ai(z,t) = TlTO ~ = TIIE'O - dy(y; —xi)p(y, t + 7 | @, t)
Dij(z,t) = i 0—<Axi(t)Axf( )

||mf/dyyz—i i —x)p(y,t + 7| x,t)



Fokker-Planck-Gleichung

FPG der Langevin-Gleichung der Geschwindigkeiten (1-dim.)

==+ f()
B m
= Momente
(Av(t)) = (o(t+7)—v(t)) =(t) ( —r/78 _ 1) _ _leT L o)
(Do) = ((u(t+7)—v(1)’) = kiT (1- %)
= 2@ i +O(T2)
m B
= Koefhzienten
ar = lim (Au(t)) :i,v
! t—0 t B
_ i (B0 kBT
2 a tl_% t B mTp



Fokker-Planck-Gleichung

FPG der Langevin-Gleichung der Geschwindigkeiten (1-dim.)

= Fokker-Planck-Gleichung

0 o (1 0 (kgT
o= (2vaen) + o (2T )

Welche durch das bereits erreichte Ergebnis gel6st wird:

| (v — (o(t)?
p(’l},t | Vo, 0) W - exp (_2<A'U(t)2>>
(o) = wo-e
do(ey) = ML (1 o)



Smoluchowski-Gleichung

System von Brownschen Teilchen in Losung

Ein System aus N Brownschen Teilchen in einer Suspension. Das i-te
Teilchen hat den Ort r; und den Impuls p,. Dieses System wird
beschrieben durch die 6 N-dimensionale Zufallsvariable

T1

X = ( " ) = "N
b Y41

PN

und deren Wahrscheinlichkeitsdichte p(x, t).



Smoluchowski-Gleichung

Bewegungsgleichung

Die Brownschen Teilchen folgen der Bewegungsgleichung

d 7 p/m
dt ( p > ( F )
mit F = (F'1,..., Fy), wobei F; die Summe der Krifte, die auf das i-te

Teilchen wirken:
Kraft F?°" aus einem Potential ®

Fzz?Ot - —V,.,icb(r)

Hydrodynamische Kraft Ff

N
p,
Fi=-> ¢~
P

und die noch unbestimmte Brownsche Kraft F"



Smoluchowski-Gleichung

Kontinuitadtsgleichung fiir Wahrscheinlichkeitsverteilung

Fiir Wahrscheinlichkeitsdichte p(x, t) soll Kontinuitatsgleichung gelten

d dx
G [axpxn=— [ as-Fopn

wobei G beliebiges Volumen im Phasenraum.
Hineinziehen der zeitlichen Ableitung und GauBscher Satz bringen

/dx%( ) = /de( p(xt))

Da das Volumen G beliebig

:%p(x,t): v, (j; p(x, t)) (17)



Smoluchowski-Gleichung

Relaxation der Impulse fiir grole Zeiten

Experimentell relevante Zeitskalen (z.B. bei dynamischer Lichtstreuung)
lassen immer folgende Naherung zu:

Fiir grofe Zeiten (¢t > 1) gehen Geschwindigkeiten der Teilchen im
Mittel gegen 0 (vgl. Gl. (2): (v(t)) = vo - efé).

= Impulse werden konstant, miissen nicht mehr als Freiheitsgrade
betrachtet werden. = Die Wahrscheinlichkeitsdichte reduziert sich

p(x,t) = p(r,t)

= Vereinfachte Kontinuitatsgleichung

O pt) = v (j’t‘ plx, t))

R %p(r,t) -V, (d’t' .p(r,t)> =2 Ve (Bpr)



Smoluchowski-Gleichung

Bestimmen der konstanten Impulse

Berechnen der konstanten Impulse notwendig

. D; -
0=p,=F=-Vp,®-> G 2+F
J
N e R B Ay
, J m i (3

Verwende verallgemeinerte Einstein Relation (vgl. D = TT)
Z Dri Gij = kT 0l
= Z Dii Gij - 2L = ki TP =3 Dya(~Vr, &+ FY)
i

Dy 1 br
ﬁ—:—g Dii(=V, &+ F
m k:BTi kil O+ F)



Smoluchowski-Gleichung

Bestimmen der konstanten Impulse

Mit
bi _ § "Dy (~V,, & + F7)
m kBT J g

wird die Kontinuititsgleichung daher

gt ZV,«Z (p’ p(r, t))

8 1 br
= gl =3 % (,CBTDij(vrjcb - F)plr))



Smoluchowski-Gleichung

Berechnen der Brownschen Krafte

0 1 br
&p(r,t) = ; Ve, (MDU(VW(D - Fj ) -p(r,t))

Fiir groRe Zeiten (t — 00), soll die Wahrscheinlichkeitsverteilung stationar
werden, also das System ins thermodynamische Gleichgewicht iibergehen.
Daher dann p(r,t) o< exp(—®/kpT) und Op/dt = 0. Die rechte Seite

wird O fiir
F'' = V,,o=—kgT V,, In(p(r,t))
= F" . p(r,t) = —kpT- (Ve In(p(r,1)))-p(r,t)
1
= —kpT- m(vr]p(rat)) -p(r, 1)

= —kgT -V, p(r,t)



Smoluchowski-Gleichung

Bewegungsgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir

relaxierte Impulse: Smoluchowski-Gleichung

Z Vo, ( (k Tv,]¢+v,,7) ~p(r,t)) (18)

i,j=1

Fiir 1 Teilchen, D;; = D §;;1 und ohne Potential (¢ = 0)

= 9 p(r,1) = DV2(r 1)

Fiir eine Dimension

2

0 0
= ap(ra t) - Dﬁp(rv t)



Zusammenfassung

Zusammenfassung

m In fiir die Beobachtung relevanten Zeitrdumen sind die Bewegungen
von Brownschen Teilchen normalverteilt und folgen einem
Diffusionsprozess.

m Die Diffusionskoeffizient ist antiproportional zum
Reibungskoeffizienten.



Zusammenfassung

Literatur

m R. Klein, Vorlesungsskript - Brownian Motion

m H. Risken, The Fokker-Planck-Equation, 1989, 2. Auflage,
Springer-Verlag
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