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Kapitel 4

Hydrodynamik

... und Mechanik deformierbarer Medien.
4.0 Erinnerung Thermodynamik

e .S, V.n, Q, ...
Die Energie E eines thermodynamischen Systems hangt ab von (weni-
gen) makroskopischen Mengengrofien: V' (Volumen), n; (Teilchenzahl
der Species i), @ (Ladung), S (Entropie),. ..

E,S;
Vi w,
Q, .-

e Gleichgewichtszustdnde und Dissipation werden im 2. Hauptsatz charakterisiert:
»Es gibt eine extensive Funktion, die Entropie S = S(E,V,n;, @, ...), die monoton
mit F wichst und bei einem adiabatischen Prozess von Zustand A nach Zustand B

die Gleichung Sg — 5S4 > 0 erfiillt.”

Bei irreversiblen, dissipativen Prozessen gilt S — S4 > 0; diese Prozesse sind nicht

umkehrbar.

e (Siche §3.2.4)

Zwei Subsysteme, die eine Mengengrofie austauschen Eq, S":

konnen, tun dies solange, bis die zugehorige intensive Va,n,
Variable (£) (konjugierte Variable) in beiden Subsy-
stemen gleich ist.

glcszl

Vy sy




8 KAPITEL 4. HYDRODYNAMIK
Beispiel 4.0.1 (Elektrischer Stromkreis).

Zwei Kondensatoren, deren Energien durch £y = E1(Q1), Fy =
F1(Q)2) gegeben sind, werden durch einen Draht mit dem Wider-

stand R verbunden, so dass eine Ladung Q fliet, solange bis das ~ —__ Q- TQz

Potential die Gleichung U; = U, erfiillt. I
/77770007

Das bedeutet formal: Die Gibbsche Fundamentalform (GFF) fiir den Kondensator
lautet

dE =T dS + U dQ

und der zeitlichen Energieenthaltung entspricht

dE dQ
Z_p=U.-I=U 22X
dt dt

(P Leistung, I elektrischer Strom, % Anderung der extensiven Variablen Q)

Die verbundenen Kondensatoren tauschen (nur) Ladung aus. Daher gilt

5Q = 6Q; + Qs =0

und

881 (Ela Ql)
o1

a‘5(2(-E|27 Q2>

0S5 =051 405y = 90
2

0Q + (—0Q1) + O(6Q7)

mit der GFF:
0Si(Ei, Qi) U

0Q; T
(bei Ty = Ty = T im Gleichgewichtszustand nach §3.2.4)

65 = ——(Uy — U3)6Q:1 + O(6Q?)

1

T
Laut dem zweiten Hauptsatz muss die Entropie im Gleichgewichtszustand maximal sein,
also muss 0.5 < 0 sein, und da 07 < 0 ist, muss im Gleichgewicht gelten: U; = Us.

Bemerkung 4.0.2.
Aus dem zweiten Hauptsatz folgen auch Aussagen iiber Terme mit Q2.

e Ausblick: Hydrodynamik:
Die ,Hydrodynamik“ (im allgemeinen Sinne) beschreibt die zeitabhédngigen (dissipa-
tiven) Ausgleichsprozesse der thermodynamischen Variablen. (Wenn z.B. U; # U,).
Wie die Thermodynamik arbeitet auch die Hydrodynamik mit wenigen makroskopi-
schen Variablen (F, S, n, Q), T, p(Druck), p(chemisches Potential), die aber raumlich
und zeitlich nicht konstant sind, sondern durch reversible und irreversible Prozesse
variieren.
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4.1 Elementarbeispiel: Ohmsches Gesetz

Fortsetzung des Beispiels:

Beispiel 4.1.1.

Fragen: Wie fliefit Strom?

Wie sind U, I und @ verkniipft?

(Bekannt: Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt: U = const. und I = % =0)

Vereinfachte Situation: Betrachte ein Leiterstiick Vi U,
mit unterschiedlicher Spannung an beiden Enden. o L ,__,“W*_w(}""“> .
F—Ldnge L —
Strom: 10 ]
[=—=—-AU
dt R

mit AU = U, — U; > 0, R Widerstand.
Diese Gleichung ist ein empirischer Befund fiir viele Leiter und kann als Taylorentwicklung
um [ = 0 fiir AU = 0 verstanden werden.

e Der Zusammenhang zur Thermodynamik wird durch die Entropieproduktionsrate
hergestellt (Annahme: Experiment bei 7' = const.)
Mit 6Q; = I dt (Erhohung der Ladung () durch Strom [ von Us nach U;) und

ds
4S = Edt
aus .
05 = _T(Ul — U5)0Q1 + O(3Q7)
folgt:
T% = —Uyl + Ul = AU - I (Joulsches Gesetz)

Die bei der Bewegung der Ladungen freiwerdende Energie (~ Q- AU) wird dissipiert
(geht also in Entropie ,, Warme* iiber); dies passiert im Widerstand (also R = 0 <
keine Dissipation). Mit dem Ohmschen Gesetz:

ds  (AU)?
T— =
dt R

=R-I* (— 0 fir R — 0)

Aus dem zweiten Huptsatz folgt also fiir alle ohmschen Leiter, da die Entro-
pie sich bei irreversiblen ,, Relaxationen® ins Gleichgewicht erhéhen muss.
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Bemerkung 4.1.2.

e Das Ohmsche Gesetz ist nur ein einfachster (linearer) Ansatz fiir den schwierigen
Leitertransport inMaterialien.

e Die Hydrodynamik verallgemeinert dieses Beispiel, indem nicht makroskopische Ob-
jekte betrachtet werden, sondern jedes Material in Untervolumina zerlegt wird.

Diese Subsysteme sind jedes einzeln be-
trachtet im Gleichgewicht. Thre Positionen
sind mit Ortsvektoren bezeichnet; die ther-
modynamischen Variablen sind innerhalb
eines Subvolumens konstant. Die Hydro-
dynamik beschreibt die zeitliche und raum-

/@\, E(x"), S(rv) liche Variation zwischen den Subvolumina.
pleY)
~ gn *

pY

E(x), 5(x),
plx)

r -
Ladungsdichte p = VQ W 4 v
= Ladung pro Volumen S— L B__~. ~
p(r,t) # const. —Lainge [ \— “Guerschatts-
Stromdichte j= Strom pro Flache. floiche A
Der Widerstand R variiert fiir homogene N Volus
Leiter gemif "\’\1;2;/ eloment v
rR= 1
Ao

mit der Geometrie des Leiters (L Linge, A Querschnittsfliche, o Leitfihigkeit)

Die Spannung féllt linear ab, so dass die Feldstérke E(x) konstant ist entlang des

AU
Drahts. E(r) = E = 5~.

Der Strom [ ergibt sich aus der Stromdichte I = j - A und damit folgt:

AU Ao
A=1=—="—.AU

J R L

= fza-E'

Die Materialgleichung eines ohmschen Leiters (vektoriell verallgemeinert)
Dieser Zusammenhang ist ebenfalls nur empirisch begiindet.
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Die Rate der Entropieproduktion pro Volumen
S .
S= (Entropiedichte)

ergibt sich damit analog

Tﬁ—T/ d3T§:/d3Tj-E_:
dt VL eiter St 14

(mit dem Jouleschen Gesetz)
o / dProp? 2L, >0
v
Damit ist die Dissipation im Beispiel diskutiert.

—

Wir brauchen noch weitere Gleichungen mit j, E.
Mit den Maxwell-Gleichungen und dem Ohmschen Gesetz ist eine hydrodynamische Be-
schreibung des Ladungstransports moglich.

Da:

Maxwell-Gleichungen:

v.;9~L
€o

s - 14

VXB = p-j+—5E

C

Damit 1
c
V(M)  0=pV- ]+ V E(—)HOV ]+gﬂ
=|p+V-7=0 (4.1)

(differentielle) Ladungserhaltungsgleichung.

(4.1) zeigt die Ladungserhaltung, da das Integral iiber ein konstan-
tes Volumen V ergibt (0V die Oberfliche von V): @ .

(ohne Konvektion)
(4 1) / d37’v Gauss _% dJ;
ov

Diese Gleichung beschreibt die zeitliche Anderung der Gesamtladung in V' sie ist gegeben
durch den Ladungsfluss durch die Oberfliche des Volumens V. In diesem Sinn ist die
Ladung eine Erhaltungsgrofe.
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Ohm und (C):
P = EOV )
RS op = g0V
(4.1) addieren ergibt:
eop+0op=10] (4.2)

Also: Ladungserhaltung und ohmsche Gleichung (,,konstituierende Gleichung®) zusammen
mit Coulombgesetz ergeben ein geschlossenes Gleichungssystem.

,Das ist eine erste Hydrodynamik.*

Die Gleichung (4.2) beschreibt die Relaxation der freien Ladungen im Ohmschen Leiter
mit exponentiellem Zerfall, weil

p(t) ~ exp (—Zt) =%
€o

Damit also
E(t — 00) = 0 und j(t — o0) — 0

das System ins Thermodynamische Gleichgewicht kommt.
,Lange Zeit“ bedeutet hier ¢ > £ ~ 107" s fiir ein typisches Metall.

4.2 Waiarmeleitung in Festkorpern

4.2.1 Warmeleitfihigkeit

In einem Festkorper ist im thermodynamischen Gleichgewicht die Temperatur konstant.

™ - T, Wenp eine Stange bei x = 0 auf T, erhitzt

( a8 (\' () . und bei « = L auf Ty (T} < T,) abgekiihlt

, \/\Y wird, tritt ein Energiestrom auf, der (zusammen

s L 4 A mit Entropie) vom heiflen zum kélteren Bereich

Erwdomen kKhie flieft, um den Temperaturunterschied auszuglei-
rqi (&) chen.

Durch diinne Scheibe zwischen x und z-+dx fliefit
Energiestrom proportional zum Temperaturunterschied.

- or . T(x+dr)—T(z)
B = _)\% B dlégo dz

(=2)

(A die Wérmeleitfahigkeit)

In Vektorschreibweise:

Jp(Ft) = =AVT(7,1) (4.3)

(Fouriersches Gesetz)
(Oft steht statt jg jo: , Warmestrom® 6Q) = 7dS.)
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Der lineare Ansatz ist ein empirischer Befund und entspricht dem Ohmschen Gesetz.
Taylor- Entwicklung um thermodynamisches Gleichgewicht (7 = const. und jz = 0) Ne-
gatives Vorzeichen weil Energie vom warmeren Bereich zum kélteren flief3t.

Das Fouriersche Gesetz beschreibt die dissipative Kopplung (d.h. Strom einer Mengen-
groBe verkniipft mit Gradient der zugehorigen intensiven Grofie) und muss mit den , rever-
siblen“ Kopplungen der thermodynamischen Variablen (genauer: Dichten) vervollsténdigt
werden.

Gibbssche Fundamentalform:

dE =T dS

(V, n, p etc. sei vernachléssigt. . . )
Zu den extensiven Variablen gehoren die Dichten

E
e= v Energiedichte

S
s = v Entropiedichte

Ausschnitt des Warmeleiters:

:L;l) e-“*dz)/
S(x)  S(x<4olx)

e und s sind in kleinen Volumina V, konstant, variieren aber von V, zu V,. Daher wird in
V. Thermodynamik angenommen, im grofien Volumen aber nicht.

Beispiel 4.2.1 (Ein Wiirfel Luft).
mit Kantenlinge L ~ 1073 mm, so dass V, = L3 enthiilt ca. 3 - 10" Molekiile. Diese grofie
Teilchenzahl rechtfertigt einen thermodynamischen Ansatz.

Wobei:
e(7,t) und s(7,t) undT (7, t)

Also:

(4.4)

Beobachtung: Energie ist auch hier eine Erhaltungsgrofie und deshalb gilt:

de+Vig =0 (4.5)
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Die Argumentation ist dieselbe wie bei der Ladung in §4.1, ;E bezeichnet die Energie-
stromdichte, den Fluss von Energie.
Aus (4.5):

Oe (a.4) . 0s Thermod. oT

o - o L5

mit L = pc molare Warmekapazitét.

ds OT (4.5 - (43) | oo
T = pe— "= —Vjp "= A\V2T
B TR AY e = A

=0, — DypV*T =0

wobeil Dy = Cip der Warmediffusionskoeffizient. Dies ist die Fouriersche oder Warme-
diffusionsgleichung.
Zweiter Hauptsatz:

0s (45),43) 1 _- 12 15
2O iy =V <—]E> 7Je VT

ot T T T
0s -
= s =—==jp VT
Fn +V-j ~T2JE \Y
gj zeitliche Entropiednderung, js = TjE die Entropiestromdichte.

ats"f_v]s =0

wiirde gelten, genau wenn die Entropie erhalten wére (z.B. in einem reversiblen, dissipa-
tionslosen Prozess). Der Term auf der rechten Seite beschreibt also die Entropieprodukti-
onsrate X = % (VT)? fiir A > 0 nach Fourier und erfiillt den zweiten Hauptsatz, dass bei
einem dissipativen Prozess die Entropie zunimmt.

4.2.2 Diskussion der Diffusionsgleichung
Oia(7,t) = DV?a(F,t)

(t > 0), a Dichte, D Diffusionskoeffizient.

Sie beschreibt die Veréinderung einer Dichte a einer GréBe, die erhalten ist (9,a+Vj, = 0)
und deren Strom zu einem Ausgleich von Unterschieden in a fiihrt, j, ~ —Va (typischer-
weise).

Eine wichtige Losung ist:

2

a.(7,t) = (4nDt)” 2 ¢~ D7

/dgra(ﬁ t)y=1

fiir t — 0 wird sie immer hoher in einem immer kleiner werdenden Bereich um r = 0.
a, beschreibt das , diffusive” Auseinanderlaufen einer bei t = 0 auf 7" = 0 konzentrierten

Diese ,,Gaufiglocke® erfiillt:



4.2. WARMELEITUNG IN FESTKORPERN 15

Menge von Stoff A (A = [d*ra =1 (hier), A ist erhalten.)
Die Ausdehnung des diffundierenden Stoffes wichst mit der Zeit an.

(72) = / Br r? a. (1) P 3022y — 6Dt

Mittleres Verschiebungsquadrat.

Diffusion (siehe Signaltransport beschrieben mit Wellengleichung, d’Alembert.)

J(x-t> 4\

——
/7

Bei kurzen Zeiten ist die Diffusion schneller als der Wellentransport, bei langen Zeiten ist
die Diffusion ineffektiv.
Nachweis, dass a, eine Losung ist.

a*(Fa t) = a>(k1) (I, t) : a>(k1) (y7 t) ) @9)(27 t)

x2
wobei ail) = (47rDt)*%e*m

Weil (02 + (’35)(19)(2, t) =0, ist wichtig: 92al” (2, t) (analog fiir = und y)

_1
%aV(z,t) = —%efgt + (47rDt)’% (ﬁ)Q o~ i
Analog x, y:
VR (F) = —Zan(F) b (7 1) = S Byan(7 1)
’ Dt T g\ T e
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4.3 Teilchendiffusion und Brownsche Bewegung

4.3.1 Ficksches Gesetz

Behélter mit Fluid (Fliissigkeit oder Gas), in dem Teilchen geldst seien
(sub— pm grofie Teilchen) (dispergiert). :

(Siehe §3.3.1.3 geloste Stoffe)
¢(7,t) Konzentrationsdichte (entspricht der Anzahl geloster , Brownscher” Teilchen pro
Volumen)

Also
C= /d?’rc(ﬁ t)

Gesamtzahl der Brownschen Teilchen.
In §3.3.1.3 wurde gezeigt, dass das chemische Potential u konstant ist im Gleichgewicht

p(r,t) = const.
und héngt von c ab.

Sen  perneable
an

Durch semipermeable Membranen kann Ay = pp—py # i

0 entstehen. Hoid |
+ 2ucker ! Hlo
Diffusion beschreibt dann den Abbau von Ay, wenn die 2 f 2
Membran entfernt wird. My des e ) (<>0)
Weil die Gesamtzahl von C' erhalten ist, gilt eine Erhal- Zuckers  oleg 2uckers
tungsgleichung
Oe(7,t) + V(T t) =0 (4.6)
Erinnerung: fiir ein festes Volumen V' gilt also /V
; 0
i ). dr c(r,t) = /d37"8tc(r, t) = — jgv do j.(7,t) \V’
Und empirisch formulieren wir analog zum Ohmschen Gesetz:
Je=—0Vp (4.7)

je bezeichnet den Konzentrationsstrom. Analog zur Thermodynamik §3.3.1.3 beschreibt
man Teilchen als ideale Gase
8,“ id. :Gas ﬂ

Vu=-—Vec

Oc c ve

Mit (4.7) folgt

jc = —DVc (48)
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mit D = "CCRT Diffusionskoeffizient.
Aus den Gleichungen (4.8) und (4.6) folgt die Diffusionsgleichung:

dyc — DV?%c = 0.

Fiir den Ausgleichsprozess eines gelosten Stoffes in einer (ruhenden) Fliissigkeit gilt wie-
derum eine Diffusionsgleichung (wie bei der Warmeleitung §4.2.2)

4.4 Barometrische Hohenformel und hydrostatischer
Druck

Bei Angreifen einer dufleren Kraft F' an die Brownschen 2
Teilchen sind auch im Gleichgewicht die Konzentrationsver- J/ Faz-wg
teilung ¢(r) und das chemische Potential p(7) nicht raum- .
lich konstant.

Betrachte die Gibbsche Fundamentalform
dE =TdS + (dC — pdV

mit C' = ¢V Teilchenzahl und ((z) = po + U(2) = po + (M)gz, wobei [(M) = =] und ¢
das “gravitochemisches Potential,, ist

Begriindung: Energie dndert sich bei Hinzufiigen eines Teilchens in Hohe z um ((z). Dabei
ist po(z) das bekannte chemische Potential, das von der Dichte abhéngt.

Nach dem zweiten Hauptsatz gilt:

((z) = ¢ = const. im Gleichgewicht.

po = const. — (M)gz = po(T, p) (Gibbs—Duhem—-Relation)
Opo(z, T,p) _ Opo(T,p) Op(2) _ 9p(2)

0z dp 0z 0z
op(z) _ Opo(2,T) yOuo(T.p) 1 B
0z 0z / p  Ou(T,p)/ 8p( (M)o) (49)
Beispiel 4.4.1 ((A) Gase (Ubungsaufgabe 6, Blatt13

IK III)).
Annahme: konstante Temperatur in der Atmosphére (falsch
fir h > 10 km)
Oo(T,p) Mx—pes. OV (T, p, 1) id. Gas BT

dp on P
in (4.9)
op(z,T) 1
0= T EHPT
mit RT
H=—
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= p(z) =poe 7
Barometrische Hohenformel fiir die Erdatmosphére mit H = 8000 m bei T" = 0°.
Beispiel 4.4.2 ((B) Flissigkeiten).

Opo(T,p) Mz.——Be=. OV(T,p,n)  Volumen V 1
at AR A = = — = — = — = const.
Op on Teilchen n  p
Ip X : ) :
9 = —mgp = —pg mit p = mp (Massendichte)
vektorielle Verallgemeinerung
Vp=7f (4.10)

f externe Kraftdichte (Kraft pro Volumen)
Diese Gleichung heifit Grundgleichung der Hydrostatik fiir inkompressible Fliissigkeiten.

Einige Anwendungen

a) Hydrostatisches Paradoxon
Druck in einer Fliissigkeitssdule der Hohe h mit unterschiedlicher Form ist un-
abhéngig von der Form stets p = po + p - g - h. (po Luftdruck, p Druck unter der
Fliissigkeitssiule).
Fiir Wasser ist p-g-h bei h =10 m p =1 bar.

Versuch. Hohlkérper aus Glas verschiedener Geometrie werden bis zur selben Hohe
gefiillt. Der Druck am Boden wird gemessen durch die Verformung einer Gummi-
membran, die auf einen Zeiger iibertragen wird.

— Ky ette

P i B s
/ | o membeay,
é | \s\____,/
N
Jl P IVD"(’L‘P‘*“'K{

b) Grundgleichung der Hydrostatik und Isotropie des Drucks Vp = f: Wenn f| |Z hdngt
der Druck nur von der Tiefe ab.

Versuch. Beobachtungen: ;
a) Bei verschiedenen Orientierungen der Druckdose bleibt l
der Druck gleich. o
b) Der Druck nimmt linear mit der Eintauchtiefe zu (nicht
quantitativ gezeigt).

Ot trm iy € biq i

Dvuck ofp se
XNus Stak(
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Sicke R Y, Versuch. Die Skizze zeigt einen mit Wasser

V O\, 069‘,‘ N . .
? ' gefiillten Glaskolben mit Ausstromoffnungen in
_~ H0o = Aquatorebene Wird er so gehalten, dass der
¢ Aquator waagrecht ist und der Stempel hinein-

Ste o ( -> \
o / \?/\\1 geschoben, so stromt das Wasser durch alle Off-
Kugelfor i ge nungen aus - und zwar in alle Richtungen gleich
Glaskolb®

weit. — Der Druck im Innern ist isotrop.

¢) Auftrieb, Archimedisches Prinzip

Welche Kraft iibt eine ruhende Fliissigkeit auf einen Korper
» C‘W do  2us? Fo= $.,/(—=p)dd (Minuszeichen, da Druck auf do'ent-
"7

lang Normalenvektor nach innen gerichtet)

= Gaufl hydrost. Grundgl. ~
F, = / Vp d°r = pgV z
|4

Die Auftriebskraft ist (nach Archimedes) gleich der Gewichtskraft der verdréngten
Fliissigkeit (unabhéngig von der Form des Korpers).

Versuch. V] ist ein Hohlzylinder, der unten geschlossen ist,
Vo = Vi, aber gefiillt mit Material konstanter Dichte

Zunichst wird auBerhalb der Fliissigkeit die gesamte Ge-
wichtskraft von Koérper 1 und Korper 2 gemessen: G =
G142. Nach dem Eintauchen von Korper 2 wird erneut die
Kraft gemessen: G = G,9/. Schliellich wird Kérper 2 ein-
getaucht und Korper 1 mit der Fliissigkeit (H,0) gefiillt; in
diesem Fall wird fiir die Kraft wieder G = G145 gemessen.

Verallgemeinerung des Gaufischen Satzes fiir Tensoren

Lo = dlom Standard: a(r) =V - 9(7)

-— —

T
V’ /v a(F)d*r = /v Vo(F)d*r

/ Z Vv (1) = 8vvd0—]£Vanvz

1=x,Y,2

Verallgemeinerung von a auf drei Groflen b; :

by = Zvitij (J=1972)
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= [ bdr = / Vitizfd?’rGgSS]{ niti; (7)do

—
-

e+

Tensor zweiter Stufe £ mit Komponenten

/vzd?’r:j{ tdo
1% - v~

Anwendung auf t;; = pd;; < t=p-1

|l

100
=p| 010 /ZV,pé dr—/Vjpd3r
001
Gauss
= nipdi-dOZj{ n;p do
é\/; ’ v

= /ﬁpdi”r:]{ p do
oV

4.5 Stokessche Reibung oder viskose Reibung

4.5.1 Die Viskositat

Ein Sub—Volumen eines Fluides in Bewegung besitzt neben
den bekannten Mengengréfien (E,S,V,n,...) zusitzlich die ex-

tensive GroBe G (Impuls) [MengengroBe]. Die zugehdrige Impuls-

dichte §: §= ¢

Gibbsche Fundamentalform:

dE =T dS + ... +dG

mit 7 = 2£58) Stromungsgeschwindigkeit (noch zu zeigen).

Zur Identifikation von 7, g:
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Wie unterscheidet die sich Energie eines mit « bewegten

I ks ks' Systems von der eines ruhenden?

il

Hypothese: Klassische Mechanik und Galilei-Transformation:
im bewegten Kordinatensystem K5’ das mit 7 =7 —u -t
mitlauft

(i) Energie E’ (in KS'):

M
E=F— 7u2n

(im bewegten System, daher ohne Ey;,: kinetische Energie aller Teilchen)
zugehorige Energiedichten:

£ 1
== =e— —pu? p= % Massendichte

(ii) Impuls G'=G—mni =0 zugehorige Dichte: ¢ = g — pu = 0 da das System in
K S’ ruhend ist.

Fazit 4.5.1. Es gilt klassisch § = p- ¥ (¢ — ¥) und ¥ = g—;

Die thermodynamischen Eigenschaften sind hiermit abgeglichen.

Der zweite Hauptsatz der Thermdoynamik besagt also, dass ¢(,t) = const im ther-
modynamischen Gleichgewicht.
NV

Dissipation tritt also auf, wenn v(7,t) # const.

Zum Bild: Thermodynamik im Sub—Volumen, aber ver-
schieden2 v(7, t) in verschiedenen Sub—Volumina.

Wird nun in einer inkompressiblen (genaue Definition folgt)
Fliissigkeit (z.B. durch Bewegung einer Wand) ein Bereich
bewegt, fordert der zweite Hauptsatz, dass der Variation in
U(7,t) # const ein Dissipationsprozess (viskose Reibungs-
kraft) entgegenwirkt.

NSNS
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X
N
= 0‘3 °(-2 \4/‘
d Elocle
of x ARds 5
’ / d%‘
N
ol 2
é Z'+d F .
S
&
Beschleunigung des infinitesimalen Volumenelements
v, v, (2) Ovg(z +d2) | Taylor O%v,
Ad =-—nN—"A+n—F7—"FA = dz A;
PAG gy = e, AT T g "oz *
innere oder stokessche Reibung mit Reibungskraft
v,
Fx = -—nA )
e,

die beschreibt, wie Fliissigkeitsschichten von benachbarten mitgerissen werden. Sie ent-
spricht dem ohmschen Ansatz.

Also: 3 P
Vg Vg 2
,OW =7 822 (9#)93 = V@va
Diffusionsgleichung mit v = % (kinematische Viskositét)
Dimension:

Linke Seite:

vy kg m kg
p m3 s2  m2s?

Rechte Seite:

1 m 1
2 7 _ _
07ve] = 5=
k
= [n] = 29 _ 1 Poise (nach Poisseuille)
ms

2
= [v] = P} - v ist Diffusionskoeffizient*

Typische Werte

Wasser T =20°C: n=a~1.03-10"3 Poise
0°C : n~18-1073 Poise
100°C' : n~19-10"%* Poise

Alkohol T =20°C: n~1.2-10"% Poise

Glyzerin T =10°C: n=~1.5 Poise
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Der Diffusionsgleichung (9;v, = vd?v,) liegen zugrunde:

(i) Erhaltungssatz:

d = -
gI(r t)d®r = / 019, (7, t)d°r ]{ Sy, (7, t)d0 = —/ VJ,, (7, t)d*r
dt oV v
(mit Gauss I)
also:
— ——
Impulsdichte in X—Richtung Impulsstromdicht

(ii) Lineare konstituierende Gleichung fiir dissipativen Anteil der Impusstromdichte fiir
eine (ruhende) Fliissigkeit

-

ng (Fa t) = _vax (Fa t)

(iii) Wegen Hydrostatik wissen wir, dass auf ein Volumen V' in einer ruhenden Fliissigkeit
der Druck p wirkt, was bedeutet, dass es einen ,reversiblen® Anteil zu J; gibt:

i (7, 1) = dp(7', )

also zusammengefasst:

Uy = TIV%;B - 3xp

Por

oder vektoriell verallgemeinert:

pOi = nV2*i — Vp

Erinnerung an Hydrostatik: Vp = 0.

43

Hier behandelt: Stokessche Reibung, die inkompressible Fliissigkeit ohne ,,Konvektion
beschreibt. Eine Stromung, die durch innere Reibung bestimmt wird, heifit laminar. Sie
ist glatt, da innere Reibung Geschwindigkeitsunterschiede ausgleicht.

Kraft—Bilanz

v, 0v,(2) 0v,(z + dz)
Ad =— A A— dx)B — B A d
pAL G =y, A ! (p(z +dz)B —p(x)B)+ [f:Adz
Impulsdnderung ~ hydrostat. Druck ext. Vol.—Kraft

viskose Reibung

Inkompressibel (p = const. und V& = 0)
Opv; = ZV (Viv; + Vjv;) — p)

Also

8tgj -+ Z Vitij =0

eine Erhaltungsgleichung fiir die Impulsdichte mit dem verallgemeinerten Gaussschen
Satz,
tl] = péij -n (Vivj + Vjvi)
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4.6 Konvektion

In einer stromenden Fliissigkeit transportiert die Stromung auch Teilchen, Energie und
Impuls.
In den Erhaltungssétzen

dp + Vim = 0 (Massenerhaltung)
91§ +V -t = 0 (Impulserhaltung)

(&te +Vig=0 (Energieerhaltung))

treten also sogenannte reversible Beitrage zu den Stromdichten auf.
4.6.1 Massenerhaltung

do
d : <
— d37“p = _]{ d0jm W
dt Jy v ./

Aber Massenstrom ist einfach p - v.

pU -1 do dt

ist die Zahl der Teilchen (mal Masse), die pro dt durch die Oberfliche
do mit U fliefen.

& jm=p-T (Massendichte-Stromgeschwindigkeit)

= Op(T,t) + V- p(7, t)U(r, t) =0
gibt die Massenerhaltung.

= Op+0U-Vp=—pV -0
tP P P
dieser Term beschreibt , konvektiven“ Transport.

In einer inkompressiblen Fliissigkeit, d.h. p(,t) = const. folgt also

V-ou(rt)=0

Die Stromung ist divergenzfrei.
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4.6.2 Impulskonvektion

Wieviel Impulsdichte g transportiert ¢ durch do pro dt?
Das ist: (p0)0- 7 dt do
(pv Impulsdichte, v - 7 Stromungsgeschwindigkeit durch do.
Erhaltungsgleichung;:

0
/ d*r—=pv = —j{ do - Upv — weitere Anteile
v ot av

1%
& Bropv; = —]4 do V; PU;
| oo == @03 v

¢reversibel
ij
Also ist ein reversibler Anteil von ¢;; gefunden.
L = puv + weitere Terme
(pvv ist der konvektive Anteil der Impulsstromdichte)
Impulserhaltung bedeutet, dass der Impuls in einem Volumen V sich &ndert durch In-
tegration {iber die Oberfliiche von V; Nach Newton muss 7t also eine Kraft auf das Ober-

flichenelement do in Richtung —7i sein.
Aus Hydrostatik bekannt, weiterer Beitrag:

pd;; (hydrostatischer Druck)
Aus Stokesscher Reibung, weiterer Beitrag:
—1(Vivj + V;v;)
Also

= tz’j = PUV; —b—p&j — n(Vivj -+ Vj’Ui>

Héufig wird o;; = (pd;; — n(Viv; + V;v;)) als Spannungstensor eingefiihrt.

4.7 Die Navier Stokes Gleichungen

Fiir inkompressible Fliissigkeiten (V - ¢ = 0) folgen aus Impulserhaltung, Konvektion,
Hydrostatischem Druck, viskoser Reibung.

= p@tﬁ + Z Vz»pvivj = —Vp + 77V2vj

pO,T + p(T- V)T = =Vp+ Vi

Eine externe Volumenskraft f kann dazugeschrieben werden.

Grundgleichung der Hydrodynamik fiir inkompressible Flissigkeiten (V&' = 0), seit ca.
1860 bekannt. Die Eigenschaften der Losung sind bis auf Spezialfille nicht verstanden.
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4.8 Ideale Fliissigkeiten und Bernoulli Gleichung

Die Eulersche Gleichung beschreibt ideale Fliissigkeiten, d.h. n = 0 ohne innere Reibung:
pO U+ p(v- V)7 =—=Vp

Sie beschreibt reale Stromung, wenn die Impulsdiffusion vernachlissigbar ist. (Erinnerung:
Diffusion ist wichtig fiir kleine Absténde/Zeiten.)

Die wichtigste Folgerung aus der Eulergleichung ist eine Erhaltungsgleichung fiir die ki-
netische Energie der Strémung.

Formal: ¢+ (Eulergleichung)
pUOw + pv - (V- V)T + tVp
inkompressibel, divergenzfrei =
:8t§v2+v-v<gv2+p) =0

in Komponenten:

0 (57 +5-[r(5 )] o

502 ist die kinetische Energie der Stromung, v (gvz + p) der zugehorige Strom.
Daher ist diese Gleichung eine Erhaltungsgleichung fiir die kinetische Energie.

Fiir stationdre Stromungen (0 ... = 0)

17-V<£1)2—|—p> =0
2

Also: der Gradient von X = £v* 4 p steht immer senkrecht auf 0(7, t).

»Stromlinien“ sind Kurven, deren Tangenten im Beriithrungspunkt parallel zu (7, ¢) sind.

Also:

P + p = const. entlang einer Stromlinie

2

(Bernoulli-Gleichung)
Ohne Reibung wird Druckarbeit in kinetische Energie der Stromung umgewandelt.
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4.9 Anwendungen

4.9.1 Einfache stationire laminare Stréomungen

4.9.1.1 Rohrstromung

Kreisformiges Rohr mit Radius R und Lé&nge L mit Druckunter-
schied Ap = ps — p; # 0.

2-Achse

Laminare Strémung: ?,
»=“|7=2v,(x,y)| (damit V& = 0) {
= 0,p = 0yp =0 also p = p(z)
. L
Konvektion
0 (z,y) =0 L ¥
v,— | v, (x,y) =
0z Y )

(exakt!)
= stationdr (Jv, = 0) gilt:

V0. (z,y) = 9.p(2)
deswegen muss

A

0.p(z) = Tp = const.
(da die linke Seite keine Funktion von z ist).
Nun Zylinderkoordinaten. p = /22 + 12
Wegen der Rotationssymmetrie um die Z—Achse gilt: v,(z,y) = v.(p)

1, Oov, A
= =92z =P (4.11)
p " Op nL

Ansatz: v ~ p" (Potenzen)

(411) o . 9

0 homog. DiffGl. ~ p°& In p mel.
EUJEN :{ g P&l p mg

konst inh. DiffGL N p

In p unphysikalisch, da 0 %

Randbedingung: v,(R = p) = 0 haftende Fliissigkeit an der Wand

_ Ap

= |v.(p) = 477L(RQ—pQ)

Fliissigkeitsmenge, die pro Zeit durch das Rohr stromt:

R T R4
= dp2mp v,(p) = =—A
Q /0 ﬁﬂi (p) s>
Kreisringfl.

Gesetz von Hagen—Poisseuille, das z.B. fiir Stromung in Blutgefafien gilt. Aufféllig ist die
starke Abhingigkeit von R: Q ~ R* ~ (Fliche)?, weil v,(p = R) = 0 (nicht konstant iiber
das ganze Rohr).
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4.9.1.2 Stomung um eine Kugel

Eine Kugel mit Radius R wird langsam mit der Geschwindigkeit V durch
die Fliissigkeit bewegt und erfidhrt dabei viskose Reibung, da % # 0, da das
Stromungsfeld nicht rdumlich konstant ist.

0
= Reibung F' = —na—v Fliche = —n—4nR?
z

exakt: B .
F=—-6mVR

(Stokessche Reibung)

Versuche zur Hydrodynamik
1. Zu §4.3 und Blatt 1 Aufgabe 8

Der Spalt zwischen den beiden Zylindern ist mit —
Glyzerin gefiillt. Der innere Zylinder ist gegen \
den dufleren drehbar. Mit eingefdrbtem Glyze-
rin werden Farbstriche gezogen, dann werden
die Zylinder gegeneinander verdreht. Dabei ver-
schmieren die Farbstrichte.

G(ytqk;»‘

E_’"hrae{g'véée

Sive-{e,‘

Dreht man die Drehrichtung um, so laufen die Farbstriche wieder in ihren Urzustand
zuriick.

Fazit: Die Diffusion ist ineffektiv zum durchmischen ohne Umriihren (ohne Kon-
vektion).

2. Linearer Durckabfall bei laminarer Stromung (zu §4.9.1.1)

Das Rohrchen hat iiberall die gleiche Quer-
schnittsflache.

Stromt Wasser mit einer Geschwindigkeit ;
v durch das Rohrchen, so fallt der Druck Ha0 ' ise L
bei laminarer Stromung entlang der Stromungs- T
richtung linear ab. (Bernoulli héitte erwar- dzconst,
tet: p = const.)

|
’\/
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3. Bernoulli-Gleichung und Venturi-Effekt (zu §4.8)

Druck aw EM%S'(Q“Q
jevinger

L\\V\chv‘e\-
\Z Druck abfal(
s R \((cgw"no\we

Sf"é)lv\,\wh%)

H,0
N T ¥4 i A
2 et
V4>V°

Beobachtung: Linearer Druckabfall wegen der laminaren Stromung. An der Eng-
stelle, wo vy > vy, ist der Druck geringer.

4. Hydrodynamisches Paradoxon (zu §4.8)

Vo Die Platte wird angesaugt.
Vg > U1 = po K< D1

Po

P Anwendungen des Venturi—Effekt

e Bunsenbrenner (Skizze links)

e Wasserstrahlpumpe (Skizze rechts)

3/10
oL S s

—
Gas

Beim Sturm werden Décher abgedeckt

Duschvorhang

Flugzeugfliigel, Tragflichen

Segeln ,,gegen den Wind“ (Kreuzen)
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5. Gesetz von Hagen—Poiseuille

Duvelmesser Die Kapillaren haben unterschiedli-
der Kap/llaven.  che Durchmesser d; = 2,4 mm, dy =

Aas 2,4 v 1,2 mm. Wir messen:
Ay = 1,2 v
rou'h-("\ Ql 6]. ml
— = —— =15,25~ 16
QQ 4 ml ’

VMese 27(.‘~d0r

4.9.2 Die Reynoldszahl

Erzwingt man eine Stromung (z.B. mi Druckgradient % in §4.9.1.1) gibt innere Reibung
eine laminare Stromung nur solange konvektiver Impulstransport vernachlassigbar ist im
Vergleich zur viskosen Reibung.

Konvektiv

Lo P
p(U- V)T~ pr

(v Maf der Stromgeschwindigkeit,  typische Lénge)
Viskos

LW
NV ~ "

Das Verhéltnis dieser Abschiatzungen Re = 22—2/5 = ”T”l heiffit Reynoldszahl.

Sobald Re < 1 nicht mehr gilt, ist die Strémung nicht mehr laminar, sondern es treten
sogenannte hydrodynamische Instabilitdten (d.h. Stromung mit geringerer Symmetrie als
erwartet) auf.

Rohrstromung: v,(p) — v.(p, ¢, z) und letztlich tritt Turbulenz auf, wenn die Reynolds-
zahl sehr grofl wird.

4.9.3 Widerstandsbeiwert einer Kugel

Frage: Reibungskraft

e Eine langsame Kugel spiirt Stokessche Reibung F' ~ nRuv. ( 3
e Eine sehr schnelle Kugel gibt kinetische Energie an ein Fluid ab: \,</1
Loy
dByi, = — §pv ‘A ds
~—

kinet. Energiedichte
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(A Querschnittsfliiche der Kugel=nr?, ds Weginkrement). Die Kugel muss das ver-
dréngte Fluid auf v beschleunigen, verliert also auf dem Weg ds die Energie dFEy,.
Also wirkt eine Reibungskraft

1
F=—Zc,Apm?
5 Cudpu

auf eine schnelle Kugel.
¢, wird als Widerstandsbeiwert bezeichnet.

(inkompressibel!)

1 100 0% o€

Experimente zum Ubergang laminarer /turbulenter Strémung

1. Sichtbarmachung von Stromlinien

'-“'((Qv\\-nP
Offnungen

o ,:,,:«.;”:"‘"" 7
- &1 4_ - ol y ¥ ",/
B 19 )
\ / ,‘; { S£ro~un3; -
N [ aics A o )

3 ' Pwh, s
IR AT\
/ } " \“ “ \

5

Hlo ~—

Du r(L{(M §s f‘?%e( “ng

2. Stromung mit Hindernis
Verschiedene Hindernisse, Variation der Gechwindigkeit.
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vevsclieoewe S“Vrou\uuss -

| l,.l.de»-m'sse

O S
. - kf ' . '\ il |
/j o E fﬂh\ 4 =)
_—// . M"m.ﬂ'f AR
" :
/ g e - " . :://,-
7 <. e )
— g = Plasérk K& qefcley,
woeageveclter e U £ Sualisievyn odewv
Wossers¥€rom Strouma Lin'en

Vov ation der OG€sclwisdigice ¥

4.10 Lineares elastisches Verhalten isotroper Festkorper

4.10.1 Verzerrungstensor und Spannungstensor

Wihrend im gasformigen und fliissigen Zustand die Energie 7®

E = E(S,V,n) fir eine Substanz geniigt, hingt im festen Zu- fest | FU58
stand die Energie noch von einer weiteren Grofe, der sogenannten dasformy
Verformung, ab.

- T
4.10.1.1 Verformungen eines Festkorpers
Beispiel 4.10.1. i E
Dehnung eines Drahtes durch eine Kraft F'; man findet fiir kleine ‘} = B

(wegen linear) F:
Langenanderung: Al, Breitendnderung: Ad.
Die relative Dehnung

|

I

l

1

|

|
(A Fliche). £ heift (Dehn-)Spannung o (=p Druck). -

A1 |1 4t
T =5 (Hookesches Gesetz) T i
L
ok —t
mit £ Dehnungs— oder Elastizitdtsmodul. —

e Gleichzeitig wird der Draht diinner um Ad.

Das Verhaltnis
Ad 1

FR
heifit Poisson—Zahl.
Dieses ,,Diinnerwerden* fiihrt zur Volumenéinderung (V = wd?[)

AV Al Ad Al
= =02 =12
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e Beispiel: Bei allseitiger Kompression infolge Ap beobachtet man

av
v

—3Ap
E

= (1—-2p)

(Spannung o= — Ap) wirkt in alle 3 Raumrichtungen.

Also ist die Kompressibilitat

LoV T) 301 —2)

"TETY Jp E
(Da kp > 0, siehe Aufgabe IK III), also p < %
e Beispiel: Scherung eines Quaders durch kleine Kraft, die £ fa
tangential an die Fliche A angreift. Winkel - tﬁ’ ,
1 F / ’
a=— — (G Schub— oder Schermodul) +
G A Flacle A

% heifft hier Schubspannung.

/N

3 A
" v /

oY l:'losﬁ-'=]

4&‘(*—»\ ~ 405 "A—/'
N 2

,r\

Plastsel,

LA
-

'ILQrf?-\

Séac ("

AR

°

4.10.1.2 Kontinuumsmechanik

Wiederum (wie §4.1.9) Zerlegung des Korpers in kleine Subvolumina , die thermodyna-
misch beschreibbar sind, aber deren thermodynamische Variablen T'(7,t), p(7,t) etc. glatt

variieren.

Ausschnitt eines Festkorpers

D?fo»' M\.e'kng

(z2e ¢ ab kﬁ‘\-\%,'%)

R

Unvew farw\‘é

Veraevrt
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Ein Massenpunkt, der bei £, bei R war, wird durch die Verzerrung nach 7 verschoben:
7(R,t) = R+ u(R,t)
@ Verschiebungsvektor
(Der Vektor R, der mit dem Massenpunkt mitwandert, wird im sogenannten Lagrange—
Bild verwendet.)
Genauso kann man 7 im festen Laborsystem als Koordinaten verwenden (sog. Eulerbild,
das in §4.1-4.9 auch verwendet wurde).
D.h.
R=r—ud(R(T)t),t) =7 —u(r,t)
Die Verzerrung des Materials wird durch Verdnderungen von Léngenelementen gemessen.
A* = di* — dR?

(Erinnerung Bahnlénge | = [ Vordt, v = Z_i)

Also im Eulerbild: OR, OR
A2 — dr? — (
it =3 (Grrans) (e

ijk

8 .
<af1 = 0ij — g:f; )

=dr* — Z(dri&j g dr;)dr; +

ij
=:2 Z g dridr;

mit Verzerrungstensor u;
1 (0w 8uj Ouy  Juy
Y=g (87“] Grl> Z or; Or;j

dul

< 1, so dass

Im folgenden: Lineare Elastizitdtstheorie mit

Y= 2 8T'j 87"1'

4.10.1.3 Bedeutung von %

Tj

87“]- 2 87’j 87"1' 2 87’j 073-

-~
W

s §

u ist symmetrisch (u;; = uj;), w ist antisymmetrisch (wi; = —w;;)

(A)
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;/n ) '
Behauptung: Sp u beschreibt die Volumensénderungen: ay i(c Sl - =
Betrachte hierzu ein infinitesimales Rechteck (A, B,C, D) |
in der Ebene und eine Verformung, die erfiillt: [
|
(9u,~ o auz - A=A g B >
aTj N 67“Z~ “ \':(:
A = (0,0) — (0,0) — ist in Ruhe
B = (dz,0) — (dx—l— Qs g, 0) — B =
C - 0dy) — (O0.dy+ a”ydy) — O =
D (dz,dy) — (dz+ fg;zdx,dy +Gedy) — D =

Also ergibt sich eine Anderung der Fliche O — O'.
00 _0'-0 _ da(l+ 51+ Gy)dy — dady _ou, ou,
O 0 dxdy oxr 0Oy

(in linearer Naherung).
Analog in D =3

AV du;
PL= Zaﬁi

(B) Verzerrung eines (inifinitesimalen) Rechtecks, falls nur w;; # 0 fiir i # j (also
ui; =0, wij = 0)
Ebene: ugy = uy, # 0, u;; = 0 sonst.

o\ }
A = (0,0) — (0,0 Yl
B = (dz,0) — (dm,d:r%) a5 g /
C o= (0,dy) — (%2 dy, dy) c </:'/ o D

Uy Ouy
D = (dgj’ dy) — (daj + %—ydy,dy + dxa—) i s 33:
Damit also: '“3‘;7 =
o L 25 o

e Flichendnderung: Ass'  Nata B b,

2

<1

AO (e (dy%=) (o,
o dx dy -\ Oz
Die Fléche bleibt konstant, AO = 0 in linearer Ordnung.
Aber da=tan da = %,
df=tan df = —%L;.

B B Ou,  Ouy\ 6ux
= dy=—(da—dp) = <8y+8x>_ Iy

Die Auflerdiagonalelemente von w;; beschreiben die Winkeldnderungen (Scherun-
gen).
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(C) Falls 2% = w;; antisymetrisch ist (d.h. hier: 2% =

or; dy
Ouy .
ok
Es gilt die Rechnung unter (B), aber
ou
df = —=
also

dy = —(da — dB) = 0,

es tritt also keine Verformung auf (auch dO=0), sondern nur eine starre Rotation um den

Winkel 5 L /8 5
_gp 9% 1[0ty  OUs)
da_dﬁ_ax 2(89& 8y) Yo
N //\D
—
C'/Zr \ D
\ \
o/
A<
o B NN~ )
~ : 9

AzA dae I i

Fazit 4.10.2.

aui 1 - 1 =
o, 3 (Vo d)diy + (uiy = 5 (V- 1@)ig) + wi

$(V - @)é;; ist die Spur und ergibt eine Volumensénderung.
Usj — %(V - 10)0;; ist symmetrisch und spurfrei. Er ergibt eine Scherung.
wj; ist antisymmetrisch und beschreibt die Rotation eines starren Korpers.

4.10.1.4 Die Elastische Energie

Die Grundhypothese der Kontinuums—Festkorper—-Mechanik ist die Annahme, dass die
innere Energie pro Volumen nur von u;; abhéngt, also

e = e(u;;)

D.h. die innere Energie hingt nur von Abstandséinderungen ab. (dr? — dR* ~ u;;)
(aber zum Beispiel nicht von wj;)
Temperatur, chemisches Potential, viskose Reibung und weitere seien hierbei vernachlassigt.

Zugehorige intensive Grofle o;;: Spannungstensor

Oe
oij(um) = 5 —
i

0;; ist ebenfalls symmetrisch: o,; = 0;;.
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4.10.1.5 Bedeutung von o;;

Dies bedeutet:

do;
Zaij_ Z

kann als Dichte der inneren Krafte verwendet werden und

a)

b)

Krifte auf ein Volumen V' wirken immer nur {iber die Oberflache (GauB).
/d3TF- :/d3r Z% :j{ doZno“
1% v ; r; v ; Y
Die Arbeit der inneren Kréfte bei einer Verschiebung du

Pr F-50 +0(0u?)
/ges Volumen

Kraft - Weg

O(6u?) entsteht aus einer Verformung und weil F' = F(du) im nichtlinearen Bereich

wichtig ist.
— d3 ”5 i
/ " ,LZ 8rj Y

= Randterme — / d TZUZJ (auz>
or;

Die Randterme verschwinden, weil o(r — o0) — 0.

1
/dST’Z |: Uzj + O'ﬂ 6UU 2(0'1']' — in)wij}
—/dgTZUz‘jéuzj
4,J

also fiir reversiblen Prozess.

Wirklich gilt:

— E crijduij): E O'ijduij
,J ,J

(das — Zeichen, da innere Kréfte Arbeit leisten). Dies ist die behauptete Gibbssche
Fundamentalform.

fiir Impulserhaltung folgt nach Newton:

polo = oy (a)
/ 00T d°r = f doz oiin;
v v 5

= GauB.
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O,
o0 = 3 004 . gt (4.12)

Wobei um p(7,t) = pp = const. linearisiert und Konvektion vernachlissigt wurde.

Bemerkung 4.10.3.
v folgt aus der Bewegung des Massenpunktes

—

(R(t) = R(to) + @(R, 1))

d = d = ou(r,t)
= U(7,t) = —R(t) = —u(R,t = ’
o) dt ®) dtu( ) R=r—a Ot
kompliziert im nichtlinearen Fall.
Bemerkung 4.10.4.
p(T,t) — po < po folgt aus Massenerhaltung:
ou(r,t)
Op = —Vpi= — pyV ’
ip U= —pV—0,
pP—Po _ Vil
Po

in linearer Ordnung.

4.10.2 Das Hookesche Gesetz

|%‘ < 1 & Jul < 1ist eine gute Néherung im gesamten elastischen Bereich von
Festkorpern (auBer Polymeren).
= Taylorentwicklung von e(u)
1
e(u) = A+ Z Biju;j + 3 Z UijCijhl Wkt + - - -
.3

i7j7k7l

(e(0)= unwichtige Konstante)
=0

=0

Es gilt: 05

I

weil im thermodynamischen Gleichgewicht o = 0 fiir u gefordert ist.
Cijki = Cjikl = Cijik = Cjilk WEZEN U symmetrisch
Cijkl = cxiij weil die 2. Ordnung symmetrisch ist.
Weiteres nach Kristallsymmetrie.

Fiir isotrope Materialien muss ¢ aus dy; = 1 aufgebaut sein mit Konstanten K und G

2
Cijit = 030 (I — gG) + (0irdji + 6:djn)G



4.10. LINEARES ELASTISCHES VERHALTEN ISOTROPER FESTKORPER 39

Oe
= O0ij = 73— = g Cijkl Ukl
Kl

1
045 = K Sp g&] + QG(UZ] — g Sp géw) (413)

Das ist das Hooksche Gesetz (im linearen Zusammenhang).

Der erste Term beschreibt die Spannung verkniipft mit der Volumensédnderung, der zweite
beschreibt die Spannung verkniipft mit der Scherung.

Kompressionsmodul K = % und Scherungsmodul G wurden in §4.10.1 bereits diskutiert.
Damit ist F = 3K (1 — 2u) Stabilitédt von e (zweiter Hauptsatz, siehe §3.2.5) verlangt K
und G°.

4.10.3 Elastostatik
dyu = 0 ergibt aus (4.12) und (4.13)

f+(K+§)V(V-ﬁ)+GV2ﬁ:0

Beispiel 4.10.5 (Dehnnung eines Drahtes). (siche §4.10.1)
Auf der Oberflache gilt:

S oy = B £ 0 nr fie 713, F|2

J

= oy=0flri=j=z2(0,=0= ﬁ Dehnspannung); damit VF
(4.13)

0 ... 0 5 1 0

0 ... o 0 1

(mit dem Hookeschen Gesetz)
fiir x=y folgt:

<K_§G)(8z +28x) 2G8x =0
<K_§G)(82+28x)+2G6z o
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ou, Al G+3K o
92 |  9GK ° E
IKG 1 E 1 (3K -G
T G+3K und“_§(1_3_K) :§<3K+G)

also konnen E, u (Poissonzahl) durch K und G ausgedriickt werden.

Versuch (Spannungsoptik, Visualisierung von %L;lj

geometrische Objekte aus optisch aktivem Material, d.h. z.B. doppel-
brechend unter mechanischer Belastung
Geometrien:

o Winkel
e Winkel mit Spannungsfreibohrung
e Kranhaken

e Balken, einseitig eingespannt

WA

b —— Polor'gati ons -
i (\"(‘Cv

?

wiw LBy

//:"e"L?Qd-

| /P°|

(Q\— S
OG,ekt

I '°Jekfa

a€ions L (¢e,

Durchfiithrung: Polfilter so drehen, dass mittlerer Kontrast
Beobachtung: bei mechanischer Belastung der Objekte sind Verfarbun-
gen sichtbar, dichter Farbwechsel an Stellen mit Spannungsiiberh6hung
(z.B. im Winkel)

Versuch (Schallgeschwindigkeit in Festkorpern).

V=

Pleao kvistal(
Stak(- //
kugel i
L 3 l
K
T ] Osai
Teiggev
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L=0,5m, p="1,7-103kg/m?, K’ =~ 200 - 10°N/m?

Aufbau: Stahlstab der Lénge L mit Piezokristall an einem Enden, der

bei Stauchung Spannungssignal angibt (Y-Kanal), Triggerschaltung fiir Zeitablenkung des
Oszilloskops

Sbave  Eintreffon des Durchfithrung: Bei Kontakt der Stahlkugel mit dem Stab
| Sparnvngselses  wird Triggerschaltkreis geschlossen: Startsignal der Lang-
zeitmessung. Wenn Schallimpuls am anderen Ende ankommt,
— € — wird Piezokristall (Seignette-Kristall) gestaucht: Spannungspuls
auf Oszi
Ergebnis: ¢ &~ 110 ps v = 7022 = 43 - 1032, Literatur-
wert: 5,1-10%2

4.10.4 Schallwellen

Impulserhaltung und Hookesches Gesetz gelten auch hier. Sie ergeben lineare Bewegungs-
gleichungen isotroper Festkorper.

G
Poafui(ﬁ t) = Z [(K + g)VszuJ(F, t) + GV?UZ(F’ t) (feXt — 0)
J

Dies sind Wellengleichungen, die mit dem Ansatz linearer Ausbreitung

uz(z,t)
(7;: t) = uy(zv t)
u,(z,t)

£y

(Propagation in zZ-Richtung)
entkoppeln zu
Kompressionswellen (fir |2, ]| Ausbreitungsrichtung)

4

und Scherwellen (fir @1z Ausbreitungsrichtung)

po0iu, = GOu,

(analog fiir u,)
mit den Schallgeschwindigkeiten

K+3g
Po

G
¢ = 4| — transversale
Po

o= longitudinale
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Kapitel 5

Atom— und Quantenphysik

5.0 Einfiihrung

Thema:

e Aufbau und Eigenschaften der Atome, ihre Wechselwirkungen untereinander und
mit elektrischen und magnetischen Feldern.

e Nicht: Wechselwirkungen im Atomkern.

Typisches Problem GrofBlenskala Fachgebiet
Vielfalt der Materialien Festkorperphysik,
(Luft, Wasser, Stahl, Beton,...) c¢m bis m statistische Physik.

Periodensystem der Elemente  107'm = 1 Angstrém Atomphysik

Protonen und Neutronen

im Kern, starke WW 107% m Kernphysik

Quarks <107% m Elementarteilchenphysik

Ziel 5.0.1. Mikroskopisches Verstandnis der Eigenschaften von Atomen.
Beschreibung durch wenige fundamentale Naturkonstanten: e, ¢, my (Ruhemasse des Elek-
trons) ,h

Experimentalle Beobachtung: Viele neue Phénomene konnen nicht mit der klassischen
Physik verstanden werden. (Daraus: Quantenphysik, Signatur: h)

Beispiel: Spektren der Atome, Flammenfarben der Alkalimetalle (Na,K,Li)

Erklarung: Uberginge zwischen Zusténden, erklirt aus dem Aufbau der Atome.

43
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5.1 Das Atom, seine Bausteine und ihre Wechselwir-
kungen

5.1.1 Das Atom
5.1.1.1 Grofle des Atoms

cald™ 0 m=14=0,1m

Der Radius ist schlecht definiert (Wellencharakter der Elektronen). Die Bindungsabsténde
eines Atoms im Festkorper sind unterschiedlich in unterschiedlichen Festkorpern.
ZB.Mging: 1,6 A

Mg in MgO: 0,7 A

Wasserstoffatom: 0,5 A (klein)

Magnesiumatom: ~ 1,5 A (mittel)

Cisiumatom ~ 2,5 A (grof)

Experimentelle Grolenbestimmung

a) Grobe Abschétzung aus makroskopischen Grofien

77 7777
Betrachte einen Wiirfel, bestimme die Oberfléchen- /{Z/f/?'/f/?
energie' s Scheiben BB -.:: ;3/?
Zerschneide den Wiirfel in alle drei Raumrichtungen it Dicke H
in .S Scheiben der Dicke einer Atomlage, also 35 Schnit- pes Aems %- 1

te, s kleine Wiirfelchen. —
Der Energieaufwand dafiir entspricht der Verdamp-

fungsenergie F,.

Bei jedem Schnitt wird die Fliche 2 cm? erzeugt, der Energieaufwand ist also 2Ej
(Ey die Oberflichenenergie fiir 1 cm?)

35S -2k, =FE,
l E,
S:—:
d G6FEy

(I Kantenlidnge, d Dicke der Atomlagen)
Anzahl der Atome: N = S3

Zahlenwerte fiir Wasser:

Ey=17,3-10"2 J/m?

E,=2,26-10° J/m?

Also: d =1,9-1071% m (beachte d = 2r)

das ist die richtige Groflenordnung.
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b) Rontgenbeugung an Kristallen

P B
T‘an\{L\‘fLi‘(vn;k( 7 o _ i Reflexe
——— =B E ————y —
i ‘(%PH 10 (i_—»,, k“v\t—(o(i vv\O\v‘oL(“'O"‘\‘ ‘
va0~ T V\) |
lewckd-
Beugung an Gitterebenen (vgl. Blatt 4, Aufgabe 2, IK III)
betrachte einfach—kubisches Gitter
; \ : ,
o Interferenz zwischen Lichtstrahlen, die | -l N / 7‘/ A
an benachbarten Ebenen gebeugt wer- Q —Q (5 —g— O
den. )")“} }/ ! } oA
e Bedingung fiir konstruktive Interfe- © —.4;&\ 2. &0 O
renz: Gangunterschied A =n - A
Geometrie: o9 = AT/Q O 0

[2dsind = n)\|

Bragg-Bedingung (Laue-Bedingung)

Erzeugung monochromatischer Rontgenstrahlung ist notig.

¢) ,optische“ GroBienbestimmung:
Lichtmikroskop: Auflésung beugungsbegrenzt durch die Wellenlénge A, ~ 5000 A, also
nicht maoglich.
Elektronenmikroskop: Vorgriff: Der Elektronenstrahl hat Wellencharakter (Nachweis durch

Beugung) mit de Broglie-Wellenlénge A = %, p = mov (nichtrelativistisch)

_ h _ 123 A
A= V2moEg, —  uB Eyin = eUg

Ey, 10eV 100 eV 10 keV
A 3904 124 01124

Die Abbildung ist im Prinzip also moglich.
Durch Linsenfehler entsteht eine Begrenzung auf 5-10 A

(Hochauflésendes) Transmissionsmikroskop: ~ 1-2 A
aber Modell zur Interpretation notig, da Beugungseinfluss
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Feldemissionsmikroskop: Uberhéhung des elek-
trischen Feldes an einer Spitze, Kriimmungsra-
dius < 1 nm.

Lokal unterschiedliche Emissionswahrscheinlich-

A Wolfv e~

keiten durch Aufdampfen von geringen Bedeckun- Kathooe
gen eines anderen Elements. [ @j) |
N0 S I
=400 wwn kv
Rastertunnelmikroskop, Rasterkraftmikroskop
abtastende Spitze mit konstantem Abstand a zur Ober-
\@ flache.
Beim Tunnelmikroskop wird dieser Abstand durch Tun-
IL nelstrom bestimmt,
I Beim Kraftmikroskop wird die Kraft an der Spitze ge-
O O O messen.
Auflosung: lateral ~ 0,05 A, vertikal < fm
Storfaktoren:

e Die Einstellméglichkeiten der lateralen und vertikalen Position (piezoelektri-
scher Effekt) sind beschrinkt.

e mechanische Vibrationen

e thermische Ausdehnung der Materialien

Atomradien:
261
azr
|t
& 1,‘&:
3 W
g 06
0,2' i 1 1 1

o
3

20 20 W 50 Sz B 8
Kemnladungszahl Z —
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5.1.1.2 Masse des Atoms

Relative Atommassen (A,) (,Atomgewichte®)

aus Dalton’s Gesetz der multiplen Proportionen

Beobachtung: A, ist ein Vielfaches der Masse des Wasserstoffatoms.
Exakte Definition der atomaren Masseneinheit (seit 1961):

iiber das Kohlenstoffisotop 2C

1 u=1 a.u.=7 der Masse des Isotops §2C.

1 u=(1,660565 + 0.000005) - 107" kg.

5.1.1.3 Bestimmung von N,

Ein mol entspricht der Menge eines Stoffes, die soviel wiegt wie das Molekulargewicht in
Gramm:

1 mol 2C=12 ¢

1 mol H5O ist etwa 18 g schwer.

Messung von N 4:

a) Radioaktiver Zerfall (Z&hlen von Ereignissen)
(Rutherford und Royds, 1909)

b) Elektrolyse (Faradaysches Aquivalenzgesetz)
Stoffmenge n ist proportional zur Ladung
1 mol eines einwertigen Stoffes benétigt F' = 96485 As (= C) (Faraday—Zerfall) zur
Abscheidung, da jedes Ion die Elementarladung e tragt.

F
= NA:—
e

(Voraussetzung: e ist bekannt)
c) Aus der Grofle der Atome und dem Volumen des Festkorpers (Réntgenbeugung)
d) Aus Gas— und Boltzmannkonstante (B. 1870)

R

kp = —
B NA

(R aus Messung an idealen Gasen: pV = nRT, dann kann durch Messung von kg
N4 bestimmt werden.

e Brownsche Molekularbewegung, Sedimentationsgleichgewicht (vgl. Aufgabe 11)

e Drehspiegelmethode: Beobachten der statistischen Schwankungen eines an ei-
nem Quarzfaden in einem Gas aufgehéngten Drehspiegels bei kleinen Auslenk-
winkeln ¢ (harmonischer Oszillator)
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LLLL L x, £ -Schre'be,
‘ lawfende 4\t
Gas i Tors{' ’;:‘: Plo€osclicl#
D) ~ -

rﬁ, Pvel 5p-'e%e(
Licke~ AN ~
}ev'gev// &Xé Q

Skute: BT

Virialtheorem: mittlere kinetische Energie entspricht der mittleren potentiellen
Energie

1 .2 1

—0p = - Ap?

2 ¥ T oY
O: Trégheitsmoment der Anordnung, A Winkelrichtgroe (entspricht der Fe-

__ wirksames Drehmoment
derkonstanten), A = NS

Gleichverteilungssatz fiir Gasmolekiile:
3
Eyin = EkBT
(3kgT pro Freiheitsgrad)
§kBT =_0p = -Ap’

Also: Messung von >
Da © leichter zu berechnen ist als A, bestimmt man die Schwingungsdauer des
Torsionspendels

Literaturwert kp = 1,380662 - 1072 £
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5.1.2 Das Elektron
5.1.2.1 Entdeckung des Elektrons

Elektron (griechisch Bernstein: Reibungselektrizitéit)
1879 J. J. Tomson:
Kathodenstrahlen, identifiziert als Elektronen durch =-Bestimmung

Versuch (Schattenkreuzréhre).

2-5kV

N Fleoveszenp.
L\ v
\ scliivn,

(von vorwe .

e Schattenwurf: Teilchen oder Welle, die sich geradlinig fortbewegen
e Das Vakuum bestimmt die Scharfe des Schattens

e Ablenkung in elektrischen und magnetischen Feldern

Versuch (%-Bestimmung). mit Magnetfeld und elektrischem Feld
Durchfithrung und Beobachtung:

e Ohne duflere Felder: geradlinige Bewegung der Elektronen
e Anlegen eines Magnetfelds in die Papierebene hinein ergibt eine gekriimmte Bahn

e Senkrecht dazu angelegtes elektrisches Feld:
Bei richtiger Wahl der Polaritéit und des Betrags des Feldes wird wieder eine nahezu
geradlinige Bahn erreicht.

Wyeis IR " T
Heiz
Ma t
e Po(ScLu\I\(
N

N

Das Verhiltnis der Feldstirken erlaubt die %-Bestimmung (quantitativ: Ubung)
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5.1.2.2 Bestimmung der Elementarladung

.o -f-
Versuch (Millikan—Oltrépfchen—Versuch). Geladener S
Plattenkondensator, Zerstdubung von Ol. - W, Riabuckioy
Beobachten der Bewegung der Oltrépfchen: Bt pfeten

Krifte auf Oltropfchen (aufsteigend): siche Skizze links. Bei

eingeschaltetem Feld beobachtet man eine diskrete Steighe-

wegung.

Bei ausgeschaltetem Feld sinken die Teilchen nach unten (Kréfte siche Skizze rechts).

i "~ | =
o A oL
= Crieb —Reib tufé vieg
N i 1 < ™~ ’ *
1 I | | | A~ N
| | b | l | i
{ | { { |
vo | | || v | |
’/,\ ' { | V- | l |
| | a | %
{ | R | | |
| v v | N ¥ |
T ) ) = ) 1
G- ~ ce»; =

Literaturwert: e = 1,602192 - 10~ As

Aufbau:
Pumpe
+ Hoch- :'_:_:\ =~~~ -
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5.1.2.3 Grofle des Elektrons

Wir betrachten das Elektron als einen Kugelkondensator
mit Radius r,;.
Abschétzung: Selbstenergie des Kondensators entspreche der Ruheenergie des Elektrons:

2
Eruhe = mpC

Die elektrische Kapazitiat C' = 2megre, (Kugel homogen geladen)

Elektrostatische Energie zum Aufladen mit der Elementarladung e:
1Q* 1é? e )
2 C 2C Amegry MMo¢ h

= rg=2,8-10""m

,klassischer Elektronenradius®

Experimente zeigen: Das Elektron ist in Wirklichkeit viel kleiner
7.B. Elektron-Elektron—Streuung;:

reines Coulomb—Gesetz (spéter mehr dazu)

Experimentelle Grenze: r,; < 107% m

5.1.2.4 Masse des Elektrons

Aus “-Bestimmung nach Thomson oder anderen Kombinationen von elektrischen und
magnetischen Feldern (siche Massenspektrometer)
Voraussetzung: e bekannt.

5.1.3 Massenspektrometrie
5.1.3.1 Geladene Teilchen in elektrischen und magnetischen Feldern
e Figenschaften eines Teilchen in einem statischen elektrischen Feld:

Die Trajektorie hingt nur von der Energie ab, nicht von der Masse.

7.B. Zylinderkondensator: Teileben wit
ever
i niedrigeyre,

Gleichgewichtsbedingungen fiir Bahnen: Everyre

Fliehkraft=Feldkraft

2 2 e
mu mu 2F ~—
T —¢E = or=—— =

r el ek
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Gasentladungsrohre, Kathodentrahlen

Puu«pe
[
|
Ahoden o. P. TkomSOn‘ | Facaday-
\ Po;‘i‘: kc?q‘v{ve; E
(rietcl) Glinn, Cic by {
Fluores
Zewz + Anode
Schire
Akwdo"\ Anoclen-,
b Vo (Ve bt Kotlode n Sscbve b Koo ( —
O odlevr
Gotel s€e/n~
Sévrahlen

Hoher Druckbereich: 1-10 mbar (Luft)

Blaurotes Leuchten, etwas blauer bei Kathode, etwas rotlicher bei Anode.

Mittlerer Druckbereich

Blaues negatives Glimmlicht bei der Kathode, rote positive Séule ndher bei der Anode,
zerfallt in einzelne Streifen.

Ursache: Stofiionisation (Energieiiberlegungen spéter) kann stattfinden, wenn stofilendes
Teilchen (e~, Ion) innerhalb seiner freien Weldnge durch das elektrische Feld mindestens
die Ionisierungsenergie fiir ein Gasmolekiir aufnimmt.

Es ist also eine minimale Ziindspannung nétig, um geladene Teilchen zu erzeugen, die
sich in bestimmten Raumbereichen anhédufen und damit das elektrische Feld verdndern,
da Raumladungszonen das Feld abschirmen.

Die Elektronen sind schnell und beweglich, die Ionen sind schwer und langsam.

Die Stérke der Leuchterscheinungen ist ein Ma8 fiir die Anzahl der Stofe.

Typisches Ergebnis:

Revuims
( c-du..zag
dickie

A
Potewntial

E kw%ﬂ . )

low

&~ @O /\ ¢

N

i
|
\

>
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Anodendunkelraum:
Relativ groles EF-Feld, aber die Ionen haben noch nicht geniigend Energie, eine Stoflioni-
sation durchzufiihren.

Anodenglimmlicht:
Im Abstand A: Die Elektronen kénnen stofSionisieren. Eine negative Raumladungszone ist
die Folge.

Thomson-Raum:
Hat die Breite der freien Weglédnge der Ionen. Das elektrische Feld ist schwach und kon-
stant, keine Raumladung.

Positive Saule:
Breite der Streifen entspricht der freien Weglédnge der Ionen.

Faraday-Dunkelraum:

Sehr geringes elektrisches Feld, da die Ionen im negativen Glimmlicht hohe Raumladung
bewirken, die das Feld abschirmt.

Daher diffundieren auch Elektronen und haben nicht geniigend Energie, um zu ionisieren.

Negatives Glimmlicht:
Die kinetische Energie geniigt zur lonisation, im Saumbereich gibt es nur noch wenige
Elektronen.

Hittorf Dunkelraum:
Positive Raumladung der Tonen, wenige bewegliche Tonen.

Kathodenlicht:
Im Abstand der freien Weglénge der Elektronen: Erste Stoionisation.

Aston Dunkelraum:

Starkes elektrisches Feld, die Ionen werden beschleunigt. Die Breite entspricht der freien
Wegliange der Elektronen. Beim Aufprall der lonen auf die Kathode werden die Elektronen
rausgeschlagen, aber die Elektronen haben nicht genug kinetische Energie, um zu stoflen.

Druck < 1072 mbar

Der Faraday—Dunkelraum wird immer breiter, da die freie Weglédnge der Teilchen wéchst,
die positive Sdule schrumpft, es gibt weniger Stofle, da weniger Stofipartner zur Verfiigung
stehen.

Wenn die Elektronen und die Ionen stofifrei die Anode bzw. Kathode erreichen, treten
Kathodenstrahlen bzw. Kanalstrahlen sichtbar auf.
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Fortsetzung 5.1.3.1 Geladene Teilchen in elektrischen und magnetischen Fel-
dern

Elektrisches Feld: Trajektorie wird durch Energie bestimmt.

B-Feld

Teilchen im magnetischen Feld Trajektorie hing vom Im-
e——X_ puls des Teilchens ab.
ﬁ Lorentzkraft ist Zentripetalkraft:

Sektov- mu? mu P

agnel evB=— = r=—=—
? T eB eB

Kombination von E-Feld und B-Feld

© R

T

ektoy -
V\-and

G(el({w
87 (indey Ko o,

Scl\v.r-\.,\

Haben zwei Teilchen bei gleicher Energie unterschiedliche Impulse, so muss das Verhélt-
niss -~ verschieden sein. Ist also die Ladung bekannt, so kann die Masse bestimmt werden.

Elektron: ;= =1, 7588 - 1011,2_;
mo9,1091 - 107 kg = 5,4859 - 10~* u
oder 1 u = 1822, 84 m

Mo ~ zo55-Masse des H-Atoms
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5.1.3.2 Parabel-Methode

Parabel-Methode nach Kaufmann.

Mit ihr wird auch relativistische Massenzunahme untersucht.

Hier sind das magnetische und das elektrische Feld parallel zueinander und senkrecht zu
v. Damit sind die Ablenkungen senkrecht zueinander.

B(eno‘e
u
z \ ==
: X
S l ‘J/b

Das elektrische Feld verursacht eine Ablenkung nach oben oder unten (Ay), das ma-
gnetische Feld nach rechts oder links (Az).

1
vTm
1
Ar=-5.0,
vm

Die Konstanten C; und C5 aus der Geometrie der Felder.
Wir eliminieren v: o o
Ay= LT Ag2 = 23

CCye ~e/m

Auf dem Schirm wird also bei Variation von v eine Parabelbahn durchlaufen.

(Az)®

A
A . ay o wilchst ///E"P‘
EKP-&/ ,// C gesiel
v & Pavabel -
y4 (E""’O\'{u\v\%) 4
/ /
/ /
Z /
> a X A} 7 4 (AK)Z
véice v<c e
Cs
tant = ——
e/m

Problem: Mehrfach geladene Ionen
z.B. WArt+: 20Ne*t
Losung: Hochstauflosende Massenspektrometrie
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5.1.3.3 Hochstauflosende Massenspektrometrie

a) Geschwindigkeitsfokussierung (Aston, I
1919) Durch Geschickte Wahl der Grofle AT
der Felder fokussiert das B—Feld Teilchen

mit verschiedenen Geschwindigkeiten an die \

gleiche Stelle, es wird nur nach =  sor- '

tiert“. Dies fiihrt zu einer hoheren Inten- \E{ »

. Wvisspa
sitét. v

b) Richtungsfokussierung (Dempster, 1918) Teilchen, die
linger das Magnetfeld spiiren, werden stéirker abgelenkt. Dadurch
werden Teilchen mit gleichem = aber leicht unterschiedlicher
Richtung, an denselben Punkt fokussiert.

Dies fithrt wiederum zu einer Erhohung der Intensitét.

c) Doppelfokussierung Beide ,, Tricks® werden ausgenutzt.

d) Elektrische Wechselfelder

T
> N /";”‘“5“"“
:j— - —_— T~ -
L !.___ — L —|— xz‘\—
“g
B(@hdq
8

Kondensatorspannung an C; und Cy
U1 = U2 = UO sin wt

Teilchen der Geschwindigkeit v benotigen die Zeit ¢, um die Strecke L = v-t zu durchlaufen.
Diese Zeit verschiebt die Phase der Wechselspannung um wt = w%. Die Blende B lasst
nur Teilchen durch, die die Phasenlage 0 oder 7 gespiirt haben (U; = 0). In C; liegt dann
Uy = £Upsin w% an. Die Teilchen werden also abgelenkt mit

L
xe = £DUj Sin(w;)

(D: Konstante) Fiir & = kr (k = 1,2,3,...) ist auch x5 = 0, also fallen die Bilder z3

und z; zusammen. Fiir v gilt dann v = £ (v Frequenz).
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Die Frequenz muss so geregelt werden, dass x5 = 0 ist und k& durch Abzéhlen der Null-
stellen bestimmen.
Eyin, = eUp ergibt:
e 22L7
m k2Ug
(1o die Frequenz, bei der x5 = 0 ist)

e) Quadrupol-Massenspektrometer
dghnliches Prinzip, andere Geometrie
Es findet eine sehr genaue Messung der Frequenz statt, bei der
Teilchen durchgelassen werden.
— Sie wird daher zur Isotopentrennung eingesetzt.

Massenverhiltnisse im Atom

Einheit | Elektron Proton H-Atom
kg 9,11-1073 1,6726 - 10727 1,6735-10727 W4 Veos w £
u 5,4859 - 10~* 1,0072766 1,0078251
me |1 1836, 11 1837, 11
my 5,4463 -107* 1 1,0005445
mg 5,4433 -10~%  0,99946 1

Hochaufl6sende Massenspekrometrie

oo "0, "°00H,
1/z“°A\ DNe 8gp™8oHs) [ SND;H ™D, ZCO,
/

~

R oL e

>
Magnetfeld

Trennung von 10 Isotopen mit Massenzahl zwischen 19,9878 und 20,0628 (doppelfokus-
sierendes Massenspektrometer nach Mattauch)
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5.1.4 Isotopie
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Ordnungszahl Z: Zahl der Protonen = Zahl der Elektronen.
Sie bestimmt die chemischen Eigenschaften.
Massenzahl A: Anzahl der Kernbestandteile (Summe der Anzahl der Protonen und der

Neutronen)

Atomgewicht, relative Atommasse A, ungefihr A, wegen des sogenannten , Mas-

sendefekts*

Isotope eines Elements variieren in der Zahl der Neutronen.
Nur wenige Elemente sind isotopenrein (besitzen nur ein stabiles Isotop):

9> . 27 7. 127
1Be; 15AL 30T

A, ist daher nahezu ganzzahlig.
Mehrere gleichhiufige Isotope
z.B. 3C1 (75%) und 37Cl (25%), also A,q = 35,5

Messkurve Massenspektrometrie

e Deuterium D: Wasserstoffisotop mit einem Proton und einem Neutron.
Z =1 aber A =2, 0,014% des natiirlichen Vorkommens

e Tritium: Ein Proton, zwei Neutronen; Z =1, A =3

Molekiile: D hat &hnliches £ wie Hy, D etwas leichter als H, (dieser Effekt wird als
Massendefekt bezeichnet und in der Kernphysik behandelt)

5.1.5 Streuexperimente

5.1.5.1 Der Wirkungsquerschnitt (WQ)

= “Der Streuquerschnitt,,

o
o v ®
° N ® ®
© o [ 4 °
Te lebon~ g g )
Stvom ‘Z
(o]

> X

Betrachte einen homogenen Teilchenstrom, der durch ein
Material (z.B. Luft, Goldfolie, etc) abgeschwécht wird, in
dem die Teilchen durch Stéfle (Wechselwirkungen) aus ihrer
Bahn abgelenkt werden.

Frage 5.1.1. Was ist die Anzahl N(z) der Teilchen, die
nicht abgelenkt wurden?
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Die Anzahl der zwischen x und x + dx Y _—
abgelenkten Teilchen dN(z), ist N P o A
— NG Ml dx)
dN(z) = —N(z) - W
~+- t > X
(W: StoBiwahrscheinlichkeit) . X+olx
Anzahl der Stopartner im Volumen A dx
W x

Flache A

da wegen der Annahme der homogenen Verteilung der Streuer (Stofipartner) mit Dichte
ns, = = (N, Anzahl der Stofipartner im Volumenelement) gelten muss:
W ~ 5 gelten (, Verdiinnung*)

Weitere Annahme: Nur einfache St68e (jedes Teilchen stoft nur einmal).

AW

s

= 0= Definition des Wirkungsquerschnitts

N; o Fliche aller WQ

= W= A Gesamtfliche

Einheiten daher: [0] = m? (Fliche).

@D © 7Y C.. - g
Srewer | A A€s. Flocle A
PN &

(Bild nach der Idee von ,Harten Kugeln*)

AN (z) = —WN(z) = —ijl"zv(x)
_ (nsAdz)o
S N(z) = —nsodxN(x)
dN .
= ——N(z) mit A = >

Nso

also kann o aus A und n, berechnet werden.
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5.1.5.2 Rutherford Streuung

Versuch (Rutherford-Streuung).
Streuung an realem Target

LLLLLLLLL

SN

/] Sch

722222207

\\\\\\}\‘"

Auge

Leuchtschirm

Teteltor
Au - Yolit, t1= Q/l«wv
Aw 344
/
E’Q ) (e
/ T spalk
wlent
A Szintillator
S
b
v ¢ Lichtleite:
_{ Kathode
3
x
% ¢ Elektroden
y /
Anode

zur Registrierung

e

Spinthariskop (links; alt) und Szintillationszéhler (rechts; neu) sind Instrumente, mit de-
nen die gestreuten Teilchen beobachtet werden koénnen.

Sei Nrarget =Anzahl der Kerne im Streuvolumen
Annahme: Streuereignisse an verschiedenen Kernen sind unabhéngig voneinander, keine

Mehrfachstreuung.

(d.h. die freie Wegliénge der a—Teilchen muss grofler sein, als die Dicke der Folie).
Dann ist eine Addition der Streuintensitdaten mdogliche.
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Gestreute Intensitat

a—Teilchen sind Heliumkerne und damit dop-
pelt ionisiert.
EByin = MeV
At ~=3—4 cm

—),
Ablenkwinkel Medium Folie Zeit Gauss gezéahlt
0° Vakuum ohne Folie 20 sec: 1271
0° Vakuum mit Folie 20 sec: 984
15° Vakuum mit Folie 60 sec: 276
15° Vakuum ohne Folie 60 sec: 2

Mit Luft als Medium werden keine Teilchen ge-
messen.

Ergebnis:

1. Die Goldfolie ist praktisch transparent fiir a—Teilchen. (Die Streuung ist nicht sehr
stark)

2. gelegentlich Riickstreuung, das Streuzentrum ist also schwerer als die a—Teilchen.
Rutherford’sches Atommodell
e Masse ist im Kern konzentriert: R g 1074 m

e Der Kern ist positiv geladen Q = Ze (Coulomb—Wechselwirkung) Diskussion der

Rutherfordformel:
Intensitat:
I x L
sin? g
1
] . E'l%in

e An a—He Streuung: Es kann ein 90°~Winkel auftreten, also entsprechen a—Teilchen
Heliumkernen.

e An a—e : sehr kleine Streuwinkel (0,5), da e~ sehr leicht sind.

Zi1eZse

1 wechselwirken.
TEQT

Berechnung von o fiir Teilchen, die mit Coulomb V' ~
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Tenor:
,Atome sind im wesentlichen leer.*
Quantitativ o beschreiben mit Annahmen:

1. Teilchen stoflen nur einmal (A > Dicke des Target)

2. Die Streuung an Elektronen wird vernachléssigt, da die Masse der Elektronen klein
ist (z.B. im Vergleich mit a—Teilchen).

3. Das Streuzentrum bleibe in Ruhe (festgehalten).
(z.B. fiir a—Streuung an Gold)

4. Krifte wirken nur radial entlang der Verbindungsgeraden der Teilchen.
(3. und 4. ergeben, dass die a—Teilchen sich in einem Zentral-Potential befinden)

5.1.5.2.1 Differentieller WQ im Zentralpotential FErinnerung: Streuung in Optik
IK IIT, §1.11

]
|
o ; A{

@ @
Ubersetzung:
Betrachte bei (1) statt eingehender elektromagnetischer Welle einen homogenen Teilchen-

strahl, bei (2) statt Absorption und Emission stoféhnliche Wechselwirkungen, bei (3)
statt der gestreuten Welle die abgelenkten Teilchen.

Ein homogener Strahl von Teilchen (charakterisiert durch Energie F; und Geschwindigkeit

v;) mit der Intensitét (Fluss)
_ Teilchenzahl N

I =
Flache - Zeit
wird an einem ruhenden Zentrum (d.h. es gibt ein Potential V' = V' (r)) gestreut.

(IK III §2.2.2.1 und §2.6.2.3.1: Da Zentralfeld ist
die Bewegung eben, Energie £/ und Drehimpuls L =2
sind erhalten.)

Weit weg (r — oo) (wegen V(r — oc0) = 0):

m
E; = 5@?; [ = mub=+/2mE;b o V()

/ o
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b heifit Stofparameter (Abstand zur Achse, die
parallel zu v; verlduft)

¥ heilt Streu— oder Ablenkwinkel
o (Winkel zwischen ausgehender Geschwindigkeit und
der Perihelachse)

¥ =7 — 2py (Geometrie)

In den Winkelbereich ¥ bis ¥ + d¥ werden dabei

oot
dN =1 do /;

lrwl(’;{b{

Teilchen pro Zeit abgelenkt. (also [do] = m?)

Unter der Annahme, dass nicht mehr als m Bahnen gibt, die zu einem ¢ aber zu
unterschiedlichen b; gehoren, d.h.

D(br) = D(b2) = ... = V(ba),

und dass J(b;) umkehrbar seien, d.h. b;(1}) existiert, konnen wir die Teilchenzahl dN be-
stimmen.

dN =(Ringformige Fliche mit Radius b)-1.

dN:iQﬂ'bi db- 1

=1

Bemerkung 5.1.2 (Regenbogen).

Lichtstrahlen (geometrische Optik) entsprechen hier Teil-
chenbahnen.

IK 11T Ubung 2,A4
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> Zr/R

Die Umkehrung ist moglich weil:

1. Bahnen bekannt b;(1)

2. Teilchen erhalten

Mit der Umkehrung b;(¢) und dem Raumwinkelelement

dQ = sind dd dp = dQ =2rsind d (Wegen Symmetrie)

weil b; = b;(9) # b; (Y, x) unabhingig von .

Es folgt:

a0 - 1dQ — orsind | dv

m

(Betragsstriche, damit 42 > 0, weil typisch £ < 0

do <~ b |db;
d_Q_;sinﬁ@

differentieller Wirkungsquerschnitt

do
a2

= in Raumwinkelelement d2 um ¥ abgelenkte Teilchen pro einf. Intensitéit

Der totale Wirkungsquerschnitt folgt daraus

d
o= / d057 — Gesamtzahl aller abgelenkten Teilchen pro einf. Intensitét

<2

Einheiten: [2] = [2¥] = m? (Fliche).

9
Gilt fiir alle V(r)

T
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5.1.5.2.2 Streuung im Coulombpotential

u T
| \
’ \ k"p(er k<o
|\

\ \ y ~ : Cow owmb
/\__/—/ %?6 I:}\a(l; \\‘\ K>o
\~ 2 ’ \\ 1
\ 2 | W\ 2
\ AN 6. Bak
\ \ e a
\ »\_> // Q/ % c )
, Vi — = r s E>o
\ EN
/\c/ \ g el pa N
¢
/' Bakwn St - ~ r
~ 1 <
;T 7
I/

(Berechnung von ) ,,siehe Kepler—Problem* b(d) bekannt.

) = i )22
r 4eg
fiir a—Teilchen an Gold:
Zl - Za — —|—2
Zo = Ly = +79

zum Beispiel Uran: Zy = Zy, = +92

m
E= 57"2 + Uess(r) = const. mit effektivem

k [2
Uess = + 2mr?

Zentrifugalterm, [ Drehimpuls

| = mr*p = const.

aus

d dr d

dr dr d@ = / R

t SO t Tmin E Ueff
(,+ fiir Hinbewegung, ,,—* fiir Wegbewegung)
d.h.
¢o = p(r — o)

mit

E [/p 2 , 12
Ues(r) = oy {(; + 1) — 1} wobel p = —

= o= ] 1
r)=—— r——
7 Vo Jo P JE = Valr)

65
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1
/2 2B 2
Tmin \/ 1 _|_ p — E + ]_)
mit v =2 +1= dr=—%drund e = 2B12 Jie Exzentrizitit.
Fiir ungebundene Bahnen gllt. e>1.
L , a1 o
= dx—mweﬂx 1 fiir r — oo, x = e fiir r = rpn
— arccos>
e
olr=—*=~
ecosp — 1
Damit ergibt sich der minimale Abstand zu ryi = 25
Ablenkwinkel g = ¢(r — o)
1

Yo = arccos—
€

Jetzt der Rutherford Streuquerschnitt: &2,
Aus F und [ der Bahn bekommen wir

o U =m—2p ~

pr
2FE1? 4F? 52
2 _ _ 2 e A (I,
* 6_1+mk‘2_1 ka 4e* }\
k? 1 k2 |
2 rd /‘}
= —1 —t
42 (0082 ©o ) 4FE? an’ Yo

4FE?  tan? g

Vi
3

Grofle b= kleine ¥
kleine b — 0 < 1 — 7 Riickstreuung.

Bemerkung 5.1.3.
¥(b) und b(¥#) sind monoton.

1
do (K \'[ 1
dQ — \ 2mu? sin 2

Rutherfordscher Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktsystem.

Lo 1|
dQ  2sind | dY
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Bemerkung 5.1.4.
Das Ergebnis stimmt auch in der Quantenmechanik.

Es handelt sich um eine sehr starke Vorwéartsstreu- ﬁ’ A
ung, weil auch Teilchen mit grofien b (Streuparameter) dn2
abgelenkt werden.

Deswegen:

do
U:/dgm—)(}o (,_5’3,__5_____ _— =

2wV,

wegen 9 — 0, v
weil beim Coulombpotential V' ~ % die Reichweite sehr lang ist.

Das Ergebnis gilt fiir £ > 0 und k£ < 0 (fiir £ > 0 ungebundene Bahnen).

\V4 M
5.1.5.2.3 Abweichungen von Rutherford—Formel I

. . 2
vom reinen Coulombpotential V' = 222

Das Bild zeigt das wirkliche Potentiz:leof;ir a—Teilchen
auf Goldfolie. ‘

i
Verursacht durch Abweichungen des Potentials V' (r) }

(1) ausgedehnter Kern 1

e~ 107" m

(Gold-Atom ist kein Punkt)

(2) 74 ~ 10719 m Atomradius

Hier tritt eine Abschirmung der positiven Kernladung durch die negativen Elektronen auf.
(Das Atom ist ja neutral).

ZAu Atom = Zl<r - OO) =0

Bemerkung 5.1.5.

e Wegen (2) bleibt o endlich (o0 ~ O(r%)), weil die Wechselwirkung schnell genug ist
— 0 firr — a

e Korrektur bei kleinem 9 wenn b = r4 also

k1
Y~ ——a 1073
ZETA

(fiir 1 MeV a—Teilchen auf Gold)
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5.1.5.2.4 Bedeutung der Rutherford Streuung R —

e Atomkern: positive Ladung r, ~ 1074 m

e Elektronen bewegen sich auf Bahnen um den Kern, 74 ~ 10719 m

e Das Atom ist im wesentlichen leer.

e Coulombanziehung der Elektronen muss durch eine Zentrifugalkraft kompensiert
werden.

e IK III, Blatt 14: Die Elektronen strahlen elektromagnetische Leistung ab.
e Die Elektronen fallen in den Kern
o Atome zerfallen schnell.

Lebensdauer von Atomen?

5.1.6 Schwarzkorperstrahlung und Plancksches Strahlungsgesetz
5.1.6.0 Exkurse

(A) Klassische elektromagnetische Strahlung.

Erinnerung 5.1.6. Im Vakuum sind E(7,t) und B(7,t) durch Superposition ebener
monochromatischer transversaler Wellen mit Dispersionsrelation w = ck mit ¢ Lichtge-
schwindigkeit gegeben.

(i) Energiedichte: u = £ (EQ + 02§2>
(ii) Energiestromdichte: S = socz(ﬁ X é) Poyntingvektor.
(iii) Impulsdichte: § = g (E X é)

Impulsdichte elektromagnetischer Strahlung

Gegeben eine Ladungsdichte p (im Vakuum) mit 2
. . e (@] Oq
einer Stromdichte j. : *
Betrachte die Krifte, die auf Ladungs— und Strom- A g G & Shomdidie
dichten wirken.
Newton: actio-reactio: \

— Laduma * 1) e \Z {
0 ; / d37” {f_Tl(F, t) + fem(F7 t)} d k;\x&’t S (im VY YN
ges. Raum
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( f_Tl: Kraftdichte, die die Ladungen spiiren; f_ém: Kraftdichte, die auf em-Felder wirkt)
Newton: % Impuls=Kraft

0= /R3 d>r {fem(ﬁ t) — 0w g(7, t)}

(0,g(7,t): Anderung der Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes)
Lorentz—Kraft:

— hrd ~ axXw. . =\ 7 1 =y 1;' ~
= /d3rpE+j><BM:Gl/d3reo(V-E)E+—<V><B——E>><B

Ho c?
addiere
O:/d?’ru—(v B)B+ey(VxE+B)xE
0
= [ &rfmEt) = — / dPr {—at(goﬁ x B) — %wﬁ? + B 4+ V x (eEE + 5002§§)}
R3 R3

(EE und BB ist kein Skalarprodukt!)

= /d37’8t(50§ x B) + {Randterme — 0, weil E, B — 0 fiir r — oo}

Speziell fiir zirkular polarisierte Welle (IK III, Blatt 0 Aufgabe 4)
E = R{asdpe 0}
(£ entspricht rechts und links, a,m die reelle Amplitude, €, Polarisationsvektor

o N - sl o
Uy = Eai; S4 = cupmn mit n =

I

- Ut -
o= —1 ¢ ux = c|g|
Daraus folgt der Zusammenhang
u = cg,

der an die Energie-Impulsrelation masseloser Teilchen mit Geschwindigkeit ¢ erinnert.

(B) Statistische Physik
Um die Hohlraumstrahlung zu diskutieren, werden Ergebnisse der statistischen Physik
benotigt:

e Klassischer Gleichverteilungssatz:
,Jede harmonische Schwingungsmode besitzt im thermodynamischen Gleichgewicht
die mittlere Energie kgT.“

e Im thermodynamischen Gleichgewicht zur Temperatur 7' sind die Wahrscheinlich-
keiten zweier Zustande eines Systems zu den Energien E; und E5 verkniipft {iber

P2

y4i

Eo—Ey
k

=e¢ 57 (Boltzmannfaktor)
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5.1.6.1 Hohlraumstrahlung

Was ist der Energiegehalt elektromagnetischer Wel- IS S Klecne s
len (Strahlung) im thermodynamischen Gleichgewicht [_—'_”; . AT
bei Temperatur T (durch Kontakt mit den Wénden)? // 1 Shrahluas ™ Y - b S

/ (____E(LE Teteltor

Der Hohlraum ist ein schwarzer Strahler, da al- A

le Strahlung, die durch das Loch einféllt, absorbiert “)W}b bei T"'"f«"}“'" T

wird.
(Ein schwarzer Strahler hat das Absorptionsvermoégen = 1 fiir Strahlung jeder Wel-
lenldnge, absorbiert also alle Strahlung komplett.)

Frage 5.1.7. Was ist e(w,T)? (= E/V)=
u(w,T) Energie pro Volumen und Frequenz w
(auch: spektrale Energiedichte)

Bemerkung 5.1.8.
Aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik folgt:

o u=u(w7T)
e unabhingig von der Wand—Strahlungskopplung
(Kirchhoff)

5.1.6.2 Stefan—Boltzmann—Gesetz

Wie beim z.B. idealen Gas bent6tigt man eine Zustandsgleichung, die fiir Strahlung durch
explizite Druckberechnung erhalten wird.

=T - N\ Tl ulgw&bu% Ly
P S bl
2w TS

Aus g = %7 (1 Richtungsvektor)

an Wand abgegebener Impuls

Druck =
rue Wandflache - Zeit

Strahlungsvolumen, das auf Wand pro Zeit trifft

Ty * TCA
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(A Fléche der Wand)
Wir mitteln iiber alle Auftreffwinkel der Strahlung

™

p= /2 dY sin V(- ny, ) (M,1ic)

0

2 1
= u/ disin(cos¥)? = |p = U
0

Bemerkung 5.1.9.
Inkohérente Superposition der Energien elektromagnetischer Wellen (keine Kohérenz er-
laubt!)

Bemerkung 5.1.10.
Fiir ideales Gas wére p = %EV

Damit Gibbssche Fundamentalform:
= F(T,V)=E —TS freie Energie

L OS(TV) _ 9 E(TV) - F(T.V)

oV oV T
mit Kichhoff £ = Vu(T):
L
“TTT
mit Zustandsgleichung:
_4du
3T
B 82F(T, V) textMazw. ap(T, V) Z.Gl. 1 0u
- 9VaT a oT 39T
NN

(Boltzmann 1884)
mit u(7 = 0) = 0 (aus dem 3. Hauptsatz, dass S(T = 0) = 0)
und Konstante 7

o = 7, 565@ Stefan, 1879
5.1.6.3 Rayleigh—Jeans—Gesetz
Ziel 5.1.11. u(w,T) und damit u(T) = [ u(wT)dw

Antwort der klassischen Physik zu u(w, T'), wird in Aufgabe 19 quantitativ bearbeitet,
hier durch Dimensionsbetrachtung abgeleitet.
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GroBe ‘ u ‘ w ‘ kgT ‘ Lichtgeschw. ¢
Einheiten | 255 | sec! J e

thermische Enerige | wg. em. Welleng].

Die klassische Physik kennt keine weiteren Groflen oder Konstanten, von denen u abhéngt.

Es ist nun

UC3

]CBT(.U2

die einzige dimensionslose Kombination dieser Gréflen, so dass k = const. sein muss.

(Aufgabe: k = %)

= k = const.

1 2
w(w,T) = Pucj_?’kBT Rayleigh-Jeans

Problem der klassischen Physik ist die Divergenz der Energiedichte u(7T), weil
u(T) = / dw u(T,w) ~ / dw w?* — oo (Widerspruch)
0 0

bei hohen w tritt die sogenannte UV—Katastrophe auf und die klassische Strahlungsphysik
wird falsch.

5.1.6.4 Plancksche Strahlungsformel
Planck 1900: Hypothese

(a) es gibt eine ,neue“ Konstante ,,a“ und damit

N k’BTCL)2

uw(w, T) o

f(w(ksT)" )
*

sec

w(kpT)"a muss dimensionslos sein. n sei unbestimmt, dann ist [a] = %%.

Damit Stefan—Boltzmann u(T) ~ T* folgt, muss

u(T) Z/ dwu(w,T) rmAlee kfz = 3/ dr 2* f(x)
0 T [(kpT)a]” Jo

also n = —1 gelten. Die neue Konstante, die Planck h nannte (o = h fiir n = —1) hat die
Bedeutung
[h] = sec J = Zeit - Energie

einer Wirkung.
Hier eigentlich

(damit hv = hw)
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h heiBt Plancksches Wirkungsquant.

(b) Elektromagnetische Energie wird diskontinuierlich mit der Wand ausgetauscht.

Energiequanten: hw entsprechen Absténden zwischen den diskreten Ener- -
giestufen der Wandmolekiile.
h ist einen ,neue® Naturkonstante. 13fw
h=1,054-10"*J sec TR w
zeigt quantenmechanische Effekte (Diskretheit) an. 1%
-/ 0

,Allgemein entspricht die klassische Physik dem Limes A — 0.
Durch Interpolation zwischen Rayleigh—Jeans-Gesetz und Wienschem Strahlungsgesetz,
u(w,T) ~ w3e 7 fiir hohe w, folgerte Planck:

hw? 1
U(w, T) = 7T203 hw
ersT — 1

Y.
s \
N
w

@
Wy ax (Ya) X (T;_)

Woraus das Wiensche Verschiebungsgesetz folgt
Wimax 0 T
(hwmax = 2,82 kgT)

Beispiel 5.1.12. Oberflachentemperatur der als schwarzen Strahler gendherten Sonne
T = 5800° C
Amax ~ 5+ 1077 m (im sichtbaren)

Bemerkung 5.1.13.
Die Ubereinstimmung der Planckschen Formel mit dem Experiment ist noch kein direkter
Beweis fiir die Quantenhypothese. (Weitere Effekte)

Bemerkung 5.1.14. Interpretation von u(w,T)

2 1
u(w, T)dw = W dw (hw) | ——
N—— w23 eFsT — 1
N— i — N J/

Energie der H. Str. fiir w bis w + dw

. TV
Zahl der harmon. Moden zu w bis w + dw Gesamtenergie der Schwingung mit w
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(vgl. klassisch wére kgT')
(hw): Energie einer einzelnen Schwingungsanregung.

( - ): Zahl der Schwingungsanregungen (Besetzungszahl)

ekBT 1
5.1.6.5 Einsteinsche Herleitung

2 E ,Interpretation®

Die Emission und Absorption von Schwingungzustinden (ent-
spricht Photonen) mit Energie fuw erfolgt durch Ubergiinge von
o Wandatomen zwischen zwei diskreten Energieniveaus.

Einstein: Wie kommen wir mit diesem Modell zu Planck?
Im Gleichgewicht ist die Zahl der absorbierten Photonen pro Zeit
gleich der Zahl der emittierten Photonen pro Zeit.

Absorption ist proportional zur Dichte der unangeregten Zustinde und zur Stérke der
elektromagnetischen Strahlung.

Ny Zahl der Atome in Niveau 1, u(w,T") spektrale Energiedichte, Bis Absorptionswahr-
scheinlichkeit, A9, spontane Emission, By induzierte (stimulierte) Emission:

Ny - u(w, T)Big = No{Agy + u(w, T)Bay }
Bis, A1, Bay heiflen ,, Einsteinkoeffizienten®.

N2A21 A21

= uw,T) =
( ) N1Biy — NyBy1 (N1/N3)Bia — By

Eo—E
(fiir Ny /N5 setze Boltzmann—Faktor e tpT ein)

Fiir hw < kT soll klassisch Rayleigh—James folgen:

Ag L w?

- i T 23
BlQ_B21+312kB_T+"' TeC

kT
= ulw < —)

kT
5 B

= By = By

die induzierte Emission ist der direkte Umkehrprozess zur Absorption.

Ay h?

BQl m2e3

Zusammenhang zwischen der spontanen und der stimulierten Emission.
Eingesetzt folgt Planck.
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Die Experimente von Lummer, Pringsheim und Kurhbaum

Historisches: Physikalische Blétter 56 (2000) Nr. 12, S. 43 ff, D. Hoffmann.

Gua-fz,\ inse. (Ab&)"bl"o'\v e 'n/w!o¥ -

////) /;/jg% :®E ‘ 0 Qemd\. 6“:\6
MN"’“ U e e | gt @ Sl

Hier: lohbirmes ) \
b z® Bolometer
CJMC, bu Tbm,r,oj’w T b W‘L affhm l (hier YMO"‘DSQ;JL)

5.1.7 Das Photon, der Photoeffekt
5.1.7.1 Die Lichtquantenhypothese

Erinnerung: Erfolg von Planck’s Formel beweist nicht die Existenz von Photonen (da keine
mikroskopische Messung des Energieaustauschs)

Einstein postuliert: Licht besteht aus Korpuskeln (Photonen) mit wohldefinierter Energie
und Impuls:

Energie: ¢ = hw (Planck)

Impuls: p'= hk (experimenteller Nachweis: Compton—Effekt)

k: Wellenvektor .
Zusammenhang |p] = h|k| folgt aus Teilchenbild und Relativitétstheorie.
Energie-Impuls—Relation fiir Teilchen mit Ruhemasse my:

£ = cy/mict + p?

Geschwindigkeit (Hamilton-Gleichung)

Oe  pc
v JE—
dp €
mov
= p= 0

Photonen haben v = ¢
= c=c-p &my=0

Alsop=¢=" = hlk|.
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E 4 3
&= ' Ex Qm
E
64!: Wna §=C ndk 'rda‘ﬂ'vﬂsu&j\/
BECRY:
p —M’P
5.1.7.2 Der Photoeffekt
Versuch (a).
oy wl ¢
2| neagnV
Lﬂf\_) -| odadenes
2| Zzinkbled,
[ posikev fui
Lt [ %Iadm:,s
i E Ziwlible
+
+
+

g

Versuch.
Derselbe Versuch mit sichtbarem oder Gelblicht: auch bei negativ geladenem Zinkblech
kein Abfall der Spannung

Interpretation: UV-Licht 16st Elektronen aus dem Blech heraus.
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Versuch (b). Quantitativ mit Photozelle.
Vorlesungsversuch

j r
Farbe Bremsspannung
gelb 04V
griin 04V
blau 08V
violett 0,95V

A nm] v [10M 1]

578 5,19
548 5,49
436 6,88
405 7,41

77

(Kakwr )
Phetoz elle_

7

—

N
) Brems
-3annw(¢\;>
o/ ug

e Die Beschichtung der Kathode der Photozelle besteht aus einem Alkalimetall.

Beobachtungen

1. Empfindlich erst ab einer minimalen Pho-
tonenenergie (maximaler Wellenlénge)

Egrenz = hwgrenz = hl/grenz

Die Grenzenergie hdngt nicht von der In-

Tbo‘o&‘mm I

tensitéat ab, sondern vom Material der Kathode.

Grenzenergieen:
Material €
Natrium 2,28
Calium 4,48

2. Die Beleuchtung mit UV-Licht erzeugt einen

Strom /1.

3. I steigt mit U (Beschleunigungsspannung)
bis zu einem Sattigungswert I (siehe Skiz-
ze).

4. Ab einer negativen Bremsspannung U,
wird der Stromfluss verhindert (I = 0).

5. Upmax héngt nicht von der Lichtintensitét
ab.

A
eV 543 nm
eV 277 nm
e = ==
il
l/ <<<<<<<

hoh
P «

n;u‘m,&f’

Lidbntengfat P

R
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Unnax héngt allerdings linear von v ab. Unax (V)
Upax und Uy hdngen vom Kathodenmaterial ab. 401

Die Steigung der Geraden héngt nicht vom Ka-
thodenmaterial ab. %]

8. Der Sattigungsstrom [Ig héngt linear von P ab. 5 6 1 390" %)
I$
/
I > P
Interpretation
1. Photonen ab einer gewissen Energie 16sen Elektronen aus der Kathode aus.
2. Ist U grofBl genug, gelangen alle Elektronen zur Anode. (Séttigunsstrom Iy)
3. Bei Uyax ist die Geschwindigkeit der Elektronen null:
Lo,
A = Umax
< 5 )max el |
4. Upax héngt nicht von P ab, was im Widerspruch zur klassischen Wellenvorstellung
steht. (— Photonen)
5. vg: Austrittsarbeit W, muss verrichtet werden, um Elektronen aus Metallen aus-
zulosen.
1
(§mvz) = €|Upax| = hv — W4
6. Bestimmung von h aus Steigung der Ausgleichsgeraden.

h=6,636-10"2* Js =4,14-107% eVs
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5.1.8 Der Compton—Effekt

Experiment 1921, Compton (Nobelpreis 1927)

Erinnerung:

Photoeffekt: Vollstindig inelastischer Stof3 eines Photons an einem Elektron.

(nur zwei StoBpartner betrachtet, da das Elektron gebunden war, d.h. der Festkorper kann
Impuls aufnehmen oder abgeben kann, moglich).

Jetzt: Stofl zwischen fast freien Elektronen und Photonen (Festkorper kann keinen Impuls
aufnehmen)

Zur Erfillung von Energie- und Impulssatz miissen (mindestens) drei Stofpartner vor-
handen sein.

Experimentelle Beobachtung bei Réntgenbeugung an Festkorpern tritt zusétzlich ei-
ne spektral verschobene Linie auf

: ’W W«?&%

an Q” Urv(l?é ~
,,,Oijdom > & Kastall -
”RN&MJJ: { 5{,@“,0”@4@(
o 4 Tottu
I\’)W Aj_" ?0 /\}'-L kd ,‘91
J/
/\ \ / \
// ‘ \ > H.,.-¢/{,,,, ' S P
S x R Y v

e Verschiebung stets zu groflerem A
e Intensitatsanteil der verschobenen Linie wachst mit dem Streuwinkel 9

e Die Wellenlédngendifferenz wischen der unverschobenen und der verschobenen Linie
AN = A\ (1 — cos )
(Ac = 0,0042 nm)

Vektoren )
E =
- mﬁ relativistisch
D 0

Annahme:
e Das Elektron ist vor dem Stof3 in Ruhe

e Das Elektron ist schwach gebunden, d.h. Bindungsennergie < hv
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71
o
Photorv w‘)
AN . > %
A PN/ OE=h V)
TRK
E=h-v ?
‘p? ﬁ b b4 /pho%'\/
Energiesatz:
hv 4+ moc? = hv/' + mc?
1 3
T2
Impuls:

/
b cos 9 4+ mw cos ¢

x—Richtung: h—c” =2

/
— hZ cos® + Beymg cos ¢
c
mit 3 = 2.
y—Rightung: 0 = hT”l sin ¥ — Beymg sin ¢
Normierung der Energien auf Ruheenergie des Elektrons:
hv ,  h/

—2, o =
mocC mocC

o =

(1) : at+l=ad +7v
(2)-c: a=a'cost+ fycosy
(3)-c: 0=a'sind — Bysingp

Nach Rechnung folgt:
!

“= 1+ a1 — cos)

Kehre zuriick zu physikalischen Gréfien

hv
1+ -2 (1 — cos )

moc?

ht' =

Comptonverschiebung.
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Sonderfille:
o fiira < 1 (hv < moc?) folgt hv' &~ hv kaum Frequenzverschiebung: Tomsonstreuung.

e Fiir a > 1 und ¢ nicht zu klein folgt
~ m002
T 1—cos?

hi'

d.h. Av héngt von ¢ ab, nicht von v.

Ubliche Notation: Ubergang auf Wellenléingen

he he he
I / _ —_ . =
AA=A=A hv' hv  myc?

(1 — cos)

h
= m_oc<1 — cos V)
= A(1 — cos?)

A¢: Comptonwellenlénge des Elektrons.

Bemerkung 5.1.15.

1. Rontgenquant mit A = ). hat die Energie ¢ = hv, = moc?® gleich der Ruheenergie
des Elektrons.

2. AX héngt nicht von A ab.

3. Man kann auch A proton definieren mit my,, statt mq
Wert: Ao prot = 1,32 fm=1,32-10"%m

Versuch (Comptonstreuung).

Versuchsaufbau: Rontgenstrahlen werden an einer Aluminiumprobe (fast freie Elektro-
nen) gestreut, unter den Winkel ¢ austretende Photonen werden gezéhlt.

Idee des Versuchs nach Pohl:

A-Messung ist schwierig, deshalb Zahlen der Photonen nach Durchgang durch einen Filter
mit Wellenldngenabhéngiger Transmission.
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A
o o
Cu - x:LQr 2 \:\’/‘\A _ = ;\\\
Tskon 3 7 WP 4
! VA : \
. Q ) e~ - — ///ALQOL
e SR N \/l
Guelhe ~ Al
/ - Fiber ¢
{ Psilon, 1
R o Iu
A —t— L)
e , A= O, # /:
L NNN~>
Mo .
%06

Durchfiihrung;:

1. Messe Ry ohne Kupferfilter, ¢ = 60 s. Ergebnis: 1,78 Ereignisse pro Sekunde, 107
counts.

2. Messe Rq mit Kupferfilter in Position 1, ¢ = 600 s. Ergebnis: 0,636 Ereignisse pro
Sekunde, 382 counts.

3. Messe Ry mit Kupferfilter in Position 2, ¢ = 600 s. Ergebnis: 0,464 Ereignisse pro
Sekunde, 279 counts.

4. Untergrund ohne Rontgenquelle, t = 600 s. Ergebnis: 0,204 Ereignisse pro Sekunde,
123 counts.
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Rontgenquelle: Erzeugung von Rontgenstrahlen: Hochenergetische Elektronen werden
auf eine Festkorper geschossen. Dadurch werden Photonen ausgesandt (Erklarung spéter)

I e Materialabhéngige scharfe Linien iiber brei-
F i Ky tem Hintergrund, hier: Molybdén, K,—Linie
}“P i mit A =0,71 A

: : Rontgenspektrum (Wilhelm Rontgen, No-
o belpreis 1901)

4, i Linien: charakteristische Strahlung, Anre-

' gungen in der Atombhiille.

Bremsstrahlung: Umkehrung des Photoef-
fekt, Elektronen verlieren Energie:

Grenzfrequenz vy, oder Apin

hc
)\min

A 003 o0 A L]

miny

eUpg = hvgax =

Up: Beschleunigungsspannung der Rohre hier:

Up=30kV

Detektor:

/’,,>/ ’ A (/‘a)\/—\/\\/)
’\\/7/ L
Acaon,
)
Alkoho €
1. Leuchtschirm
2. Photoplatte
3. Photozelle
4. Zahlrohr
Einfall ionisierender Strahlung setzt Ionisation in Gang, die einen Stromimpuls er-
zeugt.

Idee dieses Experiments:

Die Transmission 7' des Kupferfilters ist A-abhéngig: Sie sinkt mit zunehmender Wel-
lenldnge. (vgl. Kupfer ist fiir sichtbares Licht nicht transparent)

Annahme: Die T'(A)-Abhéngigkeit ist bekannt. Wenn also mit Filter in Position 2 weniger
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Ereignisse gezdhlt werden als mit Filter in Position 1, dann hat durch die Streuung am

Aluminiumkorper die Wellenléinge zugenommen.
Aus den Zahlraten R, Ry, Ry und Ry werden die Transmission 7} (vor der Streuung) und

T (nach der Streuung) ermittelt.
Ry —R T Ry —R

T:— =
""" Ry—-R’ " Ry—R

Daraus bestimmen wir %, dann T5(A) und schliellich A aus T'(\) und A\.

-
T
%% T, =0,274112, T, = 0,164975
°3 ] = A\ =52,533 pm, A2 =59,252pm = AX=6,718 pm
0 ] Fehler: 1,7324 pm.
or | Literaturwert
[ . — AN =X (1 —cos¥) =4,4 pm
L g Fo 80 Alpm]
¥ = 145°

5.1.9 Elektronenbeugung
5.1.9.1 Die de Broglie-Wellenléinge

Fiir Photonen:

- 21

p = hk k|l = —
p .|k 3
Laoh_
p  muv

m: Masse des Teilchens,
v: Geschwindigkeit des Teilchens.
Verallgemeinerung fiir massebehaftete Teilchen wie Elektronen:

A= h de Broglie-Wellenldnge (1924)
p

Z.B. Elektronen mit 5000 eV Energiec = A = 0,17 - 107! m, was den typischen Gitter-
absténden im Festkorper oder der typischen Wellenldnge von Rontgenstrahlen entspricht.
D.h. man kann Kristallstrukturen durch Beugung (Bragg-Bedingung) analysiseren, dies
ist auch mit Elektronen der entsprechenden Energie moglich.
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5.1.9.2 Davisson—Germer—Exeriment
Experimente 1919-1027, Nobelpreis 1937
Versuch (Reflexion langsamer Elektronen (50-100 eV) an Kristallen).

Beobachtung:

.Ili’_ll g NV -
_ J__ 5 _,va._m./;;,r: ‘,L“:_f E.nkvnélu/a

Toehdor
e Es treten Maxima und Minima der Intensitit auf (vgl. Interferenz).

e Die Extrema hingen ab von der Geschwindigkeit der Elektronen, der Kristallorien-
tierung und dem Streuwinkel .

Wo\arvob

45V ‘ \
!
] R

T

5.1.9.3 Debye—Scherrer—Verfahren

//
- /
2 ( @
- . U ‘
rnonoJ\/rDMcJﬂsJ& i _—
Ridagrshral fm Lewdhdedirem ) .
Mesh Po}f” flline Beobackbery: Boyaseair i
Probe

polykristalline Probe; monochromatische Rontgenstrahlung, A fest; auf dem Leuchtschirm
beobachtet man Kreisringe.

Erinnerung: Bragg-Bedingung
2dsind = nA
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Gangunterschied nA: Konstruktive Interferenz.

Wenn die Probe polykristallin ist:

Rotationssymmetrie, d.h. bei konstruktiver Interferenz bekommt man einen hellen Ring
mit Offnungswinkel 20, falls es mehrere charakteristische Absténde gibt, sicht man meh-
rere Ringe.

Versuch (Elektron-Beugung an Graphitfolie).
(polykristallin)

Up ™ 0-6hkV

U, ~ 6V ;

=T = &' Schiem,
&m/ﬂ/oll’e/

Geometrie: tan 29 = % ~ sin 20 ~ 2sin 9 = ”7’\

n=1: /\:%R

Berechnung von A aus de Broglie-Beziehung

U,4 in Volt
Netzebenenabstéinde in Graphit:




5.1. DAS ATOM, SEINE BAUSTEINE UND IHRE WECHSELWIRKUNGEN 87

Mollenstedt, 1956
Spannung zwischen Glasfaden und Gegenelektroden erzeugt
zwei viertuelle Elektronenquellen in X.

Beobachtung: Doppelspaltinterferenzmuster. T\ Cf; J
e,

Folie: Doppelspaltversuch mit Elektronen L __I
e-audle, X e

——— "

Exkurs: Aharonov-Bohm—Effekt

Erweiterung des Mollenstedt—Experiments durch Mangnetspu-

le senkrecht zur Ebene, in der sich die Elektronen bewegen

(sieche Abbildung). Die Elektronen spiiren aber nicht das magnetische Feld der Spule (es
existiert ja nur im inneren der unendlich lange Spule), wohl aber das Vektorpotential /_f,
das bei der gewéhlten Geometrie eine Komponente parallel bzw. antiparallel zur Bewe-
gungsrichtung der Elektronen besitzt.

: ] Spule
Biprisma | Biprisma- Il
negativ / negativ &

Beobachtungs-
~ ebene

einlaufender Biprisma Il
Elektronenstrahl positiv

o

Experimentelle Beobachtung:

Die Interferenzstreifen verschieben sich, wenn das
Magnetfeldangeschaltet wird.

Interpretation:

Das Vektorpotential hat eine echte physikalische
Bedeutung (nicht nur Hilfskonstrukt).
Quantitativ:

Der magnetische Fluss durch die von den Elek-
tronen umschlossene Fliache bestimmt die Phase
der Elektronenwellen.

Spulenfeld —»
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5.2 Welle-Teilchen—Dualisus

5.2.1 Interferenzexperimente mit Teilchen und Wellen

Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Be-

obachtungen

Ausgangspunkt: Elektronenbeugungsexperimente, spiter Interferenzbeobachtungen an Ato-
men und Molekiilen.

Z.B. Helium (Stern et. al. 1931)

Neutronen (Standard—Analyseverfahren in der Festkorperphysik)

C60 (Zeilinger et. al. 1995)

Erinnerung:

Drei wichtige Experimente zum Teilchencharakter des Lichts: Hohlraumstrahlung, Pho-
toeffekt und Comptoneffekt.

Aber: Durch die Maxwell-Gleichungen ist auch der Wellencharakter des Lichts belegt.
Neu:

Interferenz mit Teilchen.

Welche Grofle entspricht der Intensitét einer Welle?

Das Beugungsmuster entspricht der Haufigkeitsverteilung der Einzelereignisse.

g

i ohisdheinlilt
6()\5 Yy

E:mlb"f"'&d&o

5.2.2 Wellenpakete und Heisenbergsche Unschéirferelation

5.2.2.1 Unschirferelation

Wie lésst sich die Lokalisierung von Teilchen im Wellenbild beschreiben?
Superposition (gezeigt durch Beugungsexperimente, Huygenssches Prinzip.
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Betrachte ebene Welle ¢ (7, t)

(i t) = / BEF (k)elFr—e®

k2
2mg °

wobei F(k) die dreidimensionale Fourier-Transformierte von (7, 0) und hw(k) =

Betrachte jetzt speziell den eindimensionalen Fall.

ERIES / dkF (k)e'Fe =

Untersuche das Verhalten von ¢ (z,t) im Zusammenhang mit Bewegung von lokalisierten
Teilchen.
Wihle F(k) = 0 auBerhalb des Intervalls

ko — Ak, ko + AK]

Wihle zum Beispiel

~ F(ky) firk € [ko — Ak, ko + AK]
0 sonst

Setze zunéchst t = 0: k' = k — kg

Ak

¢($,0) ~ F(ko)eikox/ dkleik/m

—Ak

2sin(Akx)

— F(k ikox
(ko)e -
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s Re Y(x0)

D.h. ¥(z,0) % 0 nur fir |z| < Az mit

Az - Ak 21

Grenzfille
1. Ebene Welle Ak =0 — Az = o0
2. punktformig lokalisiertes Teilchen: Ax =0 — Ak — oo
Bemerkung 5.2.1.
Az - Ak, 2 1 ist allgemeine Eigenschaft der Fouriertransformation

Folge: Unschirferelation (Unbestimmtheitsrelation)
Lokalisierung von Teilchen im Ort (Az klein) hat ,unscharfen* Impuls p, zur Folge

Az Ap, > b

e Ort und Impuls sind nicht gleichzeitig scharf messbar.

e Ort und Impuls sind komplementére Groflen.

Beispiel 5.2.2.
Ortsmessung
Messung von x mit Genauigkeit Ax.
Es gilt: A = i—j

Aus der Beugung ist bekannt, dass eine typische Breite
des Beugungsbildes

Ak A 1 h
T —— Ak, > — Ap, = —
k., Az = Ak 2 Ax oder Apy £ Az

a =
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Energie—Zeit—Unschirferelation Betrachte einen N — t

sehr langen Wellenzug mit wohldefinierter Frequenz w.
Wie lange muss man messen, um w mit der Genauig-
keit Aw < w zu bestimmen?

Erinnerung an IK III: Uberlagerung von zwei Wellen mit Frequenz w und w4 Aw sind
dann unterscheidbar nach N Perioden

N
N~ - = Messbarkeit At > — =
Aw v

At-Aw 2 1|oder |At-AE 2 h

5.2.2.2 Interferenz und ,,Welcher—Weg*“—Information

Betrachte Doppelspalt—Interferenz—Experiment mit Elektronen oder anderen Materiewel-
len.

Einfachspalt:

Breites Beugungsbild

Ak, i 21
o~ L =
k.’ Ao
e~ ..
= a~ —— 1. Beugungsminimum
Ax
1 X
Oha I -
oy 2o o _D_ II = o = TR, ‘}. CE=_ L
Sy m %
|
Doppelspalt:
1. Nebenmaximum unter dem Winkel o = /\ed’

Messung: ,, Welcher Weg*:

a) Beobachtung des Elektrons zum Beispiel durch eine Lichtquelle hinter den Spalten
und Abbildung des Lichtsignals in einem Mikroskop (,, Heisenberg—Mikroskop®)

b) Messung des Impulsiibertrags auf den Doppelspalt (Feynman)
Impuls der Spalte muss mit der Genauigkeit

d
Ap; ~ Pz—
e
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Unschérferelation der x—Position des Spalts
A" Apl, ~ h
he e ,
RA-—=a e
P, - d d
Entspricht der Verschiebung des Beugungsmusters ins

erste Nebenmaximum, also einer Verschmierung des
Interferenzbildes.

= Az ~

c) Welcher—-Weg—Experimente ohne Impulsiibertrag, z.B. Polarisationsrichtung der Pho-
tonen bei optischem Interferenzexperiment.

ol okons, .'f?ler

Tefort cobons i 1er

v b&pe(n)&'J'\/

Schirms
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Doppelspaltexperiment mit C'og-Molekiilen

Scanning
Diffraction Gratin Photoionisation
P . Stage
Oven o / /
100nm w
imati i Detection
Collimation Slits i

— 104m ——— 125m —
Pressure ~510" mbar

Smm —

2 mm |

— 8 mm

e

v

il
i

100 nm —

Fazit 5.2.3.
Alle Experimente bestéitigen die Komplementaritét.
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5.3 Die Schrédinger (Wellen—)Gleichung

5.3.1 Wellenfunktion und ihre Wahrscheinlichkeitsinterpretati-

on

Um Welleneigenschaften (z.B. Interferenz) von Teilchen zu beschreiben, wird die Glei-
chung fiir ¢(7,t) (Wellenfunktion) gesucht. Aufbauend auf den Postulationen:

(i)

(iii)

zu (iii)

Die Gleichung soll linear in v sein
< Superpositionsprinzip (hat Interferenz zur Folge) (¢ und v, seien Losungen, =
)\1@[)1 + /\2'(/)2 ist L('jsung.)

Soll Differentialgleichung von 1. Ordnung in ¢ sein (nur ;).

Damit Kenntnis von ¢(7,t = ty) geniigt, um (7, t) fiir t > to zu bestimmen (An-
fangswertproblem )

(Problem fiir relativistische Quantentheorie)

Korrespondenzprinzip:

Klassischer Grenzfall (,A — 0%, genaueres spater) muss mit klassischer Mechanik
tibereinstimmen. (Wie geometrische Optik Grenzfall der elektromagnetischen Wel-
lengleichung ist).

Experiment: Teilchen mit Impuls p" hat Wellenvektor E, p= hE, mit Energie E, hat
Frequenz w, mit £ = hw;

2
Aus der Mechanik wissen wir: freies Teilchen: £ = -

Zuerst: Bedeutung von 7

Axiom I Der Zustand eines Teilchens (Systems) kann durch (komplexwertige) (7, t)
beschrieben werden.

p(F, t) = W)(ﬁ t)|2 = ¢*(Fv t)@b(ﬁ t)

ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte (p > 0), so dass

|1p(7, 1)|* d®r die Wahrscheinlichkeit ist,

dass das Teilchen zur Zeit t im Volumenelement d®r um den Ort 7 zu finden ist.

Erinnerung 5.3.1. Doppelspalt

Die Normierung muss zeitlich erhalten sein (weil wir 1 Teilchen betrachten).

/d3r (7, )] = N = const.

mit N = 1 typische Normierung (Normierung auf ein Teilchen)
Damit N < oo gilt, muss 9(7,t) quadratintegrabel sein, also ,,72 |9 (r, t)|2 =204 (h(r —
00) — 0 schnell genug), was wir im folgenden annehmen wollen.
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Bemerkung 5.3.2.
Die Bedingung [ d*r|t|* = 1 schréinkt die Schrodinger—Gleichung weiter ein.

7.B. folgt daraus das Postulat
(iv) Die Schrodinger—Gleichung ist eine homogene Differentialgleichung.

Zeitliche Konstanz der Norm muss noch genauer diskutiert werden.

5.3.2 Schrodinger—Gleichung fiir freies Teilchen, ebene Wellen
und Wellenpakete

Betrachte allgemeines Wellenpaket

. 21.2
mit hw = ZE

2m

damit also ¥ (7,t > 0) bestimmen aus (7, t = 0).
Weil E = hAw und p = hk Dispersionsrelation der de Broglie Welle. (E
berechne

I
I
SN——

; = 4’k N i(kr—w

nou(itt) = [ s B elBe @
Energie

. - d3k 7 N i(kF—w

—ihVY (7, t) = / @)y hk (ke

Impuls

zweimaliges Anwenden vom Differentialoperator (—ihV)

= (—ihV)? = —12(02 + 02 + 9?) = —h*V? = —I? div grad = —I?A

Bk o = o
_h2 2 Pt :/ h2]€]€ k i(kF—wt)
\Y% w(r7 ) (271_)3\ ~ ,90( )6
p
wegen F = %
h2

t—abhéingige Schrodinger—Gleichung fiir freies Teilchen.
Spezielle Losung: ebene Wellen

b~ nei(éf_w(k)t)
mit w = 2—1‘32
Allgemeine Losung: Wellenpaket (Superposition von ebenen Wellen)
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Bemerkung 5.3.3.

e Ansatz: monochromatische Wellen
Y(7 1) = e (7
ergibt die Helmholtzgleichung

meo
h

die Interferenz, Beugung, Streuung,...enthélt (siehe Optik).
(Der Wellencharakter von Teilchen wird also gut beschrieben)

(k2 4+ V)Y (7) = 0 mit ko =

e Kin allgemeines eindimensionales Wellenpaket wird in Aufgabe 24 diskutiert fiir den
Spezialfall eines dreidimensionalen Gaussschen Paketes

o(R) = A e~ 5 FFor
A dient der Normierung.

Eindimensional: k = k#

1 A
Ak = - =22 — const (Breite)
vy h
Po Vom .
ko = — = — (Maximum
[RdN . A
47{, A-dim L_(_ = Kk x
/\‘«. . A AL <lonst. Brelte
/Z ak ) & b4 *
y(/-h M.m_-__.*
, AN
enmiiglioon / } -
- _&_ - v
et F T % b

und die Breite

Wegen Isotropie gilt
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Bemerkung 5.3.4.

e Nachtrag Gaufi’sches Wellenpaket

<pt> = hky
d? - B BNE:
und (A} = / (27ri§)3(p— hkg)? |Ae z MP=i0)" =5 F(&1)
o(.1)[2

Also Unscharferelation:

e Unscharferelation

/ Ap,t\?
AmApz—g 1 <n§§)
7

_|_
Ax = \/1 AT?)
2 2
= ApAz > __,/ _t b Apt)
m 2 ym

> B
=3

v

t=0: ApAx

e Vergleich mit klassischem Teilchen:
— 7(t) = Upt stimmt iiberein.

— Wellenpaket zerliuft (d.h. Az(t) == %t), da eine Verteilung von Impulsen
Ap vorliegt.

o= ol !
o~
J
! , ot
[ e |
! ,,//‘/ 'r.,. -
- ' ' >
o Yot
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Unterschied zur klassischen Physik: Wellenfunktion kann als klassisches Teil-
chen nur interpretiert werden, solange Ax(t) vernachlissigbar ist.

(Zum Beispiel fiir a—Teilchen mit (Ar2) /3 ~ (1074 m)® wird (Ar2) ~ 2 (1074 m)*
bei t = t* mit AmLi* =1 also fiir t* ~ 1072 sec.)

Fiir Streuproblem (Rutherford) fliegt das a—Teilchen mit vy ~
Distanz vot* ~ 1073 m

Also folgt der Stofi von a—Teilchen an Kernen (rx ~ 107'* m) der klassischen
Trajektorie.

£

30

— Normierung der ebenen Wellen ~ eilkr—wt) jgt unklar,

da / d*r
R3
(Losung spéter)

Ebene, monochromatische Wellen sind Idealisierung. Reale Wellen sind Wel-
lenpakete, die normierbar sind. Weiterhin wird ¢(r) quadratintegrabel ange-
nommen!

ei(kr—wt) — 00

N——
=1

5.3.3 Impulsverteilung, Impulsoperatur und Impulserwartungs-
wert

5.3.3.1 Impulsmessung und Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Teilchenimpul-

se
75
& Tenghtor 1
i, — ) ! |
; e ‘ lN ® z & Monoghrpmator
’ ¥ ) 4\\\\\ /‘;, Pierotie s
!) ; l [\;Lh‘hc:m

Teilchen fallen ein mit wohldefiniertem Impuls p'= hE, Bragg—Streuung am Kristall (¢ <

P)
Betrachte ) )
’l/} — clei(klffw(kl)t) + Czei(kQF,w(kQ)t)

Das Experiment sortiert ¢ nach Teilwellen mit verschiedenen Impulsen hk; = p; und
hky = pa.

Bragg-Bedingung fiir beide Teilwellen ist unter verschiedenen Winkel ¥; und ¢, erfiillt.
Detektor 1 misst die Intensitét oc |c; |?

Detektor 2 misst die Intensitiit o< |cp|?. Die Bragg—Bedingung ist fiir beide Teilwellen un-
ter verschiedenen Winkeln ¢, und 9, erfiillt (s.o.).

Weil [|? d®r die Wahrscheinlichkeit ist, folgt angewendet auf die Detektoren:
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Messvorschrift: Wiederhole die Messung mit sehr vielen Teilchen unter identischen Bedin-
gungen, |¢;|? oc counts

= Die |¢;|? messen die Wahrscheinlichkeit, dass in der einfallenden Welle Teilchen mit
dem Impuls hk; auftreten (i = 1,2).

Verallgemeinerung auf ein beliebiges Wellenpaket:

(7 ) = / Bk - (2;)2¢(/§)e(z’(lgf—w(§)t))

das bedeutet Ersetzung ¢; — o (k)
(k) = / dre” (7t = 0)

geméfl den Fourier-Regeln.

In Analogie zu den |¢;|? ist also |gp(l;)]2(2+)3 die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Wellen-
vektoren.

Die ortsabhéngige Wahrscheinlichkeitsverteilung

p(f: t) = <¢(F> t))2

und die impulsabhéingige Wahrscheinlichkeitsverteilung

w(p = hii,t) = (7 = Rk, 1)|?

1
(2mh)3
sind also durch Fouriertransformation verkniipft.

w(p, t)d®p ist die Wahrscheinlichkeit im Element d®p um p zur Zeit ¢ Teilchen zu finden.
Fourier—Transforation:

p(F.0) = [ dire Ty

Riicktransformation:

wobei @(p,t) = (k= £,t)
Bemerkung 5.3.5.

e ¢ bis auf Minuszeichen je nach Lust und Laune
e t—Abhéngigkeit ist hier einfach:
p(p.t) = e O Ro(p)

e Normierung der Wahrscheinlichkeit folgt wegen der Parseval-Gleichung aus der von

p = [¢]?

o d?
[ = [ e = 8 =1
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5.3.3.2 Erwartungswerte

(ry) =7

Das einer Wellenfunktion v zugeordnete Teilchen besitzt im allgemeinen weder eine ge-
naue Lage noch einen genauen Impuls. Das Messergebnis an einem einzelnen Teilchen ist
nicht vorhersagbar.

Ortsmessung;:

dxS = [ ldx ¢ Reldvomzall der counts
O(hmﬁl’)’)mr:b //\\ - K im Beredy dx um x
/ A - N
} s ,/\ ; y
ax

o nzdnb/ Coumt

Messvorschrift: haufig wiederholte Ortsmessung unter identischen Bedingungen
plx, t)dr = [(z,t)|*dx

ist die relative Anzahl von Ereignissen fiir einen Ort im Bereich x bis x + dx
= mittlere Position:

“>#%ﬁ;mZP%—/)Mwam

o0

Im Experiment:

Mache das Experiment 500 mal.

Messe den Ort 500 mal, ergibt (z) und (Az?) = Az?
Messe den Impuls 500 mal, ergibt (p) und (Ap?) = Ap?
In der Theorie:

Breiten Az und Ap Unschérfe:

Ax - Ap >

Do | S

Impulsmessung
Analog | 2L dp ist die relative Anzahl von Messergebnissen fiir den Impuls im Bereich
p bis p + dp und also

=ggZM—/ﬁ o)

In drei Dimensionen:

0 = [ &P

<m—/é%mwmw
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5.3.3.3 Orts— und Impulsoperator

Aufgrund der Verkniipfung von 1) und ¢ in der Fourier—Transformation kann (p) auch aus
dem Ortsintegral mit ¢ bestimmt werden:

() = / 3 { / d%é%*(m)ky[ / d3r’e‘if¢(f'7t)}

X = +ih/d3r’w(ﬂ,t)vr/ei2 = —ih/d:gr’eizfv,,/w(?ﬂ,t)—i- ihp(T t)e”

7
P

Randterme r — og,
vV

—0 weil (7,t)" =370 fiir Quadratintegrabilitéit

= (p) = / Pr v’ (7, 1) (—ih) V) (7, 1) - / (27rh)3e ~™)/M " (Dirac-6-Funktion)

1&

#) = / B (7 ) (—iR¥ (7 )

wobei ¥*(7,t) = (¢(7,t))* (komplex konjugiert) und ¢*(7,t) = (p(7,t))* (komplex konju-
giert).

Definition der Dirac—Funktion verwendet:

/dt et = 2716 (w)

Alternative Rechnung nach 1K III, ME 1 & 2

Ep o [ PR
/ (2rh)3 " (P )Pe(p.t) = / oy ¥ (K, t) hkg(k,t)

(FT[p(78)]))" —ihFT[VY]

Parfzval/dS,rw*(f’, t)(—ihﬁ)ib(f’, t) = (p)

Mit der ortsabhéngigen Wellenfunktion ¢ kann (p) also iiber Anwendung von (—ihV)
(Differentialoperator, Impulsoperator) bestimmt werden. In Verallgemeinerung fiir eine
beliebige Funktion f(p) des Impulses mit

f(ﬁ):ﬂo)—{—;@plp _Zaz5p] pzpj‘|‘...
$Ep
U0 = [ Gl O
_/<2i7];)3<p*(17t)- f(O)+Z§]i pit| i)
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Parseval 3 0 1 an 0 0
B /d +Z apz = 0 (97“1) ; Qapzap] p=0

il gy (M) ()

) / & (7, ) [~ (7 )

mit f(—ihV) definiert durch die Taylorreihe.
Wiederum kann (f(p)) auch mit ¢(7,t) gebildet werden.
Eine Anwendung: f(p) = Fxin = 2—2

m

(B} = [ Eror 0 () Vot

Umgekehrt kann auch der Ortsmittelwert mit ¢(p,t) berechnet werden:

(7 = / (7, ) F(F, )
—
FT[F =i Zb(kt)=ihgso(it)

Parseval d3p %/ = L0 R
(r) "= /WS@ (p.t) 'Zha—pﬁ(p,t)

analog:

iy = [ %w*(ﬁ, it o)1)

(g(z'ha%) durch Taylorreihe definiert)

Fazit 5.3.6. Der physikalische Zustand eines Teilchens (Systems) kann mathematisch be-
schrieben werden durch (7, t) Wellenfunktion im Ortsraum, oder (7, t) Wellenfunktion

im Impulsraum.

1 und ¢ sind verschiedene Darstellungen desselben Zustands; 1) und ¢ sind verkniipft
durch eineindeutige Transformation (Fourier—Transformation)
Fiir r—abhéngige Mittelwerte kann 7 oder Funktion ¢(7) im Ortsraum (d.h. mit ¢) oder
(iha%) oder Funktion g(ih%) im Impuslraum (d.h. mit ¢(p)) gemittelt werden.
Umgekehrt fiir p-abhéngige Mittelwerte kann p’oder Funktion ¢(p) im Impulsraum (d.h.
mit ¢) oder (—ihV) oder Funktion p(—:AV) im Ortsraum (d.h. mit ¢) gemittelt werden.
Diese sogenannten Operatoren nehmen also unterschiedliche Formen im Orts— oder Im-
pusraum an, fithren mit den zugehérigen Zustandsfunktionen ¢ und ¢ aber zu denselben
Erwartungswerten.
(Bem: Wird spéter verallgemeinert)
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5.3.4 Observablen, Skalarprodukte und Operatoren
5.3.4.1 Lineare Operatoren

Motivation ist der Ausdruck

(9(r)) = [ v o(7)o( 1)
—_——
Operator g angewendet auf Wellenfunktion 1

Definition 5.3.7.
Ein Operator A ist eine Vorschrift, die einer gegebenen Wellenfunktion ¢ eine andere
Wellenfunktion y zuweist

(X, % Wellenfunktionen)
Beispiel 5.3.8.

e A= Operator des Quadrierens

e A=V (Nablaoperator)
Ay =V

A ist ein linearer Operator, wenn fiir A, Ay € C gilt:
Aus ¢ = by + Aothy und Ay, = y; (i = 1,2) folgt:

A = M AU + Mo As = A1x1 + Aaxe
Beispiel 5.3.9. Lineare Operatoren sind zum Beispiel:
7 Ortsoperator im Ortsraum
p Impulsopertor im Impulsraum

(—thV) Impulsoperator im Ortsraum

oder Funktionen f(p) und ¢(r) Funktionen im Impuls— oder Ortsraum.

Bemerkung 5.3.10.
Bis auf weiteres bleiben wir im Ortsraum.

Mit linearen Operatoren kann man ,rechnen, kann man andere lineare Operatoren

bilden durch

1. Multiplikation mit einer Konstanten A € C

B :=)A

2. Addition
C=A+B



104 KAPITEL 5. ATOM- UND QUANTENPHYSIK

3. Verkniipfung
C=A-B

ad 3. x = By, X' = Ay
= Cy=ABY)=A(x) =X

Bemerkung 5.3.11.
Zur Diskussion von Operatoren muss immer beachtet werden, dass sie auf Funktionen
angewendet werden.

Wichtig: Im allgemeinen gilt: | AB # BA|.

Definition 5.3.12.
Der Operator ,,Kommutator® zweier Operatoren A und B ist

C =[A,B]:= AB— BA
d.h. Cy = [A, Bl = (AB — BA)

Definition 5.3.13 (Kommutieren).
Falls C' = [A, B] = 0 (die Differenz verschwindet), d.h. also

A(BY) = B(Ay) =0
fiir alle Wellenfunktionen 1), sagt man A und B kommutieren (vertauschen).

Beispiel 5.3.14.

o |[z, =-1

g
Beweis: d.h. [z, 2]¢ ist zu betrachten.

a1 . w @
_ o o L

dh [z,2]=-1 v
Da 9 beliebig.

° [LCi,l'j] = 0 mit TiyTj =T,Y,z
Beweis: [z;, 2;]¢ = z2;9(7) — 2;0:4(7) = 0

[xl-, pj] = ZFL(SZ]
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0 0
. [a—wﬂ =0

Bemerkung 5.3.15.
[z;, pj] berechnet im Impulsraum fiihrt auf

. 8 — o a — a g
ity 9(7.0) = it (- (7))~ iy )

= ihdi; (P, t)
d.h. [z;, p;] = ihd;; identisches Ergebnis zur Rechnung im Ortsraum.

Zuriick im Ortsraum.
Da wir Erwartungswerte (z.B. (7)) berechnen wollen, betrachten wir das Integral [ d®r ...

Definition 5.3.16 (Skalarprodukt).
Das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen (7, t) und x(7,t) ist komplexe Zahl definiert
durch

(o) = [ dErc ey
Es erfiillt:
o (V.x)" = (fry ) = (x.¥)
o (AW + Aata) = Mi(x, ¥1) + Ae(x, ¥h2) mit Ay, A € C
o (Axa+ Aax2,¥) = AT(X1,¥) + As(x2,¢) mit A, A € C

e (¥,¢) 20mit (,¢) =0 & =0

Mit dem Skalarprodukt kann ,,Wirken von Operatoren® allgemeiner formuliert werden.
Mit Ay =y und (p,x) = X € C:

A= (i, A) = / drg" (7, ) A (7 1)

Bemerkung 5.3.17.
Erinnerung;:

(ry = /d%d}*ﬁ Y = (¢, 7,7¢) wegen Operator im Skalarprodukt

Vektor 7 soll heiflen:

) x [ &riy|*x
W) | = [@rewo | v e = Tardeby
) z [ &riyp?z



106 KAPITEL 5. ATOM- UND QUANTENPHYSIK

Definition 5.3.18.
AT heiBt der zu Operator A ,adjungierte* Operator, wenn gilt:

(i, AY) = (ATp,9) = (, AT, p)
fiir alle beliebigen Wellenfunktionen ¢, ¢,

dh. / dr(At (7 1) £ / Bro* (7 1) A (7, 1)
Aus der Definition folgt:
e M) =XATmit A € C
e (A, B) = BTAT
Beweis: [ dr((AB)'p)"p = [d*ro*ABy = [ dr(Alp)* By = [ dr (BY(Afp))" ¢.
V.
o (AN =4
Beweis: (i, (AT)T) = <f d>r (( ) ) gp)
= ([ dryrAlp)" = [ dr (Alg) v = (g, Av) v
Definition 5.3.19. Ein Operator heifit selbstadjungiert (,hermitesch®) wenn gilt

AT = A
Es folgt dann fiir beliebige Wellenfunktionen 1, ¢
(9, AY) = (A, )" = (¥, ATp)" = (v, Ap)”

also speziell
(¥, AY) = (¢, AY)* ist reelll

Damit ist eine Eigenschaft von linearen Operatoren gefunden, die erfiillt sein muss, damit

(A) = (¥, A)

als (reeller) Mittel- oder Erwartungswert einer physikalischen Messgrofie interpretiert wer-
den kann.

5.3.4.2 Observablen

Axiom 2: Jeder physikalischen Grofle (,,Observable®; einer im Prinzip messbaren Grofie)
wird ein hermitescher (linearer) Operator zugeordnet.

Funktionen von Observablen (z.B Ej = %) entsprechen Funktionen von Operatoren

(durch Potenzreihen definiert, z.B. % = —%V2).
Der Mittelwert einer physikalischen Groéfle A ergibt sich im Zustand, der durch v beschrie-
ben wird.

7u
(A) = (3, A) = / Pro (7, 1) A (7 )
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Bemerkung 5.3.20. (A) ist reell, da A = AT

Bemerkung 5.3.21. Hermitizitéit der Orts— und Impulsoperatoren
Ortsoperator () definiert durch

Qw(f; t) =7y (Fv t)

= (0.Gi) = / dPro*iip = / Pr()s = (G, )

da ¢, beliebig.
Also QT = Q.

Impulsoperator P definiert durch

—

Y(r,t) = —ihV(r,t)

= (0. Po) = [ g = inu = —ingo|” 4 [ dr(-inve)re = (e

dh. Pt=P

5.3.5 Korrespondenzprinzip und Schrédingergleichung I1
5.3.5.1 Korresprondenzprinzip

In §5.3.2 fiihrte das Konzept der de Broglie Welle zu Zuordnungen

Energie £ — hw — Operator thd, angewendet auf v

Impuls p’— hk — Operator —thV angewendet auf ¢

Und zusammen mit £ = % zur Schrodingergleichung fiir freie Teilchen. Die Lésungen
waren Wellenpakete, die in einigen Eigenschaften klassischen Teilchen entsprachen.

Das Korrespondenzprinzip gibt die allgemeine Regel, wie den physikalischen Groéfien quan-

tenmechanische Operatoren zugeordnet werden.

Korrespondenzprinzip: Einem System der klassischen Mechanik beschrieben durch Ha-
miltonfunktion

H(’I“l,...,’I“M,pl,...,pM,t)

im 2M—dimensionalen Phasenraum, mit totaler Energie £ = H(ry,...,7r, D15+ - -, Py t)
wird in der Quantenmechanik zugeordnet:
Eine Wellenfunktion ¢ (ry,...,ry,t) im M—-dimensionalen Konfigurationsraum, die die

Schrodingergleichung erfiillt, die man nach Ersetzung von

P — _Z'ha?u 1=1,....M

erhalt
EvY = Hi.
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Also
o 1) = H( R . "
i iyt t) = H(ry, oo ry, —ith— ..., —th— T1yeeo s TA,
t (T M 1 M or, Oras 1 M
H heifit nun Hamilton—Operator.
Bemerkung 5.3.22.
Die Eindeutigkeit ist nicht gewéahrleistet, mehr spéter.

Bemerkung 5.3.23.
Der Mittelwert eines Operators fiir ein Teilchen in einer Dimension wird somit interpretiert
als Integral {iber den Konfigurationsraum

(A) = /_00 dxp*(z, 1) A(x, t).

(x Position)

Spezialfille

5.3.5.2 Schrodingergleichung fiir ein Teilchen im externen Potential
Klassische Physik:
Teilchen im Potential V(7) hat die Gesamtenergie:
, v
H:H(T,p):%—FV( T)

Korrespondenzprinzip: fiihrt zur Schrodingergleichung;:

O (F,8) = H () = [—h—2v2 VG >] (1)

o) (7, ) = {—%VQ + V(F)] Y(7,t)

Zentrale Gleichung der Quantenmechanik, die im IK IV im Mittelpunkt steht.

5.3.5.3 Schrodingergleichung fiir ein geladenes Teilchen in externen elektro-
magnetischen Feldern

Ein Teilchen mit Masse m und Ladung q spiirt die Lorentzkraft. Siehe §2.2.1.3 fiir Hamil-

tonfunktion .
E = H(F,f,t) = 5m(i7 = qA(7, 1)) + (7. 1)

mit elektromagnetischem Feld: E=-Vd—0A
mit magnetischem Feld: B=VxA

B (1) = | ——(—ihY — qA(, 1)) + q®(F ) | (7, 1)

2m
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wobei beim Ausquadrieren zu beachten ist:

(—ihV — qA(7))? — 12V + ?A? +ihg (V- A+ A - V)

symmetrisiert

weil [V, A(
(V- A+ A- V) Produktregel!

5.3.5.4 Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom

@‘)(;Doubma

Klassisch:
2 2
oL A e
H Tey T'p, Pe, = - = =
(7e: T, Pes Pr) 2me + 2m,  Adweg|r, — 7.

dies korrespondiert zu (7%, 7y, t):

_’)] # 0 im allgemeinen, damit H hermitesch ist in diesem Fall.

2 2 2
RO (7., iy, t) = {— h V2 W ge ¢

2m. P

2m,, Ameg|ry — Tl

w(Fe) Fp’ t)

eine zwei—Teilchen Schrodingergleichung

109

|Y(Te, Ty, t)|2d®red®r, ergibt die Wahrscheinlichkeit ein Elektron bei 7, und ein Proton bei

7, im kleinen Volumen d3r. bzw. d3rp zu finden.
Norm: /d3red37"p|1/)|2 =1

Separation der Variablen:

MeTe + MpTp
— =T

Schwerpunkt: R= >

Me + My,

da m, ~ 2000 m,

Relativkoordinate: 7= 7, — 7,
N 0 OR 0 8r 0
aTe 8re aR (37“6 (?r

Me 0 0 me O 0
— =t = ——=+ =
me+my, R OF  my9R  OF

0 M5 gmiy— o0

or,  me+my
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damit wird (7%, 7, t) zu w(ﬁ, 7,t) und fir m; < m, folgt

- h? e? h? me 2 m
ho (R, t) = | — 0% — 20507 + 02) — — — ) dE+2—050-+ 02
=1 tw( ,7”,) [ 2mp( R R + r) 471'80‘7_’1 2me <(mp> R+ m, R + r) ¢
. hZ h2 e2 .
1 Pt = | — 2 0% — 7t
= 1 atqvb( Ty ) |: QmpaR 2me T 47T€0T:| 1/1(R,T’, )

= Separationsansatz: ¢(R,7,t) = (R, t)0(F, t)

R, R, e
—Qmpa§)¢+¢(— 95

2m, " 4megr

= Produktregel: iR(1)0;) + 1pOuh) = (

Dividieren durch wz/j

17, R, e?
~ E [zh&gw a <_2meaF a 47r€0r) 14
R Rr L\ -
= E {zh@t@/) — (— 2mpaﬁ> 1/1] = Fy = const.

da links eine Funktion von 7, rechts eine Funktion von R steht.

Die Bewegung des Schwerpunkts (B ~ Proton) und die Relativbewegung (~ Elektron)
konnen unabhéngig voneinander bestimmt werden.

Aufgabe 27 zeigt, dass Ey = 0 gewéhlt werden kann.

Damit ergibt sich als Schrodingergleichung fiir ein Wasserstoff-Atom:

n:_, e?

2m, dmegr

(7, 1)

mit der Ndherung m, > m..

Axiom 3: Die Zeitentwicklung von Zusténden eines Teilchens mit Masse m beschrieben
durch (7, t), ist gegeben durch die Schrodingergleichung

ihoy) (T, t) = Hp(7,t)

h2
H = —2—V2 + V(7) | Hamilton—Operator
m

oder mit H aus §5.3.5.3 fiir geladene Teilchen.
Hermitizitat des Hamilton—Operators:

(. He) = [ g (—h—2v2 SV wir)

2m

|r|—o0

2x partiell integrieren, fiir normierbare ¢, ¢: v, — 0

:/d?’w((—%v%rwf)) so>*=(Hso,¢) =0 =1
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5.3.5.5 Kontinuititsgeichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

Bisher war die Normierung (¢,1) = N(= 1) gefordert worden, aber N # N(t) wurde
nicht gezeigt.

Schrédingergleichung:
? ? R _, .
8t@/) = —ﬁH’QZ) = _ﬁ (—%V + V(’l“)) ’Qb
= o) =+ (— v V@) ) = -
t r, - h m r r, -

damit kann wie in der Hydrodynamik eine Erhaltungsgleichung der Wahrscheinlichkeits-
dichte p = || gezeigt werden:

d d. .
G |t = [ @)

(V konstantes, endliches Volumen)

/ dPr(6 Hop — P HE)

ST

— [ oo+ vow = -
14

Damit folgt:
LV = R also & [, o = $(,0) = — (&, HY) — (He,v)] = 0, da H hermi-

tesch ist, also N = const..

2. V endlich:
. * h —» h’2 * *
zh/vd?’rﬁtp = /Vd3r {w (—%VQ + V(T’)) 14 = —%/Vd?)?" [w AV v }
L R [;/;*W - Wg@*} da Vi Vib — ViV = 0
2m Vo 1,

Folglich gibt es ein j der Wahrscheinlichkeitsdichte mit

= ih * S K
F= g (T — V)

und damit

Op+V-7=0 (5.1)

Kontinuitétsgleichung fiir |¢|?, da V beliebig und das ist fiquivalent mit dem GauBschen
Satz zu

d

— | &Prp=— ¢ dj 5.2
i ), e f 0j (5.2)

Die Wahrscheinlichkeit p ist erhalten in V' und &ndert sich nur durch einen Fluss durch
die Oberflache OV'.
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Bemerkung 5.3.24.

e Sei V eine Kugel mit Radius r. Es folgt aus (5.2):

T—00

5] == 0

o j = 5o (W) + (V)] 1
= —R{y"pu}

erinnert an die klassische Stromdichte f: nv. Fiir eine ebene Welle ist

(RF—w(B - 1 - hk
P = ce!FeWD = — R L*hky} = |e]*— = const.
m m

Hy() = E¢(7) und dann ¢(7,t) = e % 4 (7)
5.3.5.6 Stetigkeitsbedingungen fiir ¢ an Grenzflichen

Annahme: An einer Grenzfliche springe das Potential unstetig zwischen zwei endlichen
Werten
0o >VW(zy,z—-0")>.. >V (z,y,2—-07) > -

fmuss stetig durch jede Grenzfliche sein, da sonst die Flache eine Quelle von Wahrschein-
lichkeit wére, d.h. also

N / Erop = f daj 28 AGGO (2 — 0%) — P (z — 07))
V=Ah oV

—0 fiir 6h—0 weil |9 p|<oco

Also muss j, stetig sein, analog fiir jg, j,.
= j stetig, < da j ~ ¢¥*Vip — V" muss ¢ stetig und Vi stetig sein, sogar wo das
Potential springt.

= |y e C?

Bemerkung 5.3.25.

A- Jinr
/,,

e Eine Ausnahme gilt in und am Rand von Berei-
Slx= %) chen wo V' — oo (,unendlich repulsiv®). Dort
muss (siehe spiter) (¢p = 0) gelten, weswegen
V(x) ]‘E 0 dort verschwindet.
Ju(z < 29) =0 = j.(x — 2f) = 0 keine

DN

P
V--g/m4 Wahrscheinlichkeit dringt in das Gebiet x < xq
s . ein.




5.3. DIE SCHRODINGER (WELLEN-)GLEICHUNG 113

Wenn das Potential im Bereich der Breite § um
den Wert Vj springt, und 6 — 0, Vj — 400 so
dass v = dV[, = const.

s o4l
Somit also f;)oj; dzV(z) = [ 00_22 dzVy(z) 4+ Voo

T

— O() +v =80
kann zur Vereinfachung mit Dirac 6(x) geschrie-
ben werden:

Vi(z) = V() + vé(x — x0)

Die Bedingung fiir ¢)(x) an der Stelle xg wird in Aufgabe 32 bestimmt.

5.3.5.7 Die Zeitentwicklung von Erwartungswerten

5.3.5.7.1 Die Ehrenfestschen Theoreme
Fiir zeitabhéngige Wellenfunktionen (7, t) folgt aus der Schrodingergleichung fiir den
Mittelwert (A) = (¢, A1) eines hermiteschen (zeitabhéngigen) Operators A(t)

d
dt

— | @ry*(F ) A Y(F, t)

= / dPr(* Arp + ot Anp + " Ad)

Mit der Schrodingergleichung und der konjugierten Schrodingergleichung;:

1

- %(w, [HA+A—AH} V)= 1

([H,A]) +(0,A) =

d
E<A> Ehrenfestsches Theorem

Insbesondere fiir Orts— und Impulsoperator:

d { . h oo =
27 = £ ([H, ) mit H = — -V + V(7

=

d 1
E(ﬂ = —(p)

m

(zeitliche Ableitung des Erwartungswertes des Ortsoperators ist Erwartungswert des Im-

pulsoperators dividiert durch die Masse)

Lo = L = L)

S5 = —(VV() = (F@)
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(zeitliche Anderung des Erwartungswertes des Impulsoperators ist der Erwartungswert
des Kraftoperators)

Die klassischen Gleichungen gelten fiir die Mittelwerte. Die Ahnlichkeit zu den Hamil-
tonschen Gleichungen und zur Formulierung der Analytischen Mechanik mit Poisson—
Klammern fallt auf.

Fiir eine Funktion A(7,p,t) des Phasenraums gilt:

d 0A
—A={H,A
dt { b ot
it OHOA  OH A
H A} =
{ b= 8 7 oF 8p
wobei die Poisson-Klammer {-,-} also dem quantenmechanischen Kommutator |-, -]+ ent-

spricht. Diese Ahnlichkeit bestitigt das Korrespondenzprinzip.

5.3.5.7.2 Der klassische Grenzfall
Bemerke: (F (7)) # F({r)) im allgemeinen.
Die Ehrenfestschen Theoreme besagen noch nicht, dass () und (p) den klassischen Glei-
chungen folgen, die da lauten:
d ()

' =
%@} = ﬁ((f}) (Unterschied)

da (F(7)) # F(() im allgemeinen.
Nur wenn |¢)(7,t)| so lokalisiert ist, dass

v

—~ OF 10° 2
(Fr) = <ifj>>)>>+<5\<r><r—<r>>>+<5 | = D))+
Gl = m+ G55 -

OF 1 9F? ,
=S| =)+ 55 = )
> (PO = P + 55| () + .

also die Breite des Wellenpakets (= +/(Ar?)) so klein ist, dass sich die Kraft kaum &ndert:

Also
1 0*F

‘F@Fﬁﬁﬁ'm

Nur dann gelten die klassischen Bewegungsgleichungen.

(Ar?) < 1
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5.3.5.8 Stationire Zustinde der Schrédingergleichung

Wenn H # H(t) zeitunabhéngig ist, ist in der klassischen Mechanik die Energie erhalten.
Dann kann die Schrédingergleichung durch einen Separationsansatz vereinfacht werden.

(i, t) = f(E) - ()

= B0 (0) = 10) (57 V0 010

1h 1 h?
500 = o (e V@) vl
Funktion von t Funktion von 7

= const. = F = Energie

links: |ihO, f(t) = E - f(t)

=

rechts: | H(r) = E - ¢(7)

wobei aus dem Korrespondenzprinzip folgt, dass £ =Energie ist. Hy(7) = E(7) heifit
zeitunabhéngige oder stationére Schrodingergleichung. Es gilt:

Bt , E
f(t) = A% = Ae™' mit w = >

Mit einer Losung () des Gleichungssystems zur Energie E ergibt sich die Losung der
zeitabhéngiegen Schrodingergleichung durch

U7, t) = Ae” ()
die einer zeitunabhéngigen Wahrscheinlichkeitsdichte
p(F.t) = [ 1) = [AP[(P)]* = p(F)
entspricht.
Bemerkung 5.3.26.

e Dies ist ein quantenmechanisches Analogon zu stehenden Wellen
e Normierung so gewihlt, o0BdA, A =1 und (¢,¢) =1 = [ &®r[¢(F)|?

e Ein stationédrer Zustand besitzt ein ,,scharfe® Energie. Man misst mit Sicherheit die
Energie F fiir diesen Zustand, weil

(H) = (¢, H(F", —ihV )) = (¢, Ey) = E (wegen Normierung)
(H") = (0, H")) = (Y, H" ' EY) = E(, H" ) = ... = E"(¢,¢) = E"
Inshesondere gilt fiir die Energiedichte
((H — (H))?) = (H?) = (H)* = E* = E* = 0

Die zeitunabhéngige Schrédingergleichung ist eine Eigenwertgleichung.
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5.3.5.9 Eigenwerte und Spektren eines Operators
5.3.5.9.1 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Definition 5.3.27.
1 ist eine Eigenfunktion des Operators A mit Eigenwert a € C, wenn gilt:

Ay = ayp
Bedeutung: Ay = &, Wellenfunktion £ ist proportional zu v

Beispiel 5.3.28.
Hy = Ey

(Hamiltonoperator angewandt auf Eigenfunktion ergibt Eigenwert - Eigenfunkion)
ﬁzﬁ = (—ihV) ¢- et Fr—w(k)?)

~——
¥(7,t) ebene Welle

= k(7 t)
Impulsoperator auf ebene Welle angewendet hat den Eigenwert hk

Theorem 5.3.29. Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell.

Beweis.

(A) = (0, A) = (AT, ¥) = (A, ) = (&, A)*
= 0=, AY) — (Y, A)" = (a—a”) - (b,9)) =a—a" = a€R

Theorem 5.3.30.
Figenfunktionen zu unterschiedlichen Eigenwerten eines hermiteschen Operators sind or-

thogonal, d.h. wenn Ay = a) und Ap =d'p (a #d €R)

= (p,¢¥) =0
Beweis.
a(ip, ) = (@, A) = (P, Ap)" = d' (¢, )"
= (a=a)(e¥) = 0
= (p,)=0,daa#d

Definition 5.3.31 (Entartung).
Es kann mehrere unterschiedliche Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert a eines her-
miteschen Operators geben.
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Seien 91, ..., ¥, n (linear unabhéngige) Eigenfunktionen zum Eigenwert a der Opera-
tors A, d.h.
wobei \; € C.
und
Ay = ay
A, = a,

Dann durch Superposition (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren) eine lineare Basis
Wy, ..., konstruiert werden, die erfiillt

Beweis. y
r 1 ! I
¢1 - (¢17¢1) = (%;%) =1
also v = s it (vh,v3) = 1 und (4], 44) = 0
mit vollstéandiger Induktion iiber v =1,...,n

90114—1 = wu—f—l - Z ¢;(¢;> wu—i-l)
=1

Pyl
und ), = ——L
i (¢L+17 90;/+1)

folgt die Behauptung;:
(Vi ¥) =6, 1<i,j<m
O
Fazit 5.3.32.

Fiir einen hermiteschen Operator lasst sich also immer gewéhrleisten, dass alle Eigenfunk-
tionen ), zueinander orthogonal sind.

(Yo, g) = 0 fir a # .

Wenn man also eine lineare Superposition bildet

Y= an¢a (53)

co € C komplexe Zahl.
Dann gilt:

Ca = (0, V)| =Y (Vo ¥5)cs = Ca(tha V) (5.4)
B




118 KAPITEL 5. ATOM- UND QUANTENPHYSIK

und

= Z CaAwa = Z Caaawa

mit a, den Eigenwerten von 1), zum Operator A (wobei a, = ag moglich ist).
Und fiir den Erwartungswert folgt

< > waAw Zcﬁca wﬂaAwa)

- Z Cgcaaa (?/% wa)
a,

= Z |Ca‘2aa(¢aa¢a) (55)

Diese Formel wére sehr niitzlich, wenn (A) somit fiir jeden Zustand des Systems, also fiir
jede Wellenfunktion 1, aus 1, und a,, berechenbar wire (Da dann nur Eigenwertgleichun-
gen

A@Da = aoﬂvba

zu studieren sind).

Zwei Probleme mussten hierzu mathematisch iiberwunden werden.

5.3.5.9.2 Nichtnormierbare Zustidnde , (¢,,%,) = 00“?
Fiir ein freies Teilchen lautet der Hamilton—Operator

h2 p2
H=——V?="
2m 2m

und ebene monochromatische Wellen

%;(F’ ) =c- ez‘(EF—w(k:)t) — celFT—Et)/h

sind Eigenfunktionen, speziell sind () = cetk” Eigenfunktionen zu:

i (F) = —ihVy = kg = Pibg

. h2 . h2k2 p2
Hy(r) = —%VQCG (k) wk w

Fiir einen durch eine ebene Welle beschriebenen Zustand misst man also mit Sicherheit
den Impuls p und die Energie E.
Unschirfe: ((p — (p))?) = 0 = ((E — (E)?)

Problem 5.3.33.
Y ist nicht quadratintegrabel. (,, (¢, ¥y) = 00%).

Die ebene Welle ist nur eine Idealisierung: weil
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1. das experimentelle System endlich ist
und/oder

2. eigentlich ein Wellenpaket (Superposition von ebenen Wellen) vorliegt.

ad 1. Vereinfachung: Das Teilchen sei in einem Kasten der Lange L und des Volumens
Q = L3 eingesperrt, so dass ¢(7) = 0 fiir |z| > £, |y| > £, [2] > £ und

L

-3 % e X
Y y = y ST ~L =1 L :
zZ VA z zZ

periodische Randbedingungen gelten.

Eigenfunktionen zu p und H sind dann

1 = - 2
wéﬂ) = —* mit k= % (T

VQ

(ng, ny, n, ganze Zahlen)

@ @ [ s @ 1 k=k
mit <wE1 ’¢E2>_/§2dT¢E1 @Z)EQ —{

0 sonst

k2
2m

Ebene Wellen haben kontinuierliche Energieeigenwerte £ =
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=

1 (T ) =
|
({
=
3 F natnysa4 npreo0
A d nyva nyengeo
"0

o = n,‘“y'n!

Im Limes w — oo (L — o0) muss die unphysikalische Randbedingung (und die Dis-
kretheit des Energiespektrums) irrelevant werden, damit das urspriingliche Problem
(freies Teilchen) gelost wird.

Wegen L — oo muss der Imaginérteil des Wellenvektors k %(E) = 0 erfiillen, um
L, L—oco

.. . Xk .
Losungen wie el3 2| "% oo auszuschlieBen.

i’;lf iEQF _ 3 (Q) (Q) J— 3 - - _
(e e ) = églgoQ (1%1 ,z/JEQ >(Q> = Qh_rgo Q0 _j, (Kronecker—Delta)

Normierung ebener Welle:
Abkiirzung = (27)%0(ky — ks)

mit Dirac—Delta ,, Funktion®.
Weil

fiir alle < oo mit A3k = (2£)* = 22

—00 d’k 7 ik 7 kot
5 [ G ) (57 6)

Bky - - o -
- [ G e s(h B = (R
Die Normierung erfolgt also auf eine ,,0—Funktion®, damit das Integral fiir ebene Wellen
das System fiir alle endlichen Ké&sten reproduziert.

0—Funktion: durch ihre Wirkung unter dem Integral definiert.
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Also mit §= hk lautet die N ormierung

(s o) = / e P PE = (mh)*S(5 — )

Umbenennung der Integrationsvariable ergibt

By d?
/ (2wg)3ew(w o= :/ (2wf§)3w;(m%®

7.p’r

Vekoren mit (1zm = e )
eine sogenannte Vollstandigkeitsrelation, aus der folgt, dass fiir beliebiges ¥ (7)

-
/

wl) = [ @rs - )
= [ Gt [ @)
—o(#)

0(r) = [ )
mit | o(p) = (¥, )

121

(5.6)

(5.7)

Also eine (beliebige) Wellenfunktion 1 kann als Superposition (durch Integration iiber p)
von Eigenfunktionen des Impulsoperators dargestellt werden, und die Entwicklungskoef-

fizienten erfiillen (5.7).

Also wurden die in §.9.1 gewiinschten Zusammenhénge gefunden und entsprechen der

(verallgemeinerten) Fouriertransformation.

6:1) o) = [ dre o)
und ein beliebiger Impulsfunktionsmittelwert

(A(P)) = (¥, A(=ihV)Y)

(5_6) d3p1 d3p2 * ([ = =
_.y/(2whp(2ﬂhp¢>unxmpg<wﬁ,A¢m>

- / (jﬂl;il)?’ (5:;12)3 0" ()¢ (P2)alp2) (Y Vi)

d3 d3 R L
- / p13 p2390*(]91)90(172)“(?2)(27Th>35(]71 — Pa)

= 4) = [ s e o)

(5.8)
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5.3.5.9.3 Vollstédndigkeit und Spektrum
Wir nehmen an, dass zu einem hermiteschen Operator A, der einer Observablen zugeord-
net ist, ein vollstiandiges Set von Eigenfunktionen v, zu diskreten Eigenwerten

Ay, = apthy; n=0,1,...
mit
1 m=n
0 sonst

<¢na ¢m) = 5n,m - {

und Eigenfunktionen ¢, zu kontinuierlichen Eigenwerten

Aq/)u = au¢y

mit
(y, ) = 0 und (¢, 1,) = 6(v — V') Dirac-Delta

gehort, so dass jede beliebige Wellenfunktion 1/ geschrieben werden kann als

67 =Y cathn + / dv (V)

n

(zweites Problem, Beweis bisher nur in Spezialfillen gelungen)
Die Menge der a,, und a, heifit Spektrum von A.

Mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation von ¢ fithrt dies zu Axiom 4:

Axiom 4:

Die Eigenwerte a,, oder a, sind die einzig moglichen Messwerte, die im Experiment zur
Observablen, die zu a gehort, auftreten kénnen. Die Koeffizienten |c,|* bzw. |o(v)|*dv
sind die Wahrscheinlichkeiten, dass Eigenwerte a,, oder Werte im Bereich a, bis a, 4, zu
messen, wenn das System sich im Zustand 1) befindet.

Dann:

W) =Y lefan + [ dvlelo)ia,

Mit der Messung von a,, wird bekannt, dass ¢ = 1), vorliegt. (Man sagt: Die Wellenfunk-
tion 1 geht bei der Messung von a,, in die zugehorige Eigenfunktion 1), iiber.)

5.4 Eindimensionale Probleme

Diskussion der durch ¢ (z,t) (z € R) beschriebenen Zusténde, die die eindimensionale
Schrodingergleichung mit Potential V' (z) erfiillen.

H+# H(t)

ihop(x,t) = Hy(x,t)
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hat stationére Losung/Zustand

Y(,t) = e F ()

wmit] H(x) — {—%aﬁ T vw} b(x) = Bb(a)

mit aus Strom j, gefolgerten Randbedingungen.

TE (wele vor, E)
I hondiruiadide Erw3¢ cor e

{ } deslorete E.nﬂvz)-’Cwa

-+

Aus der Diskussion der Ehrenfestschen Theoreme ist klar, dass die Unterschiede zur klas-
sischen Physik vor allem dort auftauchen, wo die Kraft ' = —09,V schnell verdnderlich
ist im Vergleich zur Breite des Wellenpaketes.

— unstetige Potentiale

Da V(z) reell ist = wenn ¢ = R(¢) +i¥ (1)) Eigenfunktion ist, kann man auch die reellen
Funktion R(v) und (¢) als Eigenfunktionen verwenden, da V' = V*.

= Studium reeller Eigenfunktionen geniigt.

5.4.1 Gebundene Zustinde im unendlich hohen Potentialtopf

vy {0 0<z<L 8 V)
|l oo z<Oundz > L
Randbedingungen:
0 o0
=|Y(r<0)=0=1¢(x > L) ot
d.h. Schrodingergleichung
2mkb o Lox

O2p(r) = — Y(x)|fir0 <z < L

h2

omE
02 = — k%) mit k = 7;; mit [E > 0]
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= |Y(z) = Acoskx + Bsin kx| (allgemeine Losung)

wobei die Randbedingung die Werte von k£ und E einschrankt:
b(r=0)=A=0

Y(x =L)= AcoskL + BsinkL =0
= sinkL=0 = kL=nn=0,m2m,...
Mit Normierung (Bsinkx, Bsinkz) = Bgé fiir £ # 0 folgen die abzéhlbar unendlich

vielen Losungen
2 .
Un(z) = \/;sm knx
mit den diskreten Eigenwerten

Rk (7h)?
—= ) —= n
2m 2m L2

E,

(n=-1,-2,-3,...)

V_, = —, aquivalente Eigenfunktionen liefern. Ein Rétsel, das die klassische Physik
nicht 16sen konnte, ndmlich die von Planck postulierten diskreten Energieniveaus, die
letztlich den Strahlungstod der Atome verhindern (siehe Aufgabe IK III), folgt also durch
die Festlegung der Energie E als Eigenwertgleichung der stationédren Schrodingergleichung
(Vergleiche mechanische Saite, Hohlraumresonanz der elektromagnetischen Strahlung).

Bemerkung 5.4.1.

e klassische Bewegung

Teilchen bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
7 nm0<zx<L

) . P 12F
— m m

>x  fiir alle Werte von E und wird elastisch bei X =0, L
reflektiert.

e £<0: P =r%; k=1/-2E R

= Yp=A-"+B-e"™

Randbedingungen: x =0, A+ B =0
r =1L, Ae*l' + Be "' =0

= Al —e™) =0 = A=0 = =0

Es gibt keine Eigenfunktion fir F < V,,;,(= 0)
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5.4.1.1 Wellenpaket

ohne Herleitung (siehe D. Werner ,, Funktionalanalysis®) verwenden wir, dass jede beliebige
Losung v des Problems durch Superposition der Eigenfunkionen dargestellt werden kann.
Also

; Ent . 12’1, 2
Y(x,t) = ;cn . e’ZET, Pp(x) = cheﬂ%t\/ I sin k,x

wobeik, = Tn =7, 28 undc, = (Y5, ¢) = fOL Vi (x,0)(x,0)dr = fOL <\/%sin knx> Y(z,0)dx,

was der Aussage entspricht, dass eine Funktion sich als Fourier—Sinus—Reihe schreiben
lasst, wenn sie in 0 < x < L gegeben ist.

5.4.2 Potentialstufe

Einfaches Beispiel fiir endliche Potentiale

0 <0 7 V(x)
x
V(z) = = VpO(z) Vo
Vo >0
Wobei Stufenfunktion: O(z) = L >0 @ N
0 z<0 = > ¥
Dies entspricht dem mathematischen Problem:

0?1 2mE

o2 R v v=0
0? om
a—gjﬁ:—ﬁ(E—VoW’ r>0

und Randbedingungen: bei x = 0: 1) und % stetig und bei z — +o00 ¥ endlich.
Je nach Vorzeichen von E und E — V sind € und € mit a,b € R Losungen.

Bemerkung 5.4.2.
Im Fall £ <0, E <V

2mE 2
m und K = m

72 ﬁ(VO—E),q und xk € R

qa=1\ -

Ae®® <0

Ylx) = { Be ™ x>0

bei x = 0 A = B stetig, Ag = —k B stetig differenzierbar.
= A= B =0: Wiederum gibt es keine Losung fir £ < V,,,;,, =0
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5.4.2.1 Totalreflexion fiir £ < V}

Fir x < 0:
2mE
0% = — k) mit k = %ER
= Y(x) = A et + B-e ke mit ¢(z,t) = e’%z/}(:c)

nach rechts laufende Welle nach links laufende Welle

Und es soll A der préparierten einlaufenden Welle und B der reflektierten Welle entspre-

. B _
chen; 7 = R
5%0,,\, M)l . Jrra.nsw‘wml
Polendial i Shom. .
? rg!'el«lw'%«lvef
e TShem
Fir z > 0:
2
0% = k2 mit Kk = ?m(VO—E)ER

Allgemeine Losung:
Y(x)=c-e "™+ D -e™
=0 damit 1) (z—00)<oo
Randbedingungen: Bei x = 0 stetig, = A+ B =C
Bei z =0, g—f stetig, = kA —ikB = —rC
Wiihle A als freie Amplitude der einlaufenden Welle (spiter A durch Normierung)

B k—1ik C 2k
= Z_R_kﬂ'n Z_T_k:—l—m

. 2 2 .
Weil |£| = ,/’ZQI—:Q = 1 kann man schreiben:

<§> = ¢ 20 undweilgzk—l—ZH—i—k_m:l—l—(E)

A A k+ik A

= <%) — 1"’6721’9

fiir jeden Wellenvektor k (oder Energie E) gibt es also eine Losung

Yr(r) = 2A - 7 cos(kx + O), x <0

Yr(r) =24e7© cos O - 7", x>0
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Die von links einlaufende Welle dringt . p BLR
teilweise bis zur Tiefe % in den klassisch o ‘ A
verbotenen Bereich (wo E < Vj) ein und '
wird ,,dann vollstindig reflektiert. /\ f b o sl
Fiir die Wahrscheinlichkeitsterme gilt: 5 X — —
einlaufend: \\7 =3 17"

. 1 ein,* . ein 1 * _—ikx . ikx N4
Ji = —R{Y™* (—ik0, )"} = —R{A*e " (—ih0, ) Ae"™™"}
m m V,
E—
. hk @
Ji = ’APE o
Reflexion:
: Els 20 ike| —2i0 —ik 2k
L= Ll o 10 ikx( ham % tkzy | A2
r = LR (—ihd, e Oy = AP
Transmission:
N ‘0’2 —RT - RT
Jr = —R{e " (—ih0,)e™} =0

m

fiir Reflexions— und Transmissionskoeffizienten folgt also

r=——|RP=1

(2

i
Ji

Wenn man Teilchen durch ein Wellenpaket darstellt, so wird dies, wie klassisch erwartet,

vollstéindig reflektiert; nur (siche Aufgabe 37) tritt eine Verzogerungszeit auf.

Ein wichtiger Unterschied zur klassischen Mechanik ist aber, dass die Welle in x > 0

eindringt (wie bei Totalreflexion in der Elektrodynamik), wo die Welle exponentiell abfillt

(m Rastertunnelmikroskop).

t =0

Vix)
Bemerkung 5.4.3.
Wenn Vj — oo, folgt
g 0 V=0 V= o

B s

Z—>1; d.h. ®—>§ —‘:'q’k(")
d.h.

Ur(x>0) =0
Yz < 0) — 2isinkx ' = %

Was die Randbedingung ¢ = 0 fiir Vj — oo bestétigt.
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5.4.2.2 Teiltransmission fiir £ > V}

fiir z < 0:
0% = —k*) mit k = 27;;E
also ¢ = Ae™**(einfallend)= Be~**(reflektiert)
fir > 0:
02 = —k*p mit k' = %(E — Vo) ER

also ) = C-e®* 4+ D .o~ = . ¢ weil keine von rechts einlaufende Welle vorhanden
ist (nach Annahme).

5.4.3 Tuneleffekt am Potentialwall

> (kx + O) .
u&%‘h / Vix) T
et e
Y A VRN dromsmsd WW{Q ! °
“Q'/y\/\\jr“r "VW welle Px) ;
veJlehdiente Ip IR S

wdle -0 o

V(z) gegeben durch

V>0 —a<z<a
V(x)_{() sonst

also

V(z) =Vo[O(z +a) — O(a — )]

(© Stufenfunktion)

Fir E <V, kann von links einlaufende Welle eine nach rechts transmittierte Welle anre-
gen, wenn iiber die Breite 2a der Barriere das exponentielle Abklingen nicht zu stark ist.
Mathematisch bedeutet das

02+ V()| 0(2) = Bo(a)

2m

o= |-

mit ¢ und g—f stetig und F < V; zu 16sen. (,, Tunneln durch die Barriere®)
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5.4.3.1 Transfermatrix—Methode

Die allgemeine Losung der stationdren Schrédingergleichung

Aethr 4+ Be=HT g < —q mit k = QH—Z}E

V=19 Ces + De " —q <z <amit k= 2 (Vo — E)
Ge** + Fem™ g < g

die den Stromen entspricht.
. . hk
jroo = j(x = —00) = — (JA]* — | Bf)

(|A| die Amplitude des von links einlaufenden Term, |B| die Amplitude des nach links
auslaufenden Terms)

. : hk
i = (e = o00) = " (IG | FP?)

(|G| Amplitude des nach rechts auslaufenden Terms, |F'| Amplitude des von rechts ein-
laufenden Term), seien weit von der Barriere produziert durch experimentelle Maschinen,
die Quellen oder Senken fiir Teilchen sind.

Randbedingungen:

Stetigkeit von 1 und g—f:

efika eika A B e~ ra ela C
ike~tha  _jfeika B ]\ ke —ger D

Abkiirzungen:
o = et b=e"
a* e A A 1y C C
— — b —
(e ko) (5) =265 ) = (4 ) (5) -5 )
bei x = a:

(o 5 )(5) =2 (%)= (i i ) (%) =20 (%)

Damit also y c c
_ -1 -1 _
(5)-atanara () -m(F)

mit der Transfermatrix M
Von den vier Konstanten A, B, G, F sind also nur zwei frei, die z.B. fiir das Teilchen, das
von links einféllt und transmittiert und reflektiert wird lauten: (A =1), F' =0

B , |B
(Z)—Rundr—|R| _‘Z

2
(g):Tundt:ﬂ’\Q:‘G

1 1 Transmissionskoeffizient

2
Reflexionskoeffizient
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Satz 5.4.4.
Fiir ein beliebiges endliches aber maglicherweise unstetiges Potential V (z), das (schnell

genug) gegen Vo =V (x — £00) geht, gilt fir Teilchen mit E > Vym:

M:< v ) mit u,v € C

v*ou*

die erfillen |u|* — |v|* = :—f wobei

ky =1 —(F — V),

v . Kl 2 -
R=— mit|r = +—|=|R|" Reflezion
u Jul?
U ke 1 ke
dT == mit|t = £ | =2
un - mi R l<:_| |

und erfillen.

Beweis. physikalischer Inhalt: Stromerhaltung und H' = H; Beweis siche Wronski-
Determinanten

Wenn z — —o0

| | 2
b — Aet- 4 B~ mit kb = h—?(E — V)

V(x)

Ve
V.

e ———————————— S— - - ,.) Y
\/_s\/(x—h-n) V,r\/(:(-*co)

Weil das Teilchen das Potential V' nicht (mehr) spiirt.
hk_

j = (e = —00) = == (|AP — | B

r — +00
Geve + Feme mit ky = [ 2 (B - V
Y — Ge™' + Fe m1+—ﬁ(—+)
. hk
jr = —(IGI* = |F[?)
m

M:(mn m12)7 my; € C

— Moy Moo

Mit Transfermatrix
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A G
(5)-a(F)
Stromerhaltung bedeutet j, = j_

k_(A*B*)((l] _01)<g):k+(G*F*)((1) _01)(5):

mitg:

also

was bedeutet:

(zur Erinnerung: (M);; = mj;)

k
|mn|2 - |m21|2 = k_i

k
|m22|2 - |mm|2 = k_i

Weiter nun mit zwei Spezialfillen:
(Wahl von A, B, G, F)
Teilchen fillt von links ein

eik_z_}_Rlefik_x T — —00
wl($—>:l200>—> { ﬂ@ik+x T — 00
also
1Y _ (T
(s )-u(3)

Teilchen fallt von rechts ein:

(5 — 400) T e k- T — —00
— +00) — : )
" e T L R e 1 — 400

also

Yy und 9, sind zwei Eigenfunktionen zum (entarteten) Eigenwert F.
(Wie bei Strombetrachtung, studiere)

0= (&, Er) = (0, (B)™)" = (0, Hpp) = (r, (H1)")”

131

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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da V(z) e R:
2 00
= —2h—m N dl’('@/ﬁaiq/]r - @Dr@i@m
h? [
= - dx 8z(¢laxwr - 77Z)rax¢l)

2m
oy (m) } |w—>+oo

h? )
2m Ox

_ {m(@a%(x) bo(a)

Tr——00

2m or

einsetzen 'hz
L [k, T — KT

kT = k_T, (5.13)

einsetzen von 1,., T} —

k
(Mma1magg — Mmigmar) = k‘_+ (5.14)
Damit wird aus Gleichung (5.9)
. 5.10), (5.11 .
(5.10) .
= Mmi = Moo
[
Zuriick zum Rechteckpotential:
Details Aufgabe 36 (nicht mit M) Vi)

5.4.3.2 Anwendungsbeispiel: /—Potential

Wenn wir uns fiir Teilchenenergien E und damit Wellenléngen

B 2 B 2mh

A

k 2mFE

interessieren, fiir die der Potentialwall sehr schmal wird, aber hoch genug ist, so dass das
Teilchen ihn spiirt, also A > a < ka < 1, mit Vy > E, so dass k ~ vV > 1 gilt mit
k%a =: ko = const.,

dann kann das Potential vereinfacht werden.

& |
%= { = 8(" )
] I | B

S 7 %

Vide unter Nuwe Olebt  lonstamt
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4k2
t 4k2+k?
Vo — oo
k2
N 0
r PR

h2
Voa = 55 ko = fest

ko = k2a

was mit den Ergebnissen von Aufgabe 34 iibereinstimmt,
WO

V(z) = ;—mkzoé(m)

gesetzt wurde.
Und fiir M folgt

Fo
1k

I

:(1+.m i )+O(\/E)mitoz=

—a 1 —1«

5.4.3.3 Periodische Potentiale am Beispiel des Dirac-Kamm
In der Festkorperphysik spielen periodische Potentiale eine zentrale Rolle
V(z)=V(x+na) mit n=0,%£1,+2,...

mit Gitterabstand a.

—o— V(x)

Gilt z.B. fiir Elektronen im Kristallgitter der lonenriimpfe. Prinzipeller Einfluss des peri-
odischen Potentials ist verstehbar mit , Kronig—Peney“ Modell (Aufgabe 38)

Mit dem Ansatz fiir den Bereich (n — 1)a < z < na ist 1(x) Uberlagerung einer nach
rechts laufende Welle mit einer nach links laufenden Welle

¢($) _ Aneik(z—na) _I_Bne—ik(x—na)

mitk:,/é—@E

fir na <z < (n+1)a

w _ An+1eik(x—(n+1)a) +Bn+1€—ik(x—(n+1)a) ete.
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AN n ?l.mf/
A - Kamm,
(.__..—

B

(n-)a. a laat)oy

Yo~ 3 {i’k.S(x- no)

v

Somit kann das Problem auf die Berechnung von Transformationsmatrizen reduziert wer-
den. (A, und B, sind die Amplituden, die man erhélt, wenn man von links nach z = n-a
geht).

Ansatz 16st Schrodingergleichung (= FE < k)

1 muss stetig sein, d.h. z.B. b A, + B, = A,11e"% + B, e

0—Sprungbedingung bei x = an:

a¢g¢;n+) . aqﬁg;n—) — k’ow(an)

An ) _ Ani1 ) [ (L 4ia)e ke icetka Ani ko

=
M ist unabhéngig von n.

Wie in Aufgabe 38 argumentiert, miissen die FEigenwerte A von M erfiillen:

Ay = e also (M| =1

Man schreibt die Phase der Eigenwerte mit dem , Blochwellenvektor® ¢; | A = e*%®

mit ¢ € R.

+
Mit den zugehorigen Eigenvektoren: ( g& > (zu A4 ) und ( go_ ) (zu Ay).
0 0

Ao\ _ Ag Ay
()=o) e (3

wobei =+ fiir die Eigenwerte Ay steht.

An __ _igna Aa_ —igna Aa
:><Bn)—e C’+(Bar>+e C_ By

by = 7 (CLAS e ™) + O B e ™) fiir (n — 1)a < x < na
g = 1V (CL A Mo (mtDe) 4 Oy Bfe~ et D9 figr ng < 2 < (n+ 1)a

mit der Eigenschaft

also

Yo(x + a) = 1)y (x)

und analog ¢_, (fiir den anderen Eigenwert)

V_g(z +a) = e M%) (2)
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Satz 5.4.5 (Blochsches Theorem).
Der Hamiltonian des periodischen Potentials

V(z) = Z ;—mkocS(x — na)

n

besitzt die Energieeigenwerte E(q) fir alle g, —oo < g < oo mit Eigenfunktion ¢, (x), die
erfiillen V,(x + a) = €1, (z).
Die E(q) folgen aus:

E(q) = —k*
(@) = 5~ k*(q)
mit:
1 ko ik Ko\ ik
_ = ) — (1 o ika 1 — 22 gtka
cos qa 2(u+u) (—l—z%)e +( z2k)e

k
& |cosqa = cos ka + i sin ka

Es treten Binder von erlaubten (mdglichen) E und Locher (Bandlicken) ohne E—-Werte
auf.

AL

|
|
. L

1
ofy+ - —

Bemerkung 5.4.6.
Aus Ay + A = u + u* folgt die obige Gleichung.
Graphische Diskussion der Losungen k(q)
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p,‘ l!‘(}@ LJ)% h
Kg) O qaydr
\ th*o
/ Ve
qa-¥ ’//
- - > QQ
1'\
qa=T
ka. ke,

Da |cosqa| < 1 liegen mogliche Losungen k(g) in den schraffierten Bereichen.
Zu jedem 0 < g < oo gibt es ein k(g) oder zu jedem ¢ mit 0 < ¢ < 7 gibt es Losungen

mitn=1,2,...

(Erinnerung: k =

VB E):
wobei das tiefste Band sein Minimum bei ¢ = 0 hat

(Es sind dieselben Energiebénder wie oben, nur Peri-
odizitdt von cos ga verwendet.)

Die Existenz von Blochwellen ¢, (x) mit Energiebandern

(und Liicken) ist zentral fiir Elektronen in Festkérpern.

1 kalg)
TN

[ on . O
- g
as as

5.4.3.4 Modell des a—Zerfall und WKB—-Nihe-

rung

5.4.3.4.1 Modellpotential

v [Mev]

-
[\

E 4 —j—m_ - wmbpm‘l“d
i \ ) .
| : = x[6"L]
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Da der Kern und das a—Teilchen positiv geladen sind.

Das Potential eines a—Teilchens im Kern aus starker Wechselwirkung (anziehend) und
abstolendem ,,Coulombschwanz* bei groflen Absténden.

Messungen der Energie von a—Teilchen (aus v(x — o0)) ergeben E ~ 4-9 MeV

wahrend die Barriere ~

2e)(Ze
Ce)Ze) 7y ~0,3-Z MeV

~ V oulom! = 10714 N
Coutomn (& ™A 0,

also fiir Z > 80, wo a—Zerfall auftritt, grofler ist.

Dieses Problem ist schon nicht mehr exakt losbar, aber
mit Zerlegung der Barriere in Scheiben, in denen V(z) un-
gefihr konstant ist, konnte man néhern, wenn die Anderung
von V(z) klein ist iiber einem Bereich, wo (z) variiert.
Dieses Vorgehen erinnert an den Ubergang von Wellenglei-
chungen zur geometrischen Optik und an den klassischen
Grenzfall im Ehrenfestschen Theorem.

Dieses Néaherungsverfahren heifit WKB-Né&herung.

5.4.3.4.2 Die WKB—-Niherung

(Wentzels-Kramers—Brillouin)

Idee: Wo V(z) = const. gilt, ist ¥(r) ~ e*** oder e*** Losung, wenn V(z) langsam
variiert, erwarte k(x) und k().

Stationére eindimensionale Schrodingergleichung fiir Tunnelproblem | E' < V(x)

Y .9 2m

ol k(z)Y(xz) = 0| mit k°(z) = ﬁ(V(l‘) —FE)>0
Ansatz:

P(z) =
00\* 0%
Falls k() = k = const. gilt, ist & = +ikx und damit ?927? =0
Annahme: 227%’ ist klein.
Mit € > 0O:
od\* 82
- (8_[E) + Z&w — K (I) =0 (516)

Losen von (5.16) mit ®x,¢) ergibt Losung von (5.15) fiir e =1
Asymptotische Entwicklung (klein) von (5.16) fir ¢ — 0. (siche IK III, asymptotische
Entwicklung).
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Beweis (singulidres Randschichtproblem).
Ansatz:
q)(l’) = CI)()(Z') + 8@1([E) + 52 R

9D
0. il U
g pe +ir(z)
L 09,08, 0%,
° or 0z 012
S o | By(a) = i / da'k(z) = +i / da’ %(V@)—m
L0 ik 10

e = %25%5(@:1%111( K(z))

= ¢y(z) =c+iln/k(x)

in dieser Ordnung folgt ® aus e = 1

1 x / ! T / /
w(x): (A@f dxn(a:)_{_Be—f dCEH(x))

K(z)

wobei nach Voraussetzung k(z) eine langsam verénderliche Funktion ist iiber Bereiche,
wo exp(£ [ da'k(x’)) schnell abfillt/ansteigt.
Der Fehler der Ndaherung ist grof}, wo

82—q) rof3 ist alsoaz—q)fv%—%o(ag;g)
0x2 g ] Ox2 ~ or  Or V(I)—E

Dasselbe Vorgehen ist mogliche fiir | E > V() |:
Stationédre Schrodingergleichung:

2m

— + E*(2)y(z) = 0 mit k* = 2

(B~ V(z)) >0

Wieder Ansatz ¢ = '®
mit e—Trick:

Bo(z) = + / " k()

®y(z) = C 4 iln /k(z)

= |¢(x) = \/% cos {/x da'k(z') + (j}
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\/% ist eine langsam verénderliche Einhiillen- , - -
de, cos [“da'k(z’) ist eine schnelle Oszillation
wenn k ~ v/ E — V grof ist. S 1_;'_('_7

Diese Naherung erwarten wir, sie ist gut fiir grofle E.
Mittlere Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Az

1 r+Ax ) o 1
paa(z) = da'[y(a")]” ~ 2 k(z)

(% ~ f;JrM dx cos? xk fiir Az, die groB sind gegeniiber Oszillationsperiode vom Kosinus.)
Dies erinnert an klassische Physik (Wahrscheinlichkeit eines Teilchens mit Geschwindigkeit
v im Bereich Az zu sein

W At 1 m

~N— =~ h WKB.
Pra ™ Ny T hk(z) Hae

Die WKB-Néherung fiihrt in den klassischen Grenzfall, wenn die Oszillationen cos( [ <y k(x"))
fiir hohe E nicht messbar oder nicht relevant sind.

5.4.3.4.3 a—Zerfall Fortsetzung
Setze 1) durch WKB-Losungen in den drei Bereichen zusammen.

MV{X)
Vo, b - -
<
ke o N
oy Ko = E
E+Ve —
sﬁf’k:‘
Qv
-

;= Acos(ko(z — a) + ©) (Siehe §5.4.2.1 Stufe)

2m

= Be D ) = v () )

Y =TA - exp(i /bx dr'k(z")), k(z) = \/%—T(E —V(x)) weil beib: V(b) =F

wobei E des a—Teilchens kann durch

wflf(x — OO) ~ TAeikoofEJrCOnst.

beixz =0
TA= Be ¢

etc:
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Fazit 5.4.7. Transmissionswahrscheinlichkeit:

’T’Q — 672G

Vorfaktor f(E) mit f(E) ~ 1
Die Wahrscheinlichkeit P, dass a—Teilchen im Topf ist
P:/ dz|y|? ~ ]A\Zg

g fallt gemafl Kontinuitdtsgleichung ab.

0P = —j(z = b) (Strom durch die Oberfléche)

k 2k
= —YTP|AP = — =2 20p
m ma
mit v = MT“ also
2000 1
gp=-"2c26p___p
a T

mit a—Zerfallszeit 7

und Losung

exponenielles Zerfallsgesetz

wobei 2 einer Stofirate an Barriere (,, Versuchsrate®) entspricht. (quasi klassisch)
(Serg'e: 1o = 10" 2 = 107" m,

Yoo 102! 1
a s
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a-Zerfall (aus Segré: Nuclei & particles):

1

- % . 45 5.0 5.5 6.0 i 70 15 80 85 90
2 BB MM A M R LM L U U U R R L LU LU RN L UL DL b )9
«l ! l 100 b 10! 10
F oo B
0% = e
e T
102 — —J e
10% |— — o
o 100 |~ —J o
HQ(A\ e — 1
. 5
we YtS m"__ — 10t
2 et - ]
2 10° j— — 0
vm Seéc. r N 5
10— —pl® V1]
1072 — —] 102
1074 f— —10-4
1074 == =i0 /O
10-+ (v bonvonn bbb o bl |
.0 a5 50

75 80 85 90

&

E.MeV -

E / MeV
Nun zu gebundenen Zusténden und diskreten Energien.

5.4.4 Der harmonische Oszillator
5.4.4.1 Schrédingergleichung des eindimensionalen harmonischen Oszillators

Fiir den klassischen harmonischen Oszillator ist die Hamilton—Funktion

2
p m o 2
H=—+—

o + 5 w T,
und die Energie F ist erhalten.
E nimmt jeden beliebigen Wert an ,E > 0* (klassisch) gegeben durch Anfangsbedingun-
gen (z(t =0) = zp; ©(0) =0 = FE = Zw?zf = const.)
Quantenmechanisch lautet die Schrodingergleichung nach dem Korrespondenzprinzip

B (,t) = Hib(o, 1) mit H = — 02 1+ T2y
oy e, t) = x, =50 Sw

was stationdre Losungen zuldsst da H zeitunabhéngig ist

(e, t) = e Fry(z)



142 KAPITEL 5. ATOM- UND QUANTENPHYSIK

wobei

H() = Bo(e) = (5= 5% + Futaulo))

zeitunabhéngige Schrédingergleichung.
Dimensionslose Variablen zur Vereinfachung:

1
de Broglie Wellenldnge A zur Energie hw: 57% — T2y

2
h
S A=/ —
mw
Einfiihren: ¢ = § dimensionslose Koordinate, ¢ = % dimensionslose Energie.
= [07+ (=) v =0 (5.17)

Bemerkung 5.4.8. Fiir ¢ — 400 vereinfacht sich (5.17) zu
(02 = ¢*)tso(q) = 0+ O(ts - const.) (5.18)

Was mit dem Ansatz ¢, = ce®’ gelost werden kann

1
= ((40®¢* + 2a) — ¢*)ce” = 0 also a = j:§

™)

Also: 1) — ths = ce® T als Losungen von (5.18) gefunden.

N

2
Die Losungen mit e 2 sind jedoch nicht normierbar, also ist nur v, = ce™ 2 normier-

bar und physikalisch akzeptabel.
5.4.4.2 Normierbare Lésungen

Ansatz:

Was ist H(q)?

q2

q2
mit 9,¢(q) = H'e™z — Hge™ =

)
o3

Rv(q)=(H"—2H'q+ Hq" — H) e~

= |H" —2qH' 4+ (¢ —1)H =0 (5.19)

2
dae = #£0
Sogenannte hermitesche Differentialgleicung, die mit einem Potenzreihenansatz gelost wer-

den kann.
H(Q) = Z aqu
k
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= Z [k’(k — Darg”? = 2karq” + (e — 1)aqu]
k
=N "G [k +2)(k + Dagso — 2k + (1 —€))ar] =0
k

Alle Koeffizienten von ¢* in der obigen Gleichung miissen verschwinden, damit die Po-
tenzreihe 0 ergibt.

B 2k+1—¢ "
B2 = )+ 1)

Rekursionsformel

Bemerkung 5.4.9.

Startwerte ag # 0,a; = 0, dann nur gerade ay, (d.h. agxy 1 = 0), oder fiir ag = 0 und a; # 0
ergibt sich ag, = 0 und agry1; # 0 nur ungerade. Daher gibt es gerade oder ungerade
Funktionen H(q).

Die Rekursion liefert fiir grofie k

k—oo 2
Qg2 — 704,

k

wie dies auch die Exponentialfunktion tut:

m 2 1 m 1 '+m
qmel :;qulﬁ _ Z (%)1qk+

k'=0,24,...

K 1
. Curio 1 (7) 1 kK —o0 9
mit = . = — 5

Chr (E+1) 1 145 k!

Da fiir k — oo beide Funktionen (H und e?’) dieselbe Rekursionformel fiir Koeffizienten
besitzen, erkennt man, H(q) steigt wie e? fiir groBe ¢ an. Sie ist wieder nicht normierbar,
auBer wenn die Reihe abbricht, also fiir einen Index k£ = n gilt:

EESEE

damit also

n

H(q) = Z arq"”

k=0

Damit muss die Energie also

1
E=E, = hu(n+3)

zur Wellenfunktion, die bei k& = n abbricht, erfiillen.

Fiir diese ausgezeichneten, diskreten Werte der Energie hat die Schrodingergleichung also
2

normierbare Losungen mit hchster Potenz (¢"e™ 7).

Diese zu E,, gehorige Wellenfunktion enthélt das n—te Hermite-Polynom H,,, das (nach
Konvention) den Koeffizienten a,, = 2" besitzt.
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Fazit 5.4.10.
Stationdre Schrodingergleichung als Eigenwertgleichung.
1

x mw .2

und (@) = cuHa (5 )e” 5

(A= @/m—Z) zugehorige Eigenfunktionen zu diskreten Energieeigenwerten.

mit Normierungskonstante ¢y = ﬁ
=l =/
H3:8q3—12q 03:\;%

(Beweis spéter)

5.4.4.3 Tiefster (oder Grund—)zustand und Nullpunktsenergie

Die niedrigste quantenmechanische Energie des harmonischen Oszillators liegt bei % iiber-
halb des klassisch moglichen niedrigsten Werts £ = 0, weil die Orts—Unschérferelation
E = 0 verhindert.

weil (z) = (p) = 0 und (2?)(p?) > %2:

2%@—2>+—w (%)
hw (1 ) 1
ﬂ?Qwﬁ@02m2

wobei das Minimum bei (¢?) = 1 eintritt.

(Folgende Skizze (aus Schwabl: Quantenmechanik) zeigt die Eigenfunktionen des harmo-

x _ Vnmw
z0  h

nischen Oszillators fiir die Quantenzahlen n =0 bisn =5, y = x
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5.4.4.4 Algebraische Losung

5.4.4.4.1 Die Auf- und Absteigeoperatoren a und af
Fiir harmonischen Oszillator definiere:

mit den Eigenschaften:

e Adjunktion:
a' ist hermitesch adjungiert zu a.

(0, a'y) = (¢, ap)*

Beweis.
(a)! = a' folgt aus 2" = z und p' = p
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Bemerkung 5.4.11.
In den Beweis p' = p ging ein, dass ¢(x — F00) — 0;
deswegen werden wir nun nur quadratintegrable, normierbare Funktionen finden.

e Vertauschungsrelation:

—t i ([o.p)=i)
_ —Z = "1
(Flerl + 110.0])

N | —

la, aT] =

e Der Operator N = a'a

— ist hermitesch

L/raN\2 AN, i
§<(x>'%ﬁW'+ﬁum0

1 /mw 4 1,
=5\ —p =1
(hx+mwhp )

also

1
H = hw (N + —) Operator-Beziehung

(mit H = % + Zw?z?)

5.4.4.4.2 Die Eigenwerte von N

Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir, dass die Eigenwerte von H und N nicht
entartet sind. (Beweis siehe spéter)

Sei 1, (normierte) Eigenfunktion zum Eigenwert n von N:

also

mit n € R, weil N hermitesch.

Welche Werte nimmt n an?
Sei ¢ = at),, (und nehmen an: ¢ # 0)

= Np= &T/C_L/ a¢n:a<@_1)¢n:a(n_1>¢n:(n_1)90

—aat—1 =N

Also ist at, eine (noch nicht normierte) Eigenfunktion von N zum Eigenwert (n — 1);
daher der Name: ,, Absteigeoperator fiir a.

Wenden wir a* fiir k¥ € N beliebig an, so verringern wir die Eigenwerte. Wie oft ist dies
moglich?
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Behauptung. Alle Eigenwerte von N sind positiv (> 0).

Beweis.
n = (¢n7an) = (¢n7aTa¢n) = (awnaa¢n) = (907 (;D) >0

wobei ,, = 0 nur fiir ,o = 0° eintritt.
Behauptung. Die Eigenwerte von N sind ganzzahlig (n =0,1,2,...).

Beweis.
Wire n eine reelle Zahl zwischen den ganzen Zahlen m und m+1, m <n < m+ 1, dann
wiire ¢ = a™ 14, eine Eigenfunktion mit negativem Eigenwert; weil

N a™ ™, = alaa™ e,

=10

—a(a’a — 1)a™p, = ... =a™(d'a —m — 1), =" (n —m —1) = (n—m — 1)@

nach Annahme wiare n —m —1 =n — (m + 1) < 0 im Widerspruch dazu, dass jeder
Eigenwert positiv sein muss.
Dies lasst sich nur vermeiden, wenn ¢ = 0 gilt, also n eine ganze Zahl ist, n =0,1,2,.. .,
womit dann gilt:

a™, =0 gilt firm >n+1

O
Fazit 5.4.12. . .
Hy = ho(N + 5)n = hio(n + 5)0,
mit n=0,1,2,...
Beziiglich a':
p = aTwn

Ng = dlaa’y, = a'(a'a + 1)1,
=al(n+ )¢, = (n+ 1)@
Also ist ¢ Eigenfunktion zum Eigenwert (n + 1) von N.

5.4.4.4.3 Grundzustand
( w
0 = (o, a’aty) = (0, 0)

& (damit ¢ = 0)

@ (% + %p) () =0
9]

= <§ + )\a) vo(z) =
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Lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung mit allgemeiner Losung

2

VI
V‘H
)

o = Cpe™ 2’

und aus Normierung folgt
1

AT

ist die Eigenfunktion zum nicht entarteten Eigenwert von N: n = 0.

Co =

5.4.4.4.4 Hohere Zustéinde
¥, = (a")™)y sind die (unnormierten) Eigenfunktionen zum Eigenwert n von N (oder
zum Eigenwert hw(n + 3) von H)

Beweis (vollstindige Induktion).
n = 0:

hw
Ey = 53 mit 1y ist nicht entarteter Grundzustand

n—n+ 1
Sei E,, mit 1, Eigenfunktion zu H (oder N)

o Nupr = ala(aly 4y
=alad', = ... = (n+ D41
(Eigenwert stimmt v")

e a1 = Cp, gilt, weil
ayy, entartete Eigenfunktion zu n — 1 ist, da ¢, die einzige Eigenfunktion von N
zum Eigenwert n ist.

= Ny = a'ap = Cal, (a4, einzige Eigenfunktion von N zum Eigenwert n + 1)

N

x

= Yo = Cala!)e 23

ist die normierte Eigenfunktion zum Eigenwert n von N (nicht entartet).

Bemerkung 5.4.13.

also die behauptete Darstellung der Hermitpolynome.
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5.4.4.4.5 Schwingungsquanten
Man sagt: Der Zustand ,, enthélt n Schwingungsquanten.

e N heifit Besetzungszahl-Operator
e a heifit Vernichtungsoperator
e o' heift Erzeugungsoperator

Das Spektrum folgt allein aus der Kommutatorregel. [a,a'] = 1.

5.4.5 Zusammenfassung der eindimensionalen Schrédingerglei-
chung

Fiir beliebiges V (z) gibt es vier Bereiche im Spektrum des Hamilton—Operators:

v(‘) "~ E

—_h2 )
oY 2m

= Schrodingergleichung: Frele ﬁ(V(I) — E)y(x)
T

Die Schrodingergleichung ist eine homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
der allgemeinen Losung

Y(x) = Crhi(x) + Cotha().

Hierbei kénnen die v; reell gewéhlt werden, weil das Potential reell ist.
Die Losung muss Normierungen und Randbedingungen erfiillen.

Die vier verschiedenen Bereiche:

L. E>V:|::V(QZ—>:|:OO), Vi— kg
Dann ¢(z — F00) — AFelk+ 4 BFeihen
und Randbedingungen lauten zum Beispiel:
von links einlaufendes Teilchen, das reflektiert und transmittiert wird.

ChA] + CLA; =1

C\Bf +Cy,Bf =0
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ist immer l6sbar.

Zu jedem Eigenwert E;/ m der Energie gibt es zwei Eigenfunktionen: Teilchen von
links oder von rechts einlaufend

Die Wellenfunktion ist nur auf Dirac—§ zu normieren.

Kombination von I und IIT ...

me<E<V:|:;V:|:—>I<L:|:>O
Dann ist
Vi(z — woo) — AFertT 4 BFemrE"

damit lasst sich
Y(x — +oo) — AF e~ (Fneo)

nur erzielen, wenn

Ci1B; +CyB; =0

CLAT + CLAT =0

damit ¢ normierbar ist.

Dies ist moglich entweder wenn Cy = Cy = 0 (trivial)

oder | By Ay — A7 By = 0| (Determinante= 0)

Dies ist nur fiir diskrete Werte von E méglich. Es ist also eine weitere Gleichung fiir
E gefunden.

Also gibt es diskrete (nicht entartete) Eigenwerte £, mit normierbaren Wellenfunk-
tionen (wenn iiberhaupt).

E < Vi hat g%é’ dasselbe Vorzeichen wie v NS
Daher ist keine normierbare Funktion konstruierbar, es gibt
also keine Eigenwerte E < V. > X

/_\

5.5 Mathematisches Geriist der Quantenmechanik

5.5.1 Hilbertraum der Quantenzustinde

Motivation: Bisher
physikalischer Zustand hat Zustandsfunktion (Wfkt):

(r) Wikt in Ortsdarstellung
o(p) Wikt in Impulsdarstellung

P
o) =9 = 1)

Wobei zum Beispiel die Norm in beiden Darstellungen identisch ist

[ = [ eme -1 (5.20
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Idee 5.5.1.

Der physikalische Zustand wird durch einen Vektor |¢)) in
einem Vektorraum dargestellt, so dass ¢ (7) (oder ¢(p)) Dar-
stellungen von 1) beziiglich einer speziellen Basis sind (also
Y (7) ist Darstellung von |¢) beziiglich der Ortsbasis)

Damit wire die Norm (5.20) dquivalent zu (¢|¢)) = 1.
Linearitét (linearen VR) wollen wir, um die Superpositi-
on von Zustdnden zu erhalten (entspricht Interferenz von
Materiewellen); damit sollen die [¢) einen linearen Vektor-
raum bilden, d.h. seien |¢);) und |¢)9) Vektoren = dann ist
A1]11) + Aa|1he) auch ein Vektor fiir A, s € C.

Vorteile

e Rechnungen konnen in allgemeinen Darstellungen fiir Vektoren und Operatoren er-
folgen.

e Operatoren konnen als Matrizen interpretiert werden.
e Wahl bequemer Darstellungen (Basen) fiir explizite Rechnungen

e Dieses Verfahren ist auch anwendbar auf quantenmechanische Systeme, die kein
klassisches Analogon besitzen.
Wichtigstes Beispiel: Spinfreiheitsgrad des Elektrons

Nachteile

e Wie aus der Darstellung von (7)) durch ebene Wellen oder durch Hermite—Polynome
bekannt ist, ist der Vektorraum unendlich-dimensional.

e Daher Konvergenzprobleme bei unendlichen Summen
5.5.1.1 Bra— und Ketvektoren
Ein physikalisches System befinde sich in einem Zustand, der bezeichnet wird durch:
| ) (Platz fiir Indizes wie z.B. Eigenwerte)
z.B. |n) fiir Zustand des harmonischen Oszillators.
Standard Regeln zur Addition und Multiplikation mit komplexen Zahlen sollen gelten.
Dann bilden die | ) einen linearen Vektorraum.

Die linearen Abbildungen, die den Zustandsvektoren | ) (komplexe) Zahlen (z.B. also
Messgrofien) zuweisen, bilden einen Vektorraum, den ,dualen Raum*.
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Bemerkung 5.5.2. das heifit
C > f, (1)) ist lineare Abbildung bedeutet

Fe(Ai]thn) + Aafthe))
= M fx([1) + Aafi ([¥02))

Dass die f, selber einen Vektorraum bilden, bedeutet:

P ([9)) = AL ([9)) + Asfra (19))
Nach Dirac schreibt man diese Abbildung kurz als f, = (x| und definiert

Sl9)) = {xlv) € C

tiber das Skalarprodukt (x|¢) wobei das Skalarprodukt (x|) alle Standardeigenschaften
aus §5.3.4.1 erfiillt
z.B:

o (x|¥)" = (¥x)
o (X[Mthr + Ata) = A (x|v1) + Aa(x[t02)

o (Mix1 + daxalv) = A5(x[¥) + A3(xa|¥)

Beispiel 5.5.3.

(x]y)) = (x):
Mit Zustandsvektor [i) beschriebener Zustand, wird der Wert der Wellenfunktion ¢ (x)
bei x zugewiesen.

(pl) = ¢(p):
Impulswellenfunktion

Nach Dirac bezeichnet man die Vektoren wegen

(x| v )
Bra — ¢ — Ket

Also: (£| Bra—Vektor; |¢) Ket—Vektor.

Bemerkung 5.5.4.

Der duale Raum zu einem Hilbertraum H (siehe spéter) ist isomorph zu H.

Es gibt also eine eineindeutige Abbildung zwischen einem Ket [¢)) und eine Bra (¢|.
(deswegen verwenden wir dasselbe Symbol (¢))

Bemerkung 5.5.5.
Beim Beispiel (z]¢) sagt man, der Eigenvektor |¢)) besitzt bei der Projektion auf den
Eigenvektor z des Ortsoperators die Wellenfunktion () als Entwicklungskoeffizienten.

Das Skalarprodukt liefert also eine Lange des Ket [¢) durch:
(@)
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5.5.1.2 Norm und Orthonormalbasis

Die Norm
(@) =¥l
misst die Lange des Vektors 1.
V) € H.
= 3 {WleH
=¥l = v{¥l¥)

Die Norm erlaubt, eine Metrik einzufiihren. ((¢|¢)) > 0 folgt aus den Eigenschaften eines
Skalarprodukts (§5.3).)
Damit konnen wir den Abstand zweier Vektoren messen:

1 — || = /(1 — oty — o)

Damit kann die Konvergenz von Folgen betrachtet werden:
Erinnerung: Eine Cauchy—Folge von |¢;) i = 1,2... aus VR erfiillt:

i 16— 5] = 0

Jedoch muss diese Folge nicht gegen ein |¢)) Element des VR konvergieren.

V(X
Beispiel 5.5.6 (Gegenbeispiel). ¥y ) 2,
Raum C der auf x € [—1,+1] stetigen Funktionen f(x) mit // /
fQ) = f(=1) 2 7
Die Potenzen f,(z) = |z|* € C' mit n = 0,1..., aber die Folge ."'//f
konvergiert nicht in C', weil o .
. Y w0 Jz| <1
Jool) = lim fo(w) = lim |a|" = { 1 |z =1

Definition 5.5.7. Ein Vektorraum H (héufig ein undendlichdimensionaler), der beziiglich
der vom Skalarprodukt definierten Metrik (d.h. Norm existiert ||| = 1/(¢[¢)) vollsténdig
ist (jede Cauchy—Folge in H konvergiert gegen ein Element in H), wird Hilbertraum
genannt.
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Axiom I der Quantenmechanik
Die Zusténde eines beliebigen physikalischen Systems bilden einen Hilbertraum.

Konvergenz der Folge bedeutet:

aus |¢;) € H mit

Z;]ZELM|‘ Z wk” =0

k=j+1
folgt:

Fo: o => will =0

k=1

= Z k)

wir konnen also schreiben:

wobei ¢ € H.

Umgekehrt besitzt ein Hilbertraum ein ,, vollstandiges Orthonormalsystem* (Orthonormal—
Basis)
|n) mit n=0,1,2,...

mit

(m|n) = 6pm | (orthonormal)

so dass jedes [¢) aus H dargestellt werden kann durch:

oo
=2_caln)
n=0

(Im Sinne der || ... |[-Konvergenz)

Es gilt dann: | ¢, = (n|y) | wie bei Fourier—Koeffizienten.
Aus der Entwickelbarkeit eines beliebigen Zustandes folgt die sogenannte , Vollstandig-

keitsrelation®
= culn) = Z n|v)[n) = Zrn ()

({nf¢)) € C)

= 1= |n)(n

Das kann man verwenden, um Einsen einzuschieben.

Fazit 5.5.8. Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum, der vollsténdig ist, und eine abzéhlbare
Orthonormalbasis besitzt.
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Beispiel 5.5.9.

e Alle endlichdimensionalen Vektorrdaume iiber vollstédndige Koérper sind Hilbert-raume.

e Besonders das Zwei—Niveau—System
Vektor |¢) hat nur zwei Komponenten |0) und |1) (oder | T) und | |))
Entspricht zum Beispiel

(2]0) = o(x) und (z[1) = ¢ (z)

und es gibt nur die zwei Energieniveaus zu 1y bzw. 1.
Der allgemeinste Zustand lautet also

|1) = ¢o]0) + ¢1]1) mit ¢y, ¢c; € C

5.5.1.3 Hilbertraum [?

Die Menge aller quadratintegrablen Funktionen v (z) mit

st <

bildet einen Hilbertraum, der als L? bezeichnet wird.

Bemerkung 5.5.10.

e Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation von |¢)|* bedingt die Bedeutung von L.
e Diskussion der Wellenfunktion in §5.3.5 unterstellt: v (z) € L.
Beweis (nicht wirklich).
e Rechenregeln des Vektorraums:
sind ; und 1y € L?, so ist auch

)\1@[)1 +/\2¢2 :¢ c L? mit )\1,)\2 e C:

/dm|¢|2 - |)\1|2/dw|¢1|2+|)\2|2/dx|¢2|2+)\1)\§/dx@bl@b;Jr/\’{)\g/dmbwg < 00

da mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

/dwwz < \/</ dxrw1|2) (/ dx\wzl)
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e Das Skalarprodukt ist definiert durch

() = (o) = / drx* (@) (z)

und erfiillt
l¥) = (@x)”
Linearitdt etc. ist ok, und (¥|¢)) > 0 mit (|¢) = 0 nur fiir ¢» = 0 (fast iiberall).

e Eine Orthonormalbasis ist gegeben durch die Eigenfunktionen des harmonischen
Oszillators |n) mit

(n) = C, - e 57 H,, (5) = ¥nl@)

mw’

mit)\:\/7

mit denen gilt

) = Z Cnln)

gilt fiir alle |¢) € L?
und

cn = (nf) = /da:@b;(x)w(x)
(@) = ealaln)

) = 3 cathale)

(Beweis: Satz von Riesz—Fischer)

Bemerkung 5.5.11.
Wir werden vor allem in L? arbeiten, und deswegen das Skalarprodukt wie oben definieren
iiber

o) = (o) = / " day (@) (e) = / " da () )

e} [e.e]
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5.5.2 Operatoren
Operatoren A bilden Zusténde |¢) auf andere Zusténde |x) ab
AlY) = Ix)
Die Wirkung von A in H ergibt sich aus seiner Wirkung in der Ortsdarstellung
AW = S ) tnl ) = S b 40) = S [ o) 402
n ~- n

Unter zweiter Verwendung der Vollstédndigkeit

Alyp) = In)(n|A| (Z In’><n’|) [¥)
=D In)(n]Al'){n'y)

= A=) |n){n|An) (1|

n,n’

-3 / i () A () (|

-~

eC

Eine Darstellung von A durch Matrixelemente (n|A|n’).

157

Mit der Vollstandigkeit 1 = > |n)(n| konnen wir eine Anderung der Basis durchfiihren:

Die Menge der Vektoren |n') soll neue Basis werden.

= In (n|n’)

——

Transforationsmatrix von n nach n’

Die Transformationsmatrix kann invertiert werden, wenn die Basisvektoren |n') linear

unabhingig sind, d.h. (n|n’) hat eine Determinante # 0.

(1) (1]2)
(nln’y = | 1) (2]2)

Beispiel 5.5.12.
Zwei—Niveau—System

Matrix A= |n)(n|Alm)(m|

n,m=0
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(0A]0) = a € C e

0]AJ1) = g e C N
<1|A|0>:7€C NI

(1|A[l) =6 € C 1 ey

Adjungierte Operatoren sind definiert durch ihre Wirkung im Dualraum

a = (x|A[p) = f(A[¢))

Lineare Abbildung von Aly) = |[¢') kann, da A linear ist, auch als lineare Abbildung von
|1} betrachtet werden, d.h. es muss ein y’ geben, so dass

Xl Al) = fyu ()

gilt.
Definition von A" iiber
') = A'lx)
(A" wirkt nach rechts.)
Wenn wir definieren
(x[A = (X

hier wirkt nun A nach links.
Dann konnen wir kurz schreiben:

a= (xI(A[$)) = (xIAI¥) = X[¥)

(die Klammern sind also nicht notig)
und

a* = (x|Al)* = (Y|(AT]x))
(weil (x|v)* = (¥]x) und |x) = AT[x))

= (([A")]x)

(weil | Al¢p) = [¢) | und | (| = (y]AT)
Fazit 5.5.13.

(XIA[)* = (] AT|x)

beide Operatoren kénnen nach links oder rechts wirken.

In Darstellung mit |n):

X) =D In)(n|AT) =) 1n) (a, ATX)

———
1

(bekanntes Skalarprodukt)
(nv A*X) = (X? An)*
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Definition 5.5.14.
Ein hermitescher Operator in H erfiillt

(XIALP) = (D]A]x)"
d.h. AT = A,

In der Darstellung mit den |n) (quadratintegrable Funktionen) lautet dies also

A=) |n){nlAjm)(m|

= (X|A[Y) =D _(xIn) (n|AJm) (m, )

o (¥, Atorm)
=3 (e, m) (¢, Atpa)" (n]X)"
also
(n, Am) = (m, An)* will meinen (¢, Atp,) = (Vm, Athy,)*
(n[Alm) = (m|An)*

(Element einer hermiteschen Matrix)
Alle Rechenregeln folgen damit wegen der alten Definition des Skalarprodukts aus §5.3.

Axiom 11
Den Physikalischen Observablen a entsprechen hermitesche Operatoren auf H, wobei der
Observablen f(a) der Operator f(A) entspricht.

Bemerkung 5.5.15. Siehe Fazit 5.3.33

Diskrete Eigenzusténde |a,,) eines hermiteschen Operators A sind wechselweise orthonor-
miert; wenn sie vollstandig sind, kénnen die |a,) als Orthonormalbasis verwendet werden.
Deswegen indizieren Eigenwerte die Ket und Bra Vektoren.

Bemerkung 5.5.16.
Spezielle niitzliche Operatoren sind Projektionsoperatoren

Py, = |an){an|
die erfiillen

o Po[¢) = |an)(an|®)

parallel zu |a,,)

e P2 =P,

a

e hermitesch

o 1 =5 P, vollstindig



160 KAPITEL 5. ATOM- UND QUANTENPHYSIK

5.5.3 Uneigentliche Elemente des Hilbertraum

Probleme:

e Damit Ket 1)) € H (z.B. L?) ist, muss

(Yly) < oo
Jedoch:
(i) Eigenzustdnde zum Impuls p
Impulsoperator p
plp) = plp)

(p Eigenwert p € R)
sind ebene Wellen

(x|p) = ce'®, die nicht normierbar sind

e |2
(p|p) :/dx’celh :/d:c]c]2 =00

(ii) Was sind die Eigenzustdnde und Eigenwerte zum Ortsoperator &

T|z) = z|x)?
Was ist die Wellenfunktion
(2|z) = 0(x — 2')?

Diracs Losung: Diese nichtnormierten Impuls— und Energiezustinde entspre-
chen ebene Wellen in weiten Bereichen, und sie gehoren zu kontinuierlichen
Eigenwerten, und deswegen ist es sinnvoll zu normieren:

(p'lp) = (27h)d(p — p') (Dirac—Delta—Distribution)

womit also

p+e d /
/p %( ‘Ip) =1 fiir alle e > 0

—&

Bemerkung 5.5.17.

Dies legt nahe, die Uberlagerung als Wellenpaket zu betrachten, und ein enges Wel-
lenpaket mit p" verteilt um p zu verwenden.

Dieses ldsst sich in H rigoros einbauen. (Alternativen sind der Kasten (§5.3.5.9.2)
oder ,aufgetakelte Hilbertraume® (rigged Hilbert spaces)).

Damit wird die Vollsténdigkeitsrelation im Impulsraum:
Jedes |1) ldsst sich schreiben als:

) = [ GEewly
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1 :/%\pxpr

Analog definiert man fiir die Ortseigenfunktion

mit ¢(p) = (p[t)), damit

(@|x) = 0(a" — )
Ausgewertet mit Bra Vektor |2’) und Eigenzustand des Ortsoperators Z mit Eigen-
wert .
Links

(2| ist nun auch der Bra Vektor zum Ortsoperator zum Eigenwert 2.
(@& = (2|2’
|r) = z|z)

Damit ist (2'|x) und das Skalarprodukt (x|¢) konsistent:
da wir iiberall die Vollstdndigkeitsrelation

- /dx )z

einschieben konnen; sie bedeutet, dass jeder [¢)

) = / dr ()|x)
mit ¢(x) = (z|) wegen:

@) = (@) = [ dovia)iela)
_ / dz P(x)d(z — 7') = ()

5.5.4 Spektralzerlegung und Observablen

Definieren: Kénnen wir einen beliebigen normierbaren Zustand |¢)) nach den Eigenzustianden
eines hermiteschen Operators A entwickeln, d.h.

) =3 caln) + / dvp(v)v)

n

mit ¢, = (n|y) und (v) = (V|Y).
Weil (n|m) = 6,m, (n,v) =0, (V|v) =0(v —1/)
was also geschrieben werden kann als

1:Z|n><n|+/du ],
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so heilt System der Zustédnde |n) und |v) von A vollstandig.
(A[n) = au|n) und Aly) = a(v)[v))
Das Spektrum des Operators A ist die Menge aller a,, und a(v) und A hat die Darstellung

A= Z an|n) n|+/dua( ) ) (V]

Definition 5.5.18.
Hermitesche Operatoren, deren System vollstdndig ist, heilen Observablen.

Bemerkung 5.5.19.

Die Diracschen Rechenregeln konnten erst spéiter mathematisch abgeleitet Werden Die
Frage der Vollstandigkeit (1 =Y |n)(n]+[ |v) 1/|du und A =3" |n)(n|+ [ a(v)|v)(v]dv)
eines Operators A (jedes [¢) =3 ¢,|n) + [ o(v)|v)dy) lésst sich nur selten streng beant-
worten (Annahme).

5.5.5 Darstellung der Schrédinger—Gleichung

Axiom III der Quantenmechanik:
Die Zeitentwicklung von Zustandsvektoren |¢) wird durch die Schrodingergleichung gege-
ben:

thoy|i(t)) = H|i(t))
mit dem Hamilton-Operator H = ‘;—fj + V(2)

5.5.5.1 Ortsdarstellung

(alte Schrodingergleichung folgt mit (z| .. .)

ihdy (x| (t)) = ihdpp(z, ) = (z|h|1y (1)) = /<x|H|x'><$'|¢(t)>d$’

-/ [_%ag(s(x ) + Vi)~ x’)} W,

h? 0%(x,t
PO Ly

Mit dieser Interpretation von (z|H|x') folgt die vertraute Schrodingergleichung fiir (x| (t))

5.5.5.2 Impulsdarstellung

lf\/Ilit (plv ) = @p.t) = [(plz){z|(t)) = fe_%zzb(x,t)dx (entspricht Fourier—Trafo)
olgt:

in 22t _ )+ / )@V (@) ) (@ (1)) o’

dt
) + / Y(x, t)dx
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= —gp (p,t /V zhap Tw( t)dx

a@g;a t) _ {p_ +V(zh§p)} e(p,t)

2m
die Fourier—Transformation im verallgemeinerten Sinne.

Bemerkung 5.5.20.

ih

e Berechnung von (z/|z) in Impulsdarstellung

W) = [ Gl = [ e ™ dp = 5o — )

o - = [y Energie in Impulsdarstellung

2

p

— (p| Benlp) = 2=6(p — p/
(| Biinlp) = 5 —0(p = 1)

daraus = (x|Exn|2")

Bemerkung 5.5.21. Was ist (p|z) (p|z) = (z|p)* Darstellung des Impulseigenzustandes
in Orts-Basis p|p) = p|p)

Korrespondenzprinzip: Im Ortsraum p = —iha%
(z[plp) = p{z|p)
(x|p|a") = —ih00(x — )
(x[p = (x| — ih0,
(pla’) = (2] — ihdy|2’)
mit (z|2’) = d(z — ')

@wmszww@%mw:/—mwu—wwMMﬂ

(z[plp) = —ih0:(z|p) = p(z|p)
Losung: (z|p) = ce's ebene Welle.

5.5.5.3 Diskrete Basis
Projektion auf (n| gibt lineares Gleichungssystem (n|y(t)) = ¢, (¢)

= 1hoc,(t) ZHnmcm ) mit H,,,, = (n|H|m)
Bemerkung 5.5.22.

einfachste Realisierung fiir 2 Zusténde |0) und |1)
Spezialfall: Aufgabe 46
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5.5.5.4 Basiswechsel und unitire Operatoren

Seien {|n)} und {|n’)} zwei Ortonormal-Basissysteme eines Hilbertraumes H

da (mln) = 0npm = 32, (mln')(n|n) =32, (n[m)*(n'|n) = (n,m)*

gilt fiir die Transformationsmatrix Sy, = (n'|n)

Onm = Z S S = Z(S 1) Snm nach Definition des Inversen

n/

also (S71),, = S5, d.h. St = ST also

Die Transformationsmatrix ist unitar.
Basiswechsel:
=> [0 [n) =" Sunln)
n’ n’

Fiir den Operator A gilt:

A=) |n)(n|Alm)(m| in {|n)}

n,m

=D In)nln) { | Afm) (! m) (ml

nmmn

n/m/

Also:
Vergleich mit

A= )| Alm) (| in {[n')}

/ /

n

= Apm = (n|Alm) = Z <n’n/> <n/|A‘m/> <m/|m> = Z (ST)n’mA;ﬂm’Sm’m = (STA/S>nm

n’,m’ n',m’

,My

Die Darstellung in verschiedenen Basissystemen héngt iiber unitdre Transformationen
zusammen. Dies betont, dass Erwartungswerte gleich bleiben.
5.5.5.5 Mehrdimensionale Systeme und Vielteilchensysteme

Verallgemeinerung von eindimenionalen (x—Achse, (x|)) = 1¥(z)) zu dreidimensionalen
System erfolgt iiber Produktzusténde.
Z.B. fiir ein Teilchen in drei Dimensionen:

(7 = (=[{yl(=|

mit Ort—y—Operator

gIr) = l2)2)3ly) = y(lx)|y)|2)) = y|r) (y-Koordinate des EW)
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(r11) ist dann die Wellenfunktion v (7); diese soll quadratintegrabel sein, (d.h. (7)) €

L% [ |¢(F)|2d®r < oco; L? iiber R?, Funktion f(F € R?)).
Eine Basis dieses L? ist gegeben durch Produktzustinde:

) = |y m,) )
im Produkt lauft jedes n; von 0 bis co. Man schreibt fiir den Hilbertraum
H=H,9H,®H,
Bemerkung 5.5.23.
(P17 = (@) ) (212 = G, (2)0n, ()b (2) = ()

Jedoch gibt es haufig bessere Zerlegungen von 1 (7) statt in karthesischen Koordinaten.

5.5.6 Quantenmechanische Zeitentwicklung und Bilder
5.5.6.1 Zeitentwicklungsoperator

Die Schrodingergleichung fiir einen Zustand [¢(¢)) ist linear
Oel(t)) = —%H(t)h/}(t)) (mit moglicherweise zeitabhéngigem H)
und kann deshalb geldst werden mit Anfangswert |1(t = to)) = [1o)
[U(t)) = Ul(t, to)|tbo) wenn O,U(t,ty) = —%H(t)U(t,to) und U(t = to,tg) =1

wie in §5.3.5.5 verwendet, bedingt Hermitizitit von H = HT,

d 7 1
%UT(tato)U(tato) = UT(tato)(—ﬁ)H(t)U(tyto) + UT(tto)(;—iH(t))U(tato) =0

Weil fiir t = to UT(t, to)U(t, to) = UT(t,t0)U (to, to) = 1 gilt, folgt: U(t, o) ist unitér.
Wenn H(t) = H zeitunabhingig ist, dann ist |U(t, ) = e~ wH(t=10) | formale Losung.
(= 2k m(—5(t —t0))*H" = U(t, to))

5.5.6.2 Schrodinger—Bild

Wie bisher verwendet, tragt der Zustand die Zeitabhéngigkeit

(1)) = e 0y (t = tg)) = e i EED |y (t = 1))

wenn |¢) Eigenzustand von H mit Eigenwert E ist.
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5.5.6.3 Heisenberg—Bild

Hier sind die Zustédnde t—unabhéngig, aber die Operatoren t—abhénig.
Erwartungswert (A):

iHt _iHt

en Aemn|4(0))

(W(@O)]A[p () = (4(0)

iHt _iHt

mit zeitabhéngigem Operator Ag(t) =e» Ae n

(A(t)) = (¥(0)|Ag(t)]?(0)) | in Heisenberg-Bild

((1(0)| zeitunabhéngiges Bra in Heisenberg-Bild, gleich dem (¢| im Schrodinger Bild,
|1)(0)) zeitunabhéngiges Ket)

Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir Operator Ay(t):

d d (o, _imy DA
—Au(t) = = (e ac) = (HAu(t) = Au(t)H) + (EL

d i 0A
() = 5t Anto) + (57)

wobei Hy = H = eRtHe int
Im Heisenberg—Bild tritt formale Analogie zu klassischen Bewegungsgleichungen mit Poisson—
Klammern auf (sieche Ehrenfest §5.3.5.7.)

5.5.6.4 Erhaltungssitze

Wenn % = 0 gilt, dann ist (A), fiir jeden beliebigen Zustand zeitunabhéngig < L Ag(t) =
7 Huy, Au(t)] =0 & [Hy, Ap(t)] = 0 (Heisenbergbild) < [H, A] = 0 (Schrédingerbild).
Eine zeitunabh. Grofie A (0;A = 0) ist Konstante der Bewegung in jedem Zustand |¢)
genau wenn sie kommutiert mit H.

Bemerkung 5.5.24.
In einem stationdren Zustand ist jede Grofle zeitunabhéingig.
Dies ist etwas anderes!

5.5.6.5 Wechselwirkungs— und Diracbild

Haufig liegt H(t) = Hy + 0V (t) vor, wobei Hy ein zeitunabhingiger, oft losbarer, Ha-
miltonian ist. Mit |7(t)) = e #Htp(0)) und A;(t) = ewfotAe=wfot (besonders fiir
SV (t) — oVi(t))

d.h. £A,(t) = £[Hy, A;(t)], Operatoren bewegen sich mit Hy, gilt:

ihO[r () = OV (t)|1(t))

Zustéande bewegen sich mit 0V.
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5.5.7 Quantenmechanische Messprozesse und Wahrscheinlich-
keitsinterpretation

5.5.7.1 Interpretationsaiom

Ein quantenmechanisches System sei im Zustand [¢)), der mit den Eigenzustidnden der
Observable a mit dem Operator A lautet:

6y =3 ealn) + / o)) dv

n

Axiom IV: (Interpretationsaxiom)

Die Eigenwerte a,, und a(v) sind die einzig moglichen Messwerte von a. Die Koeffizienten
|c,|? und |p(v)[2dv sind die Wahrscheinlichkeiten a,, bzw. Werte zwischen a(v) bis a(v+dv)
zu messen, wenn das System sich im Zustand |¢)) befindet.

Bemerkung 5.5.25.

E
RN
£
m
|
|

pd

>
s

N
Energiemessungen am harmonischen Osrzillator: bei N Messungen zum identischen Zu-
stand |¢) (man nennt diese N Realisierungen von |¢)) dann ,reine Gesamtheit®)

) =3 caln)

(2 lenl? = 1 weil (¢]eh) = 1)
wird N, mal der Eigenwert F, gemessen.
Und es gilt:

und der Energiemittelwert ist

Bei jeder Messung eines Eigenwertes FE,, wird offensichtlich, dass diese Realisierung von
|¢) im Eigenzustand |n) war. (,,Kollaps der Wellenfunktion*)
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Wenn |¢)) selber ein Eigenzustand ist, [1)) = |n), ergibt jede Energiemessung den Wert
E,. (,scharfe Messung*)

Wenn der Zustand [¢) nicht bei jeder Wiederholung der Messung identisch ist, (z.B.
harmonischer Oszillator mit unterschiedlichen Anregungen, oder Quelle, die Elektronen
mit verschiedenen Impulsen, Spin, etc. aussendet), so nennt man die N-Realisierungen
,Gemisch“ und hat | fiir v = 1,...,T verschiedene Zustinde, die je mit Haufigkeit Dry

auftreten, wobei
r
> =t
=1

Der Erwartungswert von H ist dann

(H) = p, (0| H[p)

(WY H|pD) fiir o' #
(keine " # y—Beitrége)

Das Gemisch ist eine Summe unabhéngiger Einzelsysteme. (Werden in statistischer
Mechanik wichtig)

5.5.7.2 Kommutierende Observablen

Frage 5.5.26. Fiir Eigenzustinde (z.B. |n) der Energie des harmonischen Oszillators)
ergibt jede Messung denselben Eigenwert, welche anderen Observalben A, B, . .. existieren,
sodass nur feste Werte a,,, b, im Zustand |n) gemessen werden?

Also welche Observablen A, B....besitzen Eigenzustdnde

Alanb,) = aplanby)

Blayb,) = by|anby,)

firn=20,...,00.

Satz 5.5.27.

Zwei Operatoren A, B besitzen genau dann eine gemeinsame Orthonormalbasis {|a,b,)} n =
0,...,00, die diese Eigenschaft besitzen, wenn sie kommutieren;[A, B] = 0.

|V) = |a,b,) ist Figenzustand zu A, B

(z]i) = (lanbn) = Pa, b, ()

Beispiel 5.5.28. ,
A=p,B=H=~L
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Beispiel 5.5.29. Harmonischer Oszillator

H, N =ad'a
1
H:(N+§)hw

Beweis. ,=“
Seien die Eigenschaften erfiillt fiir Orthonormalbasis {|ay, b,) }.
Dann gilt fiir beliebiges |v)

W)> = ch|anbn>
= ABY) =) cuanblanby)

BAJY) = Z Cnbnan|anby)

= (AB — BA)y) =0 fiir alle [¢))

”¢“
Sei [A, B] = 0 mit Basis |a,) von A folgt

[A, Blla,) =0
= ABlan) = BA|a,) = a,B|an)
somit ist auch Bla,) Eigenzustand von Operator A zum Eigenwert a,,.
I) Ist der Eigenwert a,, nicht entartet:
= Bla,) = byla,) (Bla,) muss proportional zu |a,) sein.)

Dies ist wieder eine Eigenwertsgleichung (fiir B).
Deswegen Notation: |a,) — |a,b,).

IT) Ist der Eigenwert a, entartet:
AB|a") = a,B|a") (i =1,...,# Zahl der Entartungen)
Bei zweifacher Entartung:

ABlalY) = auBlaf) = ay (07 |a?) + b |ai?))

n n

ABla?) = an(b,"]aP) + 6P |al?))

Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungverfahren ergibt sich eine Orthonormale
Basis.

[]
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Bemerkung 5.5.30.
Die grofitmogliche Information iiber einen Zustand ergibt sich durch Messung aller Eigen-
werte der maximal vielen kommutierenden Observablen A, B, C, ...

{lan by o .} = ) =D colanbncy ...)

n

Bemerkung 5.5.31.
H und eine ErhaltungsroBe A ([H, A] = 0) besitzen gemeinsame Eigenzusténde.

5.5.7.3 Heisenbergsche Unschirferelation

Zwei Observablen A und B, die nicht kommutieren, sind nicht gleichzeitig gemeinsam
scharf messbar.
Allgemeine Hesisenbergsche Unschérferelation

AA-AB > % |(i[A, B])|

Beweis.
Abkiirzung:

AB? .= (B?) = (B?) — (B)?
= AAAB? = (b A%0) (v B2¢)
mit der Schwarzschen Ungleichung:

AA’AB? > |(Y|ABJp)?

AB + BA AB - BA
-l e 1 v
——— ———

hermitesch, also reelle Eigenwerte = antihermitesch, also imagnidre Eigenwerte

1 n o~ n o~ 2 A A 2
AAAB > | (I AB + BA|¢>’ + ’<¢|AB - BAW)‘

AB — BA ist rein imaginir, da antihermitesch: (AB — BA) = —(AB — BA)

= AAAB > % (wlil4, Blj)|

O
Beispiel 5.5.32. Orts—Impuls—Unschérfe
h 0
A = —— B =
i Ox’ v

1
[p,x}:zl = A-’E'APZ§7"_L
i
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5.6 Drehimpuls und Bewegung im Zentralfeld

Der Bahndrehimpuls L hat eine wichtige Rolle bei dreidimensionalen Problemen. Er ist
definiert durch

-

L=7xp=—ihrx v (in Ortsdarstellung)

nach dem Korrespondenzprinzip.

5.6.1 Symmetrien und ihre Erzeugenden

Die quantenmechanischen Analogien zu den Noether—Theoremen.

5.6.1.1 Translationen

Bei einer Verschiebung des Koordinatensystems

}(x) /\ }‘()\)

P =t

|
] \ wird beliebige Funktion f(7) einfach verschoben:

——

=4 — k SN f1) = f(7)

wir schreiben:

dies werde bezeichnet mit dem Operator T'(@)

& T@f(r) = f1(r) = f(F—ad)

Das ist eine Verschiebung.
Schrodingergleichung (zeitunabhéngig)

T(a)H(r)y(r) = H(r — a)y(r — a)
— H(7— &)T(a)(7)
& T(@)H(F) = H(F — )T(a)

Wenn gilt: H(7—ad) = H(7), d.h. H translationsinvariant ist, genau dann gilt, [T'(@), H(7)] =
0
T(@) ist also eine Erhaltungsgrofe.
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Es geniigt, T'(@) fiir infinitesimale Verschiebungen da — 0 zu finden, durch

zwmﬂm:fw—mﬂ@“ﬂm—%g,w+”.

= ()~ 6 VF(7) = (1~ 60 V)[(7) = (1 103 (7)

Also: infinitesimale Verschiebungen sind im wesentlichen mit dem Impulsoperator p ver-
kniipft und

[T'(6a), H(r)] = 0 ist equivalent

g [p_;H(F)]:O

Impulserhaltungssatz (p ist Erhaltungsgrofie) ist dquivalent dazu, dass H translationsin-
variant ist.

Endliche Verschiebungen folgen dann

-

(@) = 1@ "2 Y G vy

n

& T(@) =e ™ = e~ R

(unitérer Translationsoperator T'(@)) Man sagt p ist Erzeugender von Translationen.
Also:

also aus [p, H] = 0 folgt [T'(a), H] = 0.

5.6.1.2 Drehungen

UV =04+07 %7 2 52
&9
vsin 9oy = [0 x 0] ('”}é\\\ Lanag
U beliebiger Vektor ~ ,,,—J
v/
T =0+03x 7 /0
SO / /’. ! i’h@b:’l?ﬁ
fiir beliebigen Vektor bei infinitesimaler Drehung um die // Vior ™

Achse 6. . .
Der Bandrehimpuls L ist die Erzeugende von Drehungen L = ¢ x

Bemerkung 5.6.1.
L = L' hermitesch, da z.B. LI = (zp, — yp.)" = p,x — py = xp, — poy = L.
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Bei infinitesimaler Drehung um Achse 6@
F=r4+08xT
= R(6@)Y(r) = '(F) = (7 — 05 x 1)
da nur das Koordinatensystem rotiert wurde.
Taylor R 5 5
S () — 6F X 7 V() + .

=[1=6@- (Mx V)]i(7)

Also | R(6@) =1 — %55- L

Die Drehung wird also von L erzeugt.
Wenn H (7) rotationsinvariant bei einer infinitesimalen Drehung um die Achse & ist, d.h.
[La; H(F)] =0,

dann ist L, Erhaltungsgrofie (auch bei endlichen Drehungen gegeben durch den unitédren
Drehoperator

R(pd) = e il

), da diese auch durch L, erzeugt werden.

Beweis. Vollig analog zu §5.6.1.1 bei Impuls p.

Aus |0' =T+ 05 x ¥ und R((Sgﬁ)zl—%%-f,

d.h der Transformation eines beliebigen Vektors ¢ folgt:
Fiir Operator gilt:

.
7' = R(05)'0R(6p)

unter Drehung; (Operator unter Basiswechsel)
= = (14250 L)d(1- L5p-L
h h
Lot _,
=0+ ?_Lza:&pa[[/a,v] +...

Durch Vergleich (wéhle (i)o = Joz) folgt:

Uy 0
Ly, | vy, |]=1ihdp U,

v, —y
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also:

[Ly,v:] =0

Ly, v,| = ihv,

‘ [Ly,v,] = —ii”‘wy‘

analog mit 6@ = dpy; mit —dp = dpZ

[Ly,v,] = —ihw,, [L,v,] = thu,
[Ly,v.] = ihvy, [L.,v,] = —ihv,
[La,va) = [ yvvy] = [L.,v.] =0

speziell gilt fiir Drehimpuls selber (wihle 7 = L)

L., L,] = ihL, | Mit zyklischer Vertauschung

[L.,L,] =ihL,

Ly, L.] =ihL,

diese Kommutator-Regeln definieren allgemein einen Drehimpulsoperator. (Es gibt z.B.
Bahndrehimpulse und Spin—Operatoren), fiir allgemeine Drehimpulse verwenden wir das
Symbol J.

—

5.6.2 Eigenwerte von J
5.6.2.1

5.6.2.1 Kommutatoren
Verwende iiber j

e J' = J hermitesch

e [J,,J,] =ihJ, und zyklisch vertauscht.
Bemerkung 5.6.2.

2 verschiedene Komponenten von J sind nicht gemeinsam scharf messbar, d.h. haben keine
gemeinsame Orthonormalbasis.
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definiere: | J* = J2 + J; + J?| suche Orthonormalbasis von J? und .J,.
dann folgt:

[, J2] =[J JQ] +[J J2} = (Lol o + ol T, Jo] + [z Syl Jy + Tyl 2, ]

zZ x Z Yy
— ih(Jy s+ Jody — Jody — JyJ.) =0
analog: [J2, J,] = [J*,J,] =0

wir wihlen J, und J? als zwei Observablen, die eine gemeinsame Basis liefern wegen
[J%,J.] = 0.
definiere | Jy = J, £ iJ, (Jl = J_) weil J hermitesch.

= [J2, Ji] =0

[T, J_] =iy, Ju] — i[Js, Jy] = 2R,
(T, L] = [Jo, Jo] £4[Jy, J.] = —ihd, F hJ, = FhJs
und
2 1 2
J? = §(J+J, +J_Jy) + JS
und
JoJ_ =J*—J*+hJ,
J J,=J*—J>—hJ,

5.6.2.2 Eigenwerte von J>

Es lassen sich wegen [Jy,J,] # 0 keine gemeinsamen Eigenzustinde von J?, J, und J.
finden.

Gesucht werden nun die Eigenzustinde von J? und J,

Wegen (¢|J2[) = (| JZ[¢) + [[Jy[0) 12 + ([ L) [1* = 0 mit (| 2]0) = [|Jo]) |1

(Norm gegeben durch Skalarprodukt)

deswegen sind die Eigenwerte von J? positiv.

Man schreibt sie als (5 1)
J?|jm) = h*j(j + 1)|jm) (Eigenfunktionen 1);,,) A /
Der positive Eigenwert A\h? > 0 wird also als h%j(j + 1) \ / :
geschrieben, was genau eine Losung j > 0 besitzt. \\ 4| :
Die Eigenwerte von J, seien bezeichnet durch m \\\:/' 7] 'é d

Jelgm) = hm|jm)

mit 7 € R und m € R und 5 > 0.
Wobei: (j'm/|jm) = §; - 6 Orthogonal-Basis.
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Behauptung.
Es gilt —7 <m < 5.
Beweis.
0 < | Jeljmll? = (mlJ_J.|jm) (5.21)
weil JI = J_.
0 < [|-ljm)[* = (gm|JyJ-|jm) (5.22)

(5.21)= (jm|J? — J2 = KJ.|jm) = K2(j(j +1) — m(m +1)) = 0
(5.22)= (jm|J? — J?> + hJ |jm) = B*(j(j + 1) —m(m — 1)) > 0
Damit beide Gleichungen erfiillt sind, muss m < 7 und m > —j sein.

Behauptung. Es gilt:
a) Jiljm =j) =j+lij) =0
b) J_[jm = —j) =J_]j —j) =0

c) fur m > —j gilt:
J_|jm) ist Eigenfunktion zu J? und J, mit Eigenwert 7%j(j + 1) und A(m — 1).

d) fir m < j ist J|jm) Eigenzustand zu J? und J, mit Eigenwert A%j(j + 1) und
(m+1)h.

Beweis.

a) Aus (5.21) folgt J,|jm) = 0 fiir m = j.
b) Aus (5.22) folgt J_|jm) = 0 fiir m = —j.
c),d) Aus [J,, Ji]|ym) = £hJi|jm) folgt:

Jo(Jxljm)) = h(m + 1) |jm)

Bemerkung 5.6.3.
Mit Jy (J_) zdhlt man also

m=—j, m=—j+1,..., m = 7—1, m = j herauf, d.h. es gibt 2j + 1 Eigenzustéinde
zu festen j mit m = —j,—j + 1,...,7 — 1,7. (J_ zdhlt

herunter.)
Fiir festes j gibt es also 2j + 1 Eigenzustinde zu J? und J,.
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e Es gibt zwei Klassen von j—Werten: 25 + 1 ganzzahlig!
Also j ganzzahlig (dann ist auch m ganzzahlig) (relevant fiir Bahndrehimpuls)
Oder j halbzahlig (dann ist m auch halbzahlig) (relevant fiir Spin)

o Sommerfeldsches Vektormodell
J: Vektor der Lange hy/7(j + 1) mit Projektion auf die z—Achse.

e Es gilt:
0 < (gml|Jolim) = (Gml|Jyljm) = (Gm|J<|jm)
Aus (5.21): Jy|jm) = ha/j(j + 1) —m(m + 1)[jm +1)
Aus (5.22): J_[jm) = h/j(j +1) —m(m — 1)|jm — 1)

o (mlJ7 + Jylim) = (jm[J* = JZ|jm) = *(j(j + 1) — m?)

£ g0-mt

= Die Richtung von J ist unscharf (alle Richtungen
sind gleichwahrscheinlich). Selbst fiir m = +j hat J2+
J7 den Eigenwert h?j; d.h. keine Parallelstellung von
J zur z—Achse (Vertauschungsrelation).

52« la":*{/‘d(&”

5.6.2.3 Kugelflichenfunktionen als Eigenfunktionen zu L? und L,

-

Zuriick zum Bahndrehimpuls L = 7 x p, der in Orts-
darstellung lautet:

L, = —ih(z0y — yOx)

und in Polarkoordinaten:
x = rsindcosp

= rsindsinp
z = rcost

=
NS
|
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L2 = —hZ ( L 319<Sin19879> + L (92g0>

sin 1 sin®
L, = —iho,
L, = he"(dy + icot ¥,
aus V—-Operator polar

el
E

Q3

v:

gl
<

1
1% 5

(rsind) Op

=

Suche gemeinsame Eigenfunktionen
V" (0, 0) = (Depllm)

(I statt 7, da Bahndrehimpuls)

fiir L? und L, ([L% L.] = 0).

Mit L, :  LY™ = —ihdpY™ = hmY;™

& Y0, ¢) = F™(9) - ™ (reine Funktion von ) bzw. () Separationsansatz

Wegen der Bedeutung von ¢ muss gelten: Beim Ubergang ¢ — ¢ + 27 muss die Wellen-
funktion gleich sein.

& ™7™ =1 & m ganzzahlig = [ ganzzahlig

[1=0,1,2,...und m=—-1l,—-1l+1,...,—1,0,1,..., 01 — 1,1

Fiir Drehungen der Wellenfunktion im Ortsraum muss [ ganzzahlig sein (nicht halbzah-
ligl). Fiir F]"(v) ergibt sich aus

LA™ (9)) = B2+ 1) F™ (9)

8Flm) _om?
09 sin? ¥

Dy(sin ¥ F"@W)+1(l+1)F"©) =0

- 1
sin ¢

(Da L*(e™2 F™(9))—R2L(14+1)e™? F™(9) = —h? [ =50y (sin 90 heta) + —5502] [ F™ ()] —

sin? 9~ ¢

h?) mit Losungen gegeben durch die (zugeordneten) Legendre-Polynome P/ (cos ). Mit
Normierung erhélt man die Kugelflichenfunktionen

V0, ) = \/ o e P cos)

sihe Aufgabe 54. Einige Beispiel sind

[ =0: ,sOrbital“ = m =20

1 \
YOO = in Polardarstellung /‘ \

N
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= 1: ,p—Orbitale* = m = -1,0,1

4

3 .
Y} = — 3 sin e'?
3
Y = P cos
Y= 3 sinde " = —(Y}!)*
8T

mit Polarauftragung |Y;"|? als Funktion von 9
Cohen—Tahnoudji S. 649 ff.

Kugelflichenfunktionen:
l=0 =1 =

'?//;;‘m\e.\-\\\\ N
4 )
""l \“‘:\

T

179
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Richtungsquantelung des Drehimpulses:

=3

s S

5.7 Das Wasserstoffatom
5.7.1 Grundlegende Experimente
Bereits bei Versuch Photoeffekt:
e optisches Spektrum der Hg—Hochdrucklampe zeigt scharfe Linien
e Compton-Effekt, Rontgenspektrum von Molybdén: scharfe Linien
Bemerkung 5.7.1. Es werden auch Aussagen iiber gréflere Atome gemacht.

Versuch.

1. Balmer—Serie

Aufbau: Glimmentladungsrohre, gefiillt mit Wasserstoff (Ener-
gieiibertragung durch Elektronen)
Beobachtung: 3 (bis 4) Linien im sichtbaren Bereich

Farbe Bezeichnung A [nm]

rot 1 656 ,
tirkisblau Hp 486 %‘M“f
violett I H, 434 s Schirm
violett TT  Hy 410 ¢ Nowiver

In der Kamera waren nur zwei Linien sichtbar.
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2. Natrium—D-—Linie
Im Prinzip gleicher Aufbau wie in 1., aber Gitterspektrometer
A1 = 589,593 nm
Ay = 588,996 nm
= AA=0,6nm

3. Beobachtung in Emission oder Absorption

Guelle.

e M—é\/ -s,xuvm

Emissions,
- Sﬂk* rumy

4. Resonanz—Fluoreszenz

Bestrahle eine Substanz mit dem Licht des glei-

) o chen Spektrums. Man beobachtet Emission in
o M/b re alle Richtungen.
‘Lg\' - Das durchgehende Licht ist geschwécht, wenn
[‘ mit weiflem Licht bestrahlt wird.
oder Weiphidd q,ue'b Beobachtung: Bei Beleuchtung mit weilem Licht

Resoranz. - Ldd scheint der Kolben leer. Bei Beleuchtung mit
Na-Licht wird Na—Dampf sichtbar.

Zuriick zum H-Atom
Fragen: Warum scharfe Linien? Warum diese Wellenléangen?

Empirische Formel fiir Balmerserie

m2

A=
m?2 —4

~Gmitm=3,4,..., G=364,6nm

Spektrum, Linien m — oo
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Optische Atomspektren

B0 355 700 5xp 880 o
lnulnnllmlu 1

Kontinuierliches
Spektrum des
Gliihlichtes

Linienspektren: ||||||||||||||| | Ll | o

Na

bttty i

|IIIIIIIII|I||||II|I I LLEd |I

Hg

R T K |

|IIII|IHI|IIII | (B I I
Absorptions- ; .

spektrum von

Chlorophyll

800 750 700 g50 600 g5

||||||||||||||| ERRY I LR LD
Prismen- : :
spektrum des
Sonnenlichtes

Gitter-
spektrum des
Sonnenlichtes : el _ .
BT Bl E L S Pl L

750 650 550 450

700 500 400 nm
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Bemerkung 5.7.2. Was ist (p|x) (p|z) = (z|p)* Darstellung des Impulseigenzustandes
in Orts—Basis p|p) = p|p)

Korrespondenzprinzip: Im Ortsraum p = —iha%

(z[plp) = p(x|p)
(z|p|z'y = —ihd.o(x — 2)
(x]p = (2| — ihd,
(pla’) = (2] — ihdy|2’)
mit (z|z') = §(z — ')

(alilp) = [ e} ')’} = [ ~iho,(e — oo )

(z[p|p) = —ihd.(z|p) = p(z|p)
Losung: (x|p) = ce'n ebene Welle.
Umschreibung der Balmer—Formel

h-c 1 1 1 1
hy = = - = —
TN = Ra <4 m2> Ra (22 mz)
mit Ry = % ~ 13,6 eV Rydberg—Konstante des H-Atoms

Ahoc = R4H (m = o0)

Weitere Serien nicht im Sichtbaren mit allgemeinem Gesetz Rydberg—Ritz—Formel:

hc—RH(l—i) mit n’ <n eN
A n n2

Lyman—Serie uv Moo = 91nm =13,6eV
Balmer—Serie  sichtbar A 364 nm =34eV
Paschen—Serie IR A3.00 820nm  =1,5eV
Bracket—Serie fernes IR Asjo = 1458 nm =0,85¢eV
Pfund-Serie fernes IR A5 = 2280 nm =0,54 eV

Ritzsches Kombinationsprinzip:
Durch Addition und Subtraktion der Frequenzen bekannter Linien kann man neue Linien
erhalten.

~

~

~

~

33333
I

UV-Bereich | Sichtbarer IR-Bereich ﬁn — 0 n=oo
Bereich g o o n=5
S .S§ =
o PP PSS O \Qc Y S \(50 SO rva o ry (1830 n=4
Q n=3
o2
[}
] =2
\486 ‘ [ | |
434 656

4 10
397 \wuo
365 (Seriengrenze) los

821 tSouenr;’enze» 1459 (Seriengrenz

—— — | EE———— o
man-Serie  Balmer-Serie Paschen-Serie SlEsithiseblic Lyman Balmer Paschen A—
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5.7.1.1 Der Franck—Hertz—Versuch

Durchfiihrung

Aus K werden Elektronen emittiert und durch Ug beschleunigt. Sie kénnen nur nach A
gelangen, wenn ihre Energie grofler ist als |eUp].

Messung des Stroms von K nach A mit dem PA-Messverstiarker. Hier: Ug auf X—Kanal
und I auf Y-Kanal des Oszilloskops.

Beobachtung:

Weitere Beobachtung: UV-Strahlung mit 254 nm

) Picoanpetmeter
45V =uUg p S

Af‘f; o: 0-%0v = WU, /r

& o cedsell mit & & he. /

Kathode. /\( /,

65V / , _
— ‘ : -
t ov gav  agv M1 UYeIV]

Interpretation:

Haben die Elektronen die Energie 4,9 eV erreicht, kénnen sie die bekannte Hg—Linie mit
A1 = 254 nm=4,9 eV anregen, verlieren dadurch Energie und kénnen die Bremsspannung
nicht mehr iiberwinden.

Dadurch sinkt der Strom. Wenn Ug = 9,8 V erreicht ist, kann jedes Elektron zweimal
anregen.

Bemerkung 5.7.3.

Na—Reonanzfluoreszenz: Anregung ist nur moglich, wenn die Energie exakt stimmt.
Hier: Bei Anregung durch Elektronenstofl beobachtet man auch Emission, wenn eUg > f\]—l
Es bleibt also kinetische Energie iibrig (die kinetische Energie ist also nicht quantisiert).

= Im Atom gibt es diskrete Energieniveaus. Zum Ubergang auf ein anderes Niveau ist
ein bestimmter Energiebetrag notig. Die Anregungsenergie kann in Form von Strahlung
wieder abgegeben werden.
= Spektrallinien charakterisieren Ubergénge zwischen Energieniveaus mit einer Grenz-
wellenlédnge (fir H)

h
;y - Ry = E,, = 13,6 eV (lonisierungsenergie des H-Atoms)
1,00
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5.7.2 Quantenmechanik des H-Atoms
5.7.2.1 Bewegung im Zentralfeld

~

P2
H= 5 + V(r) Zentralpotential mit r = |7
m

Ortsdarstellung:
Kinetische Energie: —%A
A—Operator in Kugelkoordinaten:

1 0% 1 1 0 ) 0 1 02
A:—_T‘i‘_ |: ; _<Slnﬁ_>+ma_gp2:|

Entspricht der Ortsdarstellung von L2.

Da L in Ortsdarstellung unabhéngig von r ist, vertauscht L und A. Es folgt mit Dre-
hinvarianz von H (da V' =V (r)):

[H,L] = 0

~ HIL = 0

} L ist Konstante der Bewegung

= Es gibt gemeinsame Eigenzustinde von H, L? und L, : |Elm)
Auflerdem gilt: [H,Ly] =0 = HL.|Elm) = LyH|Elm) = EL.|Elm)
Auch Li|Elm) ist ein Eigenzustand zu H mit demselben Eigenwert E.
= Jeder Eigenzustand mit Energie F' und Drehimpulsquantenzahl [ (E,[) ist (204 1)—fach
entartet.
Dies entspricht 21 4+ 1 Einstellmoglichkeiten von L beziiglich einer beliebigen festen Rich-
tung, da V' = V/(r) ein Zentralpotential ist, also keine Richtung auszeichnet.

Schrodingergleichung
1 9? n L?
—_—— . _—7” —
2m  ror? 2mr
Da 1 Eigenfunktion zu L? und L, — Separationsansatz

() = Ri(r)Y," (0, )

(e’ 21
/ Friyl? = / dr 2| Ri(r)P / dp / dcos DY (0, ¢)?]
0 \0 J/

= -

=1

Normierung:

einsetzen des Ansatzes ergibt:

10 RIl+1)
- + 3

+ V(T) — E:| Rl(T) =0

2m r Or? om
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Radialgleichung

= FE héngt ab von V(r) und [, aber nicht von m.

= (2] 4 1)—fache Entartung

Term: 22 “’j;” ., Zentrifugalbarriere

abstoflend fiir kleine r. Er verhindert, dass Teilchen mit [ # 0 nahe an den Ursprung
gelangen.

Zur Losung (analog Aufgabe 45) sei Ry(r) =: @ notwendig fiir Normierbarkeit bei r = 0.
Durchmultiplizieren mit r

Rod  RIl+1)
_l’_

Comdr? | 2m 72

+V(r)—Elw(r)=0

dies ist eine nur eindimensionale Schrodingergleichung fiir 0 < r < oo (halbunendliche
Bewegung).

r — oo: Sei V(r — o0) — 0, vernachléssige Zentrifugalterm

h? d?
= ———w(r) = Bwl(r
2m dr? (r) (r)
. +ikr _ Rk
E>0:u e EF="%3"
ikr —ikr
e’ e
Ry(r) = e — + e .
N—— ——
auslaufende Kugelwelle  einlaufende Kugelwelle
2,2
E<0:ulo<eim,E:—hQ—”
m
e*K/f‘ eHT
Ri(r)=1¢ - + Cyr —
T T

=0, da wegen Normierbarkeit co=0

r — 0: Sei r?V(r — 0) — 0 (ist fiir Coulombpotential und I # 0 erfiillt)

Dann iiberwiegen der erste Term und die Zentrifugalbarriere.

Ansatz: w(r) o< r” fiir r — 0

= -nn-1)+1(l+1)=0

also gilt fiir n = —I: Ry oc r~(*Y) (nicht normierbar), bzw. fiir n =1 + 1: R; oc r!

Uberlegungen zum Spektrum:

Ubergang zwischen den Losungen fiir r — 0 und r — 0o

E > 0: Kugelwellen; zwei Konstanten, deren Verhéltnis von E abhéngt

— kontinuierliches Spektrum

E < 0: Ausschluss exponentiell anwachsender Terme (c; = 0), nur fiir bestimmmte F
erfiillbar — diskretes Spektrum
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Zusammenfassung:
Quantenzahlen des diskreten Spektrums:
Wellenfunktion R,,;(r) - Y™ (0, ¢) %p
n,: radiale Quantenzahl, charakteristische Energie
[: Drehimpulsquantenzahl L? = A%[(l + 1)
spektroskopische Bezeichnung: 5 g
1l = 01 2 3 4
s p d f g

5.7.2.2 Spektrum des H-Atoms und wasserstoffihnlicher Atome

H, Het, Lit*,. ..
Ze?

4megr

V(r)=

Spezielle Wahl von V(r)
Suchen Wellenfunktion und Spektrum fiir gebundene Zustinde £ < 0, R = =

Radialgleichung;:
S O (U VR 0
S — —_— — — u =
2mdr?  2m  r? 4regr

Einfiihrung dimensionsloser Variablen:
r
p=2—|e
Qo

h? I
<0, Ry = =5
W 2ma3  2aq

€=
Z2Ry
mit
47T50hz
ap =

Bohr-Radius

me?
Werte fiir H-Atom mit Z = 1: ap = 0,53 A4, R, = 13,6 eV
Division der Gleichung durch Z?R,4(—¢):
d2+la+m 1 +1
—— — —|u
dp? p* pVE 4

I+1

(p)=0

Verhalten fiir p — 0: u o< p
p— 00 uUX e 2

Ansatz: u = p'*le™%. F(p) wobei F(p) konstant fiir p — 0 und nicht schneller als Poten-
zen anwachsend fiir p — oo.
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. . e 7. _ _P
Einsetzen und dividieren durch p'~! und e~ 2

1 1 1
= —la+1ﬂﬂ+ﬁZF+p%W+QU+1m(—§>F+a+ﬂnﬁﬁ+ﬁ<—§)Fi
1
PPy pPF=0
Viel 4

pF" +(2(1+1) —p)F' — ((l—i—l)—L) F=0

N—— \/E/

Bz —
a€eR

pF" + (B —p)F' —aF =0

H(l+ 1)F —

Losen durch Potenzreihenansatz:
F:F(a,ﬁ,p):Zan” ObdA ay =1
v=0

Analog zum harmonischen Ostzillator werden die a, so bestimmt, dass sie ab bestimmten
v verschwinden. Einsetzen des Ansatzes

= an(v+ v+ Ga,(v+1)—a,-v—aa, =0

1 a+v lal@+1)-...- (a+v—1)
Tl B+ T T UBBAD) . Brr—1)
Falls a eine ganze Zahl < 0 ist, bricht die Potenzreihe ab.
= Polynom fiir F.

Falls o ¢ Z, gilt: F(a, 3, p) x e” asymptotisch, denn fiir hinreichend grofies vy gilt dann

fiir alle v > v, dass

= Gyl * Qg

1
«Q X —, = o,=— = FF=¢
v+1 V+11/ v l/!

= Radialfunktion wiirde divergieren fiir o ¢ Z
= o €Ly
Fir a = 0 folgt F(p)ag =1

1

Vel

F(\, 8, p) = Polynom n,—ten Grades mit n, Nullstellen, genannte Laguerre’sche Polyno-
me.

=

—(l+1)=n, mitn, =0,1,2

Festlegung der Eigenwerte:
Wahle n := n, + [+ 1 ,,Hauptquantenzahl®

1 Z°R
= e¢=—— oder B, = — 2y
n n
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mogliche [-Werte: [ <n — 1

Erwartung des n—ten Niveaus:
n—1

d @+1)=n

1=0
kommt Zustdnde durch die spezielle Form des Coulomb—Potentials. Abweichung von %
Gestalt des Potentials (z.B. Alkali-Atome) fithrt zur Aufhebung der Entartung.

Bemerkung 5.7.4.
Zusétzliche Entartung durch Spin
= 2,8,18,32,... — Periodensystem.

Spektrum des H-Atoms

ns S —f —8d —5/ —— 5
(ST 5 bs 4p 4d Lé o!
n:3 L &5 \* w
n=& B —p
a=A1 As
L-o L=4 (-2 1-3 lflf
5.7.2.3 Radialfunktionen
2rz
p= r ab jetzt Z =1
n-agp

_3
Roi=ay Nuup'e 2 Foulp),  n=n.+1+1
Fo(x) = Liljll_l(fﬂ) verallgemeinerte Laguerrsche Polynome vom Grad n — [ — 1

dk
LE(z) = (—1)]I“%L2Hc Grad p

P
Lg(x) = exﬂ(xpe’x) Laguerrsches Polynom vom Grad p
x

2 —1—1)! o
Noi=— (n=t=1) Normierungsfaktor so gewéahlt, dass / drr?| R (r)> =1
o2\ (n+0)1)P 0 ’
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Gesamtwellenfunktion:
(r, 9, 0n, 1, m) = Yy (r, 0, 0) = Ry (r)Y™ (0, 9)

Beispiel 5.7.5. i

P
[ ] RLO = /71_—(21367% :
0
Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit: 7*(R;0)* = p, II
oo 3 ! v
(ry = / dr 7*|Ryol* = ag e
0 2

— _1 _ " \e Zag \
° R270 m(2 ao)e 0

1 r
o [y = ——
271 (2(10)% \/?:a()

Fiir hohe [ bei festem n, wichst die ,,Ausdehnung“ (r) an.

() = %[3# — (1 +1)] " \

Nur s—Elektronen haben Aufenthaltswahrscheinlichkeiten am Kernort.

__r
2a(
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Wellenfunktion des H-Atoms:

20 [X
{o)

2] s

12 0

\u.m o
0.8 4
\
\ 30
0.0 e [

2 4 [ 7 I
,__//
-94 . 0 12 .
o
@&
JARN
I' ‘\
woel et I\
o817 JRN
I/ \ N\
I! /’ -"-_\‘\ e—— u’z)
. B
w0 // \\\~ e L _
. | 1"
~— | e
o4 a
90 © 20
08|
{1,0)
os
oz \
yd A\\\ (2 (3.2)
7 = ~_
; ~’>‘\\~\ \‘\\\_L_
ol ——. ———t
0.0 = oS
02
/T NE@o
o / @ |
-~ T~
— / \‘-\
™. -~ ————l
o0 [ 20
02 .
o )
a0 \J / \\ b
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Aufenthaltswahrscheinlichkeit
der Elektronen im H-Atom:

Bemerkung 5.7.6. Zur vollstdndigen Beschreibung des Wasserstoffatoms fehlen noch
zwei Effekte, die zur Feinstruktur beitragen:

e Spin-Bahn-Wechselwirkung
e Relativistische Effekte

Durch diese Feinstruktur wird die Entartung leicht aufgehoben. Zwei weitere Effekte:
e Zur Hyperfeinstruktur trigt der Kernmagnetismus bei.

e Wechselwirkung mit Strahlungsfeld ergibt Lambshift.

5.8 Magnetische Momente

. <
m: magnetische Quantenzahl. o
Sichtbarmachung der einzelnen m-Zustinde durch nichtrotati- >

onssymmetrisches Potential.

e Bahnmoment des Elektrons entspricht klassisch einem Kreisstrom

e Spinmoment des Elektrons entspricht keinem Kreisstrom!

— Spin—-Bahn—-Kopplung zweier magnetischer Momente (Dipole)
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5.8.1 Magnetisches Moment eines Kreisstroms

Wiederholung IK II
v: Bahngeschwindigkeit

Strom
r=4__°¢_~%
t T 2nr
Vorzeichen: e = |e.
Magnetisches Moment = Strom x Fléche
L L
p=Irr* = _ Y e e mitv =
27tr 2m mr
oder vektoriell:
fi= - I (mo Ruhemasse des Elektrons)
2m0

Bahnmoment fiir Elektron mit Bahndrehimpls L.
MafBeinheit: Bohr’sches Magneton up entspricht magnetischem Moment des Elektrons fiir
|L| = h.
= —h=19,27-10"2 Am? = 5,77 - 107 eV
27710

Betrag des Bahn—Magnetischen—-Moments:

o=/ I(1+1)

oder vektoriell:

-

. L
My = _gl/lB%

mit dem g—Faktor g; = 1 fiir Bahnmoment des Elektron.

Bemerkung 5.8.1.
Es gibt verschiedene g—Faktoren.
Sie sind messbar iiber

a) Aufspaltung der Spektrallinien im Magnetfeld (Zeeman—Effekt)
b) Einstein—de Haas-Effekt

¢) De-Haas—van Alphen—Effekt
(Festkorperphysik)

d) Elektronenspinresonanz

und viele andere
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5.8.2 Bahnmoment im dufleren Magnetfeld

’&J
e Prézession mit der Kreisfrequenz w um B
— — g
e Winkel o zwischen L und B. < L
Drehmoment = Drehimpuls - Kreisfrequenz - sin « w =
A

B
HE LB Larmorfrequenz

- WL:m 2m0

e w; hdngt nur von B ab (nicht von L oder u)

e
2mo

o W = B nur fur Bahnmoment.

Fiir allgemeine Drehimpulse

w="EB =B

~: gyromagnetisches Verhéltnis.

Korrespondenzprinzip liefert geeigneten Operator fiir Schrodingergleichung
Energie eines magnetischen Dipols ji im Feld B

—

Vmag = _/jg = J hILLBE - B

Bemerkung 5.8.2.
fl|B = Viag <0
LI|B = Viag >0

Magnetisches Moment ji entspricht bis auf einen Faktor dem Drehimpuls L.
e /i hat Eigenschaften eines quantenmechanischen Drehimpulses

e /2 und s, sind gemeinsam scharf messbar.
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r Mz, Anderung von L. um % entspricht Anderung der potentiellen
Energie um

Ap-B _ gps
h h

AVmag = ALZB = glJJBB = th

e Drehung des magnetischen Dipols um eine Einheit Am =1 =
% = 1 fiithrt zu Anderung der Energie. Kann erfolgen durch
Absorption oder Emission eines Photons der Energie hAwy,.

Aufspaltung der Energieniveaus im Magnetfeld

—_— m=a Ln3®
p- orbital L
4 e L— _L_ 3
Beispiel 5.8.3. Ko e -
_JL__:_ m= - A4 _L: M"}»«Q}'[el §—
-0 5

5.8.3 Abstrahlung
5.8.3.1 Ubergangswahrscheinlichkeiten

Bisher: Nur stationdre Wellenfunktion und Eigenwerte.
Jetzt: Wahrscheinlichkeit, mit der ein System vom Anfangszustand 1; in den Endzustand
Yy libergeht.

Atom: Uberginge erfolgen iiberwiegend durch Dipolstrahlung.
Wiederholung: IK III klassische Dipolstrahlung.

Schwingende Achse || z—Achse
2
. e —
W =
6megc? :

E/ pro Zeiteinheit abgestrahlte Energie
Z2: mittleres Beschleunigungsquadrat.

Quantenmechanik: Zusétzlich zum Zeitmittel Mittelung (Zyi): MaB fiir Ubergangswahi-
scheinlichkeit, also Intensitit des Ubergangs i — f.
Wahle hier Ortsdarstellung, ,,Schrodingerbild

wi(F,t) = i (P)e”"
us (7, t) =y (r)e™s!

Da 1); y Orthonormalbasis, sind auch w; y orthonormiert.

Wabhrscheinlichkeitsdichte
pi = / |lu;|*d*r = const.
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spater wird gezeigt:
(zpi) = /u;‘zufd?’r—l—/u}zuid?’r

(aus Symmetriegriinden)

_ ei(wiwf)t/wjzwfdisr +€i(wfwi)t/¢;2wid37’

—_— —_—
M,y My,

<Zf,i> _ ei(wi—wf)tMif + ei(wf—wi)thi

mit Matrixelementen M;; und My;
Daraus

(Zi) = —(wi — wp)*(zp3)

Berechnung des Quadrats

<5fi>2 — (wf _ wl-)4 e2i(wﬁwf)t‘Mif|2 + e*Qi(wi*wf)t’MfiIQ 49 Mz’f . M}*Z

——
. )2 * .
g i

(M,5)?, da M7, =M;;

(gilt fiir Dipolstrahlung)
Zeitliche Mittelung

€2i(wi—wf)t _ e—2i(wi—wf)t =0

(Z7)? = 2(w; — wy)*| Mys|?

Wenn v;, 1y bekannt sind, sind also M;; bekannt.
Fiir bestimmte v;, ¥y kann M;y verschwinden.
Hiermit ergeben sich Auswahlregeln.

Ein Ubergang durch Dipolstrahlung ist nicht moglich.

5.8.3.2 Spezialfall H-Atom: Explizite Bestimmung der Auswahlregeln

Wahle Koordinaten
+

T =x+iy = rsinve’”
r~ =z —1y=rsinde ¥

a) M7, Dipol schwingt parallel zur z—Achse

m
@Zjn,hm = Rn,lYE

Yim — Cl,m . eime . le

= ij :/ wn/,l/,m/ 4 wn,l,n dgr
—— ~—~——

Endzustand Anfangszustand
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= ///Cl,m/RZ,l/e_im/“"Pﬁm, 1 €08V Ol R Py, - 72 sin® dr do dy
—— N ~—

d3r

1 27 ] , T o)
= e“mm)@dgo/ ...dﬁ/ . dr
27 Jo 0 0

_{ 0 fir m#m

1 fir m=m

1. Auswahlregel: M* # 0 fir Am=m —m' =0

b) Klassische Vorstellung: Ein Elektron auf einer Kreisbahn um die z—Achse wird be-
schrieben durch

]\/[fiz (=2 = 2 +1y)

xt: rechtsliufig, 2~ : linksliufig.

M = ///C’l/m/RZ,l,Pl’fm,(cos 0)e™ ? 1 sin e Oy Ry P (cos 9) ™12 sin ) dr did dep

1 27 ) , s o)
= e’(m_mil)d@/ d19.../ dr. ..
27 Jo 0 0

_J 0 fir m—m'#=xl
11 fir m—m =41

2. Auswahlregel: Am = +1
c) Auswertung des ¥-Integrals liefert: Al = +1

fiir alle Orientierungen des Dipols = Drehimpuls L = 1A wird von Photon mitge-
nommen

d) Auswertung des r—Integrals liefert keine weiteren Auswahlregeln — An beliebig.
= Beim H-Atom nur optische Ubergénge mit Am = 0,+1 und Al = +1

Gedankenexperiment:
Drehimpuls des Elektrons sei durch ein Magnetfeld in eine bestimmte Richtung (z) fixiert.
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198
Iz
(\ (
Zirkular ( Q
) Al
| P
‘V
Beobachtung:

Parallel zu z:
Am = 0: keine Lichtemission
Am = =£1: zirkular polarisiertes Licht

Senkrecht zu z:

Am = 0: linear polarisiertes Licht parallel zu z
Am = +1: linear polarisiertes Licht in der z—y—Ebene.

5.8.4 Atome im Magnetfeld (ohne Spin), Zeeman—Effekt

Experimentelle Beobachtung:

Aufspaltung der Linien im Magnetfeld, proportional zu dessen Stérke, falls dieses nicht

zu stark ist (1-3 T).
Hier: Cadmium A = 643, 8 nm (rot)

Normaler Zeemaneffekt
Selten, aber klassisch erklarbar.

il
Stark

Anormaler Zeemaneffekt
Héufig, nicht klassisch erklérbar

T

e iy g

q»ak

Hier: Na-D-Linie (siehe spéter)
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Beobachtung: Parallel zum Magnetfeld zwei Linien o*

pp=>5,8-10"° <
AF fir B=10: =~ 1-10 eV
= Spektralapparat.

T / /4% "
L=, m=0r423 f A

A ‘ e
mz-g

aK 5 -
9=4’n=0,!-4/ :‘;

A’Pﬂv M oA
®©@ @.' G™, am=-1
@‘O ®f0 @:’n—l Am=0
@: G* am=1

Aufbau und Abbildung durch Lummer-Gehrcke-Platte:

3 Linien

| /
il ]
\'\\ \ \ \ Polfiter

L co— Mf-’lkr

_ A
T A

Hier: Beobachtung senkrecht zu z, trotzdem nur zwei Linien, da ein Polfilter die 7—

Polarisation ausblendet.

A = m -n = Ordnung - Strahlzahl = Gangunterschied
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5.9 Der Elektronenspin

5.9.1 Das Stern—Gerlach—Experiment (1922)

Idee: Kraft auf Dipol mit Moment

R e »
f= —;—moL
im inhomogenen Magnetfeld VB||Z
Unag = —fiB
Kraft:
dB

F, = ,uzd—; cosa, o = A(ﬁB,[j)
[i]|V B Beschleunigung in Richtung wachsendem B
i antiparallel VB Beschleunigung in Richtung sinkendem B
(1L VB keine Kraft.

Aufbau und Ansicht des Polschuhs von vorne:

TS

TPolschoh/

Durchfiihrung:
Atomstrahl mit Energie F;, und ungeordneten magnetischen Momenten durchléauft ein
inhomogenes Magnetfeld
U1B, ¥v1VB, B||VB
Elemente: Ag, H, Na.

Beobachtung;:
31 21 2T
-: @
N’
A . : \ Beoba Wt un Klass. cele
Y 2L hachitant Erncnctung,
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Interpretation:

e Richtungsaufspaltung: Atome haben diskrete Einstellungsmoglichkeiten ihres ma-
gnetischen Moments beziiglich B. Hier 2 parallel, 2 antiparallel.

Klassisch:
dB
Mz = o = const. (M = Masse der Atome)
z
1. 1y, dB MA? 1 dB
T T oM dz 2B, 4B, d- 0 &I
Mz

Beobachtung: pu, = +up also: gm, = +1 nur zwei Einstellméglichkeiten.

e Weitere Beobachtung:
Die ablenkende Kr@»ft ist fiir alle Atome, die nur ein s—Elektron haben, gleich. s—
Elektronen haben L = 0, also kein Bahnmoment = Spinmagnetismus

Zwei Einstellmoglichkeiten sind nur moéglich, wenn m, = i%

(da|m|§j)¢j:% = g=2

Allgemein: Gesamtdrehimpuls

(5’ : halbzahlige Quantenzahl)
Hier: L=0= J =5 mit s =3

Bemerkung 5.9.1.
Andere Atome mit mehreren Elektronen auf der duflersten Schale: Aufspaltung in mehr
als zwei Komponenten.

Anzahl gerade: j halbzahlig
ungerade: j ganzzahlig.

5.9.2 Eigenschaften des Spins

Uhlenbeck und Goudschmit, 1925
Weiter experimentelle Beobachtungen:

e anormaler Zeemaneffekt
e Finstein—de Haas—Effekt

Elcktronen besitzen einen Eigendrehimpuls S mit |S] = Ay/s(s + 1) und s = $ und ma-
gnetischem Moment i, = —gsﬁg und g5 = 2,0023 (empirischer Wert)
nicht mit klassischem Drehimpuls verbunden, sondern ,innere“ Eigenschaft des Elektrons.
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S n N B
] 151={s(s+1) ¥

Lodu : , CD e~

-
Mosee™ mo

€
= —Gs5m
ms:—l—%

_h

Sz_§
S| =/ 3h
5= b

1
ms:—§
S, = msh
me =+

Ms = —gsMshp = il: 0016/LB

Normaler Zeemaneffekt: nur Bahnmagnetismus

Anormaler Zeemaneffekt: Spinmagnetismus oder Spin— und Bahnmagnetismus.

Spinoperator, Paulimatrizen

Der Spin ist ein quantenmechanischer Drehipuls:
(S, Sy] = ihS, zyklisch
S?|sm,) = h?s(s + 1)|sm)
S.|sms) = hmg|sms)
Zusténde:

1 .
=11 = (o ) spinw
1 0 :

5 >—|l)—>(1>sp1ndown
((0T1) Pauli-Darstellung)

Operatoren:

(1 0 1\ _h(1 0
(o B)en(o)=300) =
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Definition:

O =

)= (1)

(04, 0y] = 2i0, und zyklisch

(Pauli-Matrizen)

+ _ 2 _
o =0, 0; =1

Uber Pauli-Matrizen
Fiir jeden Spinoperator, unabhéngig von seiner Darstellung, gilt:

S%y = h%s(s+ 1)y

(x Eigenfunktion zu S% und S.)
Zum Beispiel:

mit s = % folgt:

A 3

wenn 5?2 iiber Pauli-Matrizen ausgedriickt werden soll, also

A h(f0 1 h .

mit 5’12 = %263 mit ¢ = z,y, z folgt:

A A A A h? 10 1 0 1 0 3
2 _ &2 2 2 v — 32
§ _S$+Sy+sz_4<(0 1)+(0 1)+(0 1)) i

Die Eigenwertgleichung ist dann auch eine Matrixgleichung

Sy = %FLQ]IX.

In manchen Biichern wird dies geschrieben als
3

Sy = Zhgﬁgx
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5.9.3 Messung des gyromagnetischen Verhiltnisses

5.9.3.1 Einstein—de Haas—Versuch (1915)

Idee: Zu jedem magnetischen Moment g, gehdrt ein mechanischer Drehimpuls j,:

jz h myo
Ausnahme: Makroskopischer Festkorpermagnetismus wird durch N Elementarmagnete
mit jeweils u, verursacht
Ny,
Nj.

M,  Magnetisierung

7= J.  Drehimpuls

Erzeugung einer Magnetisierung M, erzeugt einen Drehimpuls J,. Wegen Drehimpulser-
haltung folgt makroskopische Drehung des Festkorpers. Messung der Drehung dhnlich wie
Gravitationswaage.

Durchfiihrung:

{
{ L 1
A

/ . Fest &r}rpar

(Foromagret)
a

e Magnetisierung M, durch H-Feld (proportional zu I)
e Umklappen der atomaren Momente durch Ummagnetisieren
e Messung der Drehung durch Lichtzeiger

Wiéhle I = Iy cos(wt) mit w = wres des Aufbaus = Resonanzkurve, grofies Signal
Ergebnis fiir verschiedene Elemente: 1 < g < 2

Bei Ferromagneten (z.B. Eisen): g = 1,97, also iiberwiegend Spinmagnetismus
Die Erklarung ist Festkorperphysik.

Fazit 5.9.2.
Messung einer quantenmechanischen Eigenschaft mit makroskopischer Messgrofle.
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5.9.3.2 Resonanzmethode von Rabi

e —— -

Auéj@n.gwma Ausr&ﬂ%o\ E":--.L\

oo sy k) A{HY%AETH?:[}(J o Avu[(ui}" Ol

%mc‘ﬂm/ und rgpduclle
Urmmaogebisis w»;ex

(> ,ka‘_)

Der Detektor ist so eingestellt, dass a) detektiert wird.

I, IIT sind inhomogen mit entgegengesetzten Gradienten.
IT ist homogen, senkrecht dazu (||U]| kleines HF-Feld mit Frequenz w).

Bahn a): Elektron mit m, = —|—% wird im Detektor nachgewiesen, solange hw # gugB.

Erfiillen der Resonanzbedingung: Fiir einen Teil der Elektro- N(w)
nen klappt der Spin um (m. = —3 = Bahn b)).
Es gibt ein Minimum im Detektorsignal bei w = wyes. ‘Av
Durch Aufnahme eines Photons mit fiwyes wird der Ubergang in
4

den Zustand m, = —3 induziert. o &
Wres 2 101° Hz (cm—Wellen)

Bemerkung 5.9.3.

1. Sehr genaue Methode, auch Kernspins messbar

eh N 1
2Mproton 2000

UBKemn = UK = U = Wres = MHz

2. ,Rabioszillationen“ induzierte Ubergéinge zwischen zwei Zustéinden (durch B-Feld)
(allgemeine zwei—Zustandssysteme, nicht nur Spinsysteme)

5.9.3.3 Elektronenspinresonanz (ESR)
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Zavoisky (1945) P ik :(/
(dhnlich Rabi-Resonanz, aber einfacherer Aufbau)
DPPH hog® AMa D
e paragnetisch 4 ,
- ek,

e freies s—Elektron

Messung der magnetischen Suszeptibilitit,
Energieabgabe des B—Feldes

dE = gupps - B

Anderung der Resonanzbedingungen des Schwingkreises

< T "r)

Pih-op C e s ==
\Slau\e,r SIS al® e 1%3— . rernaz{vek‘,Jv \ [
= . ]lw"cs S- Elelthvory/ \)

|” i E=fw= hy

I <IA3= Ao Gz,
Mg = - "/9;/

oszilles, i

’kD'P; & &,

Lww

Voraussetzung: Asymmetrie in der Besetzung der Niveaus
Hier: Boltzmann—Faktor bevorzugt unteres Niveau.

Information:
e Position der Resonanzlinie
e Linienbreite = Wechselwirkung mit Umgebung

e Wichtig fiir Festkorperphysik oder Medizin (NMR)

5.9.4 Einfluss des Spins auf Energieniveaus des H-Atoms
5.9.4.1 Spin—-Bahn—Kopplung, Feinstruktur der Spektren

Experimentelle Beobachtung: Auch ohne dufleres B—Feld sind die Spektrallinien aufge-
spalten in zwei Komponenten (Dubletts). Sie liefern einen Beitrag zur Feinstruktur.
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E4\ :
e 0‘% nrj, A
T,/ =
T Y 9 ’“T
¥ h=A n="
t=9 — (=0

bb}w&/ Em)anklf; o q_x,oo/ri meadel Beols

Ursache: Maxwell-Gleichungen . .
Beobachter mit Geschwindigkeit v in E—Feld spiirt B—Feld.

Bix@xE, B|L

Das magnetische Moment des Elektron wechselwirkt mit diesem By-Feld:

Es gibt zwei Einstellmoglichkeiten und damit zwei Energieniveaus.
Dies ergibt einen zusétzlichen Term im H-Operator

‘/ls = _ﬁs : él = ”Bgél

(iis magnetisches Moment des Spins)
Da B,||L lasst sich dies umschreiben als effektive Wechselwirkung

‘/ls:f(57§>

Die Energie héngt also von der relativen Einstellung von L zu § ab.

Rechnung fiir H-Atom und H—&hnliche liefert

Z2€% 1y - =
Vie = L-S
: 87rmgr3( )

Fiir H-Atom
Vie~107%eV; Bi~1T

Bemerkung 5.9.4.

—

[H,LS] #0

= E, S sind keine Erhaltungsgrofien mehr. L
Die neue Erhaltungsgréfe ist der Gesamtdrehimpuls J = L + S.

Es findet eine Prazessionsbewegung durch den Drehmoment von L, S um J statt.

|J12, |L|?, |S]? und j. = hm; mit J = L + S sind neue Quantenzahlen,
J. =L, + s, = hmy + himg, m;, m, separat nicht scharf messbar (wegen Prézession).

Man sagt: ,,ms und m; sind keine guten Quantenzahlen.*
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J erfiillt die {iblichen Drehimpulsregeln
[P =150+ 1), [my| <j

Lorentz—Tansformation, Elektronen in elektrischen und magnetischen Feldern siehe Ber-
keley Physik Kurs, Band II

Bemerkung 5.9.5.
JP=(L+8)?=L*+5*+LS+SL
m; kann sowohl halbzahlig als auch ganzzahlig sein.
Jjganz = m; =0,%1,..., &7
jhalb = m; =41, £3 .. +j.
Die Entartung ist jedoch stets (25 4+ 1)-fach.

Neue Nomenklatur: Fiir ein Elektron: j, l_; s
Fiir mehrere Elektronen: J, L, S.

H-Atom: s = % = pro [-Niveau zwei j—Zustinde: j = [ + %, j=1- %

Ergebnis der Rechnung (siehe unten): Energie hdungt 2B n:= (= él ;;/ob
nur von j ab. Pro [-Niveau gibt es 2 j-Niveaus. Ohne #ufie- g '
res Feld sind diese (2j 4+ 1)-fach entartet.

1 =hy/50G+1)
| = hy/1(1 + 1)

5 =h/3G+D)

i Allgemein: Vektoraddition zweier Drehimpulse Lund §
..+ 17 zu J ergeben mogliche j—Werte.
O =1 << |l+ s mit Aj =1

€ ""’ Zahl der j—Werte
L v 2 2 -min(s,l) + 1, dh. firs < 1 : 2s+ 1, fir I < s :
k ok 20+ 1

Stets gilt: |m;| < j

i Zusammenfassung:

e ji, kann zwei Einstellungen beziiglich ji; einnehmen: ,up“ und , down*“.

e Kopplung der Drehimpulse fithrt zu neuen Quantenzahlen j2, 12, 3 und j,
e | =0 = keine Aufspaltung, da B, =0da v =10

e hohere 5 sind energetisch hoher.
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e Aufspaltung o< 2%, also fiir groBe Atome wichtig, z.B. bei Natrium gut sichtbar.

e Aufspaltung ist am grofiten fiir kleine n.

5.9.4.2 Relativistische Korrekturen

GroBenordnung:
Spin-Bahn-Kopplung ~ 10~* der Energie der Niveaus, typische Energien ~ 10 eV
Geschwindigkeiten v = 1 — 3 - 10° = Z’—; ~1-9-107°

Zunachst klassisch:
nicht-relativistisch: Hy = % +U
relativistisch

Hp = \/p?c® + m2ct — moc® + U

Entwickle v/1 4+ 2 =~ 1—{—%— %—1—... fiir kleine z

2 1
p 1L p
Hon~ 2 2.
7 omy 8 m802+
——

rel. Storung
Quantenmechanik:

h4
p= —thV = AErel = —/w* —A21/)nemd3r

18 mgc?
Physikalische Interpretation

e relativistische Massendnderung durch Bahnbewegung im beschleunigten Bezugssy-
stem

e Erzeugung eines magnetischen Feldes durch eine beschleunigte Ladung

AEjs + AE,¢ bilden Feinstruktur (= AFEpg)
Berechnung durch Diracgleichung oder in einfacheren Fallen durch Stérungstheorie liefert:

AEnj:—En-@{ L _i}

n j+3 4n
g 7% etmy 1 " e? e? 1
= ———— 5+ — mit a = = ~
32m2  g2h? n? 2¢eohc  Ameghc 137

(Feinstrukturkonstante)
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Zusammenfassung fiir H-Atom

+E = \:)ul ‘D:-b
h=3 Il iz 5[’% ‘Bia
— 354 3py,
dp ju¥
P &7,
=gy { | - DJ\‘ P% 0_3
; | — &6‘4_9‘ JP%‘
e |
1 Spi Opy &Sy, '
mEPABN o dabivigisde ol —— e
2 4 A4 | y

Ro vy g Ly |

e Entartung bzgl. [
e keine Entartung bzgl. j

e (2j + 1)—fache Entartung beziiglich j, ohne dufleres Feld.

=35l <j<l+3]
A 1 . 1

5.9.4.3 Quantenmechanische Behandlung des Spins und des Elektrons im
Magnetfeld

Bemerkung 5.9.6.
Nur Idee, nicht Ausfithrung.

— -,

a) Elektron im Magnetfeld (B = rot(A))
e Hamilton—Funktion

1 S
H=_—{F+eA)?+V
2m0(p+e )+

Quantenmechanik p’— %V
Hamiltonoperator: H = ﬁ(’fv +eA2+V

b) Spin: Paulimatrizen

Klassische Energie eines magnetischen Moments g im B-Feld:

Vinag = —fiB
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Fir Elektron:

= ——3S
H 2m0

Ubergang zu Operatoren: Eigenwertgleichung

9s% 5 .
——B-§ X = Eigenwert - X
2m0

zeitabhingige Schrodingergleichung

geh _ . . dX
4mOBJX =ih g

Solange Spinfreiheitsgrad unabhéngig von anderen Freiheitsgraden ist, kann man
einen Produktansatz machen (Signatur: Terme im H-Operator sind additiv)

wp oy — (P ()

down v, = (i)~ (5)

X", x~ Eigenfunktionen zu s,.

Wellenfunktion mit beliebiger Spinorientierung

V,o=a Y +a Y =) (atxT+axT)
mit a2 + o =1
¢) Spin-Bahn-Wechselwirkung

Ze*h
HZE R T 5 als Operator

WS_

16mm3uv3

Schrodingergleichung insgesamt lautet

1 [k 2 9eh | Ze2h
— 2V ted) +V+ 6B+ 22500 5| ¢ = By| Pauli-Gleichung
2my \ @ 4myg 16mmgr3

5.9.4.4 H-Atom im Magnetfeld mit Spin
Effekt: Aufhebung der j,—Entartung

a) Schwaches Magnetfeld: Vi,e = —pB < Vi,
= duBeres Magnetfeld ist zu schwach, um die Spin-Bahn-Kopplung zu zerstéren =
[ und § bleiben zu j gekoppelt, m; ist gute Quantenzahl.
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[und § prazedieren gemeinsam um j j’prézediert um die T)L
Richtung von B. B
fi; ist nicht antiparallel zu j, da g5 # ¢ '3 "‘K":'{_:_:.I A
= Energieniveaus zu j spalten in 2j + 1 Unterniveaus auf. i by '; } \; =
I T
E=E,(B=0)—pp-g;-B-mj,  ((m; #j)) Yyd
anormaler Zeemaneffekt up F

g;: Landefaktor

JE+1) =1l+1)+s(s+1) f-\ .f
. - r“
S %G+ 1) /o

Fiir 1-Elektronenprobleme: s = % :

aus

—

mit 1y = 42 (9.5 + gl) = BE(25+1) = “2(5 + J)
Konsequenz des g,—Faktors

e Zeemanaufspaltung prop. B
(solange B < BT)

e Aufhebung der m;—Entartung
e Niveaus sind dquivalent in einem ,,Multiblott* mit solchem j

e normaler Zeemaneffekt fiir s =0 = ¢; = 1 (nicht realisierbar fiir ein Elektron)

Energiedifferenz zwischen zwei aufgespalteten Niveaus

AEI — AEQ = ,uBB(mjl — mj2> = hAw

B
Aw = :I:'u; fir Am; = +1

= Aw = :t;— nie in klassischer Rechnung
m

fir Am; =0 = Aw = 0 (unverschobene Linie)
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Beispiel 5.9.7 (Na-D-Linie).

CTTG > G

Anwendung des Zeeman-Effekts: Termanalyse.

Bemerkung 5.9.8.
Der normale HZeemanfEffekt bendtigt mindestens zwei Elektro-
nen, so dass S = §; + §» = 0 (antiparallel)

b) Starkes Magnetfeld (fiir leichte Atome B ~ 3 T
Vinag > Vis

Es erfolgt eine Entkopplung von [und 3.

Z§ préazedieren einzeln um B.

[, und s, sind Erhaltungsgréfien. Daher sind m; und my
gute Quantenzahlen.

Stets gilt: m; = my + m.

Losung der Eigenwertgleichung

Enl,ml,ms = L(B = 0) - MBB(ml + 2m3)

da g =1und gs =2

Auswahlregeln
Amg, =10
Amy =0, +1

Beispiel 5.9.9. Na—D,—Linie

jeweils zwei der sechs Linien fallen zusammen = drei Linien wie
beim normalen Zeemaneffekt

,, Paschen—Bach—Effekt

213
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5.10 Weitere Effekte auf Energieniveaus des H-Atoms

5.10.1 Lambschift, Quantenelektrodendynamik

1952: Experimentelle Beobachtung:
Auch beim H-Atom ist die Elektronenentartung aufgehoben.
Die s—Zustande sind systematisch hoher als die p—Zustéande.

X p :
AR [y
e IJ i U\ ,‘QF 3 '))P\*q,
o \ 9]
P NRpy 9%, (3t w46

Quantenelektrodynamik (QED):
e Auch Felder sind quantisiert
e Photonen sind Feldquanten

e Elektron und Proton tauschen sténdig virtuelle Photonen aus (p' imaginér, F nega-
tiv) innerhalb der A E-At—Unschérfe

e Schlagworter: Vakuumfluktuationen, Selbstenergie
Fiihrt zu einer Renormierung der Masse und der Ladung der Elektronen.

Konsequenz: Die %Abhéingigkeit wird so veréndert, dass es fiir kurze Absténde schwécher
ist.

Dadurch werden die Energieniveaus der s—Elektronen angehoben, da ihre Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit ndher am Kern ist und sie daher eine geringere Bindungsenergie haben.

e Dieser Effekt wird durch die QED quantitativ bestétigt.

5.10.2 Die Hyperfeinstruktur

Auch der Atomkern hat ein magnetisches Moment:

anormale g—Faktoren
5,58 =9p
—3,82=9n

Proton  Spin
Neutron Spin

(NI N TE
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magnetisches Moment (Proton)
Hp = Gptk = Sp
(1, Kernmagneton)

9
K 9eBBoL 1836 = 658
Hp  GphkSk 9,98

e /i hat verschiedene Einstellmtglichkeiten im am Kernort durch die Elektronen er-
zeugten B—Feld.

VHFS = _ﬁk ' éO

Problem: By ist im allgemeinen schwer zu berechnen.
e Kopplung der Drehimpulse des Kerns und der Elektronen.

e neue Erhaltungsgrofie:
Gesamtdrehimpuls des Atoms

F=8.+J
(gilt auch allgemein fiir mehr—Elektronen—Systeme, also groe Symbole)

mit F2 = R2F(F +1), F.=m, -h
mp=—F,—F+1,...,F—1F

Grofle der Energieaufspaltung beim H—-Atom A Fypg ~ o
6-1075 eV ~ AEpum S 1
H—Atom:Sk:%7 Se:% — F=0oder I'=1. \

Messung und Anwendungen
a) NMR: Nuclear-Magnetic-Resonanz (wie ESR aber mit Hyperfeinniveaus)

e medizinische Diagnostik
NMR am Proton des Wasserstoffs
Messung der Protonenverteilung

e Chemie: Chemische Bindung verédndert B-Feld am Kernort: Verschiebung der
Resonanzlinien

o Cs—Atomuhr: Rabioszillation zwischen zwei HF-Niveaus
133Cs, Kernspin [ = 7,2, J = %
= F=3o0der F=4

e Quantenoptik

5.10.3 Weitere Kerneigenschaften

a) Isotopenverschiebung
Endliche Masse, endliche Ausdehnung der Ladungsverteilung bewirken eine Abwei-
chung vom Coulombpotential. Energieniveaus werden hierdurch verschoben.
NQR: Nuclear-Quadrupole-Resonanz
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5.11 Stationire Storungstheorie

5.11.1 Motivation

Héufig lassen sich Eigenwerte und stationédre Eigenzusténde nicht exakt bestimmen. Wenn
das System (sein Hamilton Operator) beschrieben werden kann

H=Hy+\V, (\)

wobei Hy (exakt) losbar (,ungestortes Problem®) und AV ein ,kleine Stérung* ist, dann
kann versucht werden, die Eigenwerte und Eigenzustéinde von H nach Potenzen in A zu
entwickeln und diese Entwicklungen mit H, zu bestimmen.

Sei Hy|n) = E7(L0)|n> mit |n) Orthogonal-Basis.

5.11.2 Storungstheorie fiir nicht—entartete Niveaus

Seien die Niveaus E,(LO) nicht entartet.

Sei H|n) = E,|N).
Dann ergibt sich die Entwicklung:

Zusténde: nay ™
IN) = |n) + AND)Y 4+ N2IN@Y 4. o JE
Energieeigenwerte: neo 4 :
E,=E9 4+ \EW + N’E@ 4 . -+ N > &
Einsetzen in die Schrédingergleichung, Hoﬁ
Vergleichen von Thermen derselben Ordnung:
A0 Hoyln) = EQn)
Ao (Ho = EP)INW) = (V = EV)|n)
A2 (Hy — EON®Y + (V — EMNDY — E@|n) =0
PLE (Hy— EON®Y (v — EMNE-DY 4 — E®|p) =0
Von links mit (m| multiplizieren und Skalarprodukt bilden:
= A0 (m|Ho|n) = E6,,,, weil (m|n) = 6,
= A (m|Hy — EQ|NWY = —(m|V — EW|n)

& (B — EP)mINY) = ED6,, — (m|Vn)

m n




5.11. STATIONARE STORUNGSTHEORIE

(a) wihle m =n
0= EW6,, — (n|V|n)

| BV = Vi)

Verschiebung der Energie in linearer Ordnung ist gegeben durch
E, = EY + X(n|V|n) + O(\?)
((n|V|n) ist Mittelwert der Storung im ungestorten System)
(b) Allgemein fiir alle m # n gilt:

(m|V]n)

1) N
(mIN®) = G

wegen (m|n) = d,,, folgt fir gestorten Zustand:

(m|V|n)
Z | E(O) Eﬁ?)

m#n

deswegen

(m|V]n)

+ 0O\
Eff]) _ E,(ﬁ)) ( )

N) = [n)+ A m)

fiir gestorte Zusténde in linearer Ordnung.
Mit Norm:
(N|N) = (n|n) + O(\?) =14+ O(\?)

Damit Verschiebung der Energie in zweiter Ordnung;:
P (n]...
B = (alVINW)

EY - B

m#n

Bemerkung 5.11.1.

e \2-Term:

_y LV [(n[V[m)]?

2 gD g0

e Anwendbarkeit der Stérungsrechnung fiir

An|V]m) [(n|V]m)|
0 _po| <L BU~EOs[aViml| Sg— g

rel. kleiner Parameter dimensionslos
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e Dieses Verfahren funktioniert also nur fiir diskrete Niveaus und nicht fiir entartete
Niveaus

. Eé2), also zweite Ordnung, Korrektur der Grundzustandsenergie ist immer negativ:
(2)
Ey” <.
falls (0]V|0) = 0, folgt Ey < E " o0).

5.11.3 Storungstheo