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Besprechung in den Ubungen in der 14. Semesterwoche (13.-15.07.2005)

Anomaler Zeeman-Effekt (6 Punkte)

Betrachten Sie den 3d — 2s-Ubergang in einem wasserstoffihnlichem Atom in Anwesenheit
eines Magnetfeldes B. Nehmen Sie an, die Zeeman-Aufspaltung sei klein gegeniiber der
Spin-Bahn-Wechselwirkung.

a) Zeichnen Sie das Termschema und tragen Sie die erlaubten Ubergéinge ein. (2 Punkte)

b) Berechnen Sie die Energien der erlaubten Ubergénge in Einheiten von pugB. (4 Punkte)

Spin-Bahn-Kopplung (4 Punkte)

a) Wie wirkt sich die Spin-Bahn-Kopplung auf die Energieniveaus des 3F- bzw. des
3D-Zustands aus? Zeichnen Sie das Energieniveauschema. (1 Punkt)

b) Welche der Uberginge 3F — 3D sind erlaubt? Zeichnen Sie diese Ubergéinge ins
Niveauschema ein. (1 Punkt)

c¢) Wiederholen Sie die Aufgabe fiir die Uberginge 4D — 3P und 4P — 4S. (2 Punkte)

Feinstruktur (Spin-Bahn-Wechselwirkung) (6 Sonderpunkte)

Ein Elektron e~ mit Bahndrehimpuls L (wobei [ > 0 und ganzzahlig) und Spin S (wobei
s=1/2) befinde sich in einem kleinen (schwachen) homogenen Magnetfeld B = Be,.
Vernachléssigt man zunéchst die Spin-Bahn Kopplung Hys ~ 0, so lautet der
Hamiltonoperator H = Hy + H,, mit Hy = (% + V(T)) 1und H,, = £2(L +2S) - B wobei
g das Bohrsche Magneton ist. Die zugehorige zeitabhéngige Schrédingergleichung ist die

Pauli-Gleichung
. Vi (r,1) — Vi (r,)
ma (e )= ()

a) Welche Basis diagonalisiert Hy und auch H,,? Zeigen Sie, dass in dieser Basis die
Energieaufspaltung
AEn mym, = pi(mu + 2m,)B

lautet.



b) Im Folgenden wird der Gesamtdrehimpuls J = L + S des Elektrons eingefiihrt. Fiir die
Quantenzahl j des Gesamtdrehimpulses muss gelten: j =1+ 1/2,1 — 1/2 (mit:
1>1,s=1/2).

Welche Dimension hat der Produktraum H = H; @ H,—/5?
Zeigen Sie, dass

1 o /limj—l—l/Q /l$m]—|—1/2

die gemeinsamen Eigenzustinde der Operatoren J2,.J,, L?, S? sind.
Hinweis: Starten Sie von der Behauptung, dass fiir j =1+ 1/2 und m; =1+ 1/2 gilt
l4+1/2,1+1/2,1,1/2) = |l,1)|+) und wenden Sie darauf wiederholt den Operator J_ an.

c) Die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten des Bahndrehimpulses L und
des Spins S fiihrt auf die Spin-Bahn-Kopplung (rein relativistischer Effekt) mit dem
Hamiltonoperator Hys = 5-55S - L1LV (1), wo V(r) = e¢(r) die potentielle Energie im
elektronischen Potential ¢(r) des Kerns ist.

Fiir die Diskussion der Spin-Bahn-Wechselwirkung wird im folgenden das Magnetfeld
B =0 (d.h. H,, =0) gesetzt, so dass der Hamiltonoperator eines Elektrons jetzt durch

H = Hy + Hpgs gegeben ist.
i. Welche Form des Potentials ¢(r) fithrt auf

Hig = S-L
m

wobei Z die Kernladungszahl ist?

ii. Berechnen Sie die Kommutatoren [Hpg, L.] und [Hyg, S,] und zeigen Sie, dass
demzufolge die Basis von J2, J,, L2, S? den Operator S - L diagonalisiert.

iii. Zeigen Sie desweiteren, dass sich in niedrigster Ordnung der Storungstheorie der
Korrekturterm

1 A? l 1
<HLS>n,j:li1/2,l = 2 9 ( -1 ) Zez<ﬁ>n,l

ergibt.

52. Radioaktiver Zerfall (6 Sonderpunkte)
Ein quantenmechanisches Teilchen liege zum Zeitpunkt ¢ = 0 in einem gebundenen Zustand
vor zum Energiewert E”. Bei t = 0 werde eine konstante Storung angeschaltet,
V(t) = V O(t), worauf das Teilchen in einem ungebundenen Zustand mit kontinuierlich
verteilter Energie {ibergehe.

a) Zeigen Sie, dass mit der Ann{:_mhme, dass die Besetzungswahrscheinlichkeit eines
Zustandes m # n nur durch Ubergédnge vom Zustand n bevolkert werde, folgt

d ,
ih%cm(t) = Vianen(t)emnt

fiir m # n. Was bedeuten V,,,,, und wy,,,”

b) Zeigen Sie, dass die Gleichung fiir die Amplitude des Ausgangszustandes n lautet

. d TWnmt
zh%cn(t) = Z Vimem(t)e + Vinen(t)

m#n



c)

Losen Sie beide Gleichungen nach ¢, (t) durch Fouriertransformation.

Hinweis: Setzen Sie ¢,(t < 0) =0 und ¢,(t = 0) = 1 an und beriicksichtigen Sie einen
kleinen Imaginérteil von w, damit alle Integrale konvergieren. Bestimmen Sie dann die
Polstelle von é,(w) in niedrigster Ordnung in w und fiithren Sie die
Fourier-Riicktransformation durch. Das Ergebnis lautet:

i

tAE,
FtAEL}

ealt) = exp{—5t -

Zeigen Sie, dass fiir lange Zeiten das Teilchen im Zustand m mit der Wahrscheinlichkeit

2 |Vin|?
|Cm<t - OO)’ = (0) (0)
(B’ — En’ — AE,)? + (hw)?

vorliegt. Wie lautet also der Zusammenhang zwischen der Lebensdauer des Zustandes
und der Verteilung von Energiewerten, die am radioaktiven Teilchen gemessen werden
konnen?



