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18. Foucaultsches Pendel; (11 Punkte)

Ein Pendel im Labor in Konstanz dreht seine Schwingungsrichtung langsam aufgrund der
Rotation der Erde. Dieser Effekt soll durch Betrachtung der Coriolis-Kraft auf das Pendel
bestimmt werden.

(a)

Die Position des Labors auf der Erdkugel laute

cos{)t sind
R(t) = R | sinQt sind

cos 6
mit der Nord-Siid-Achse der Erde || z. Welche Werte nehmen R, €2, § in Konstanz an?
Wie grof ist die Zentrifugalkraft im Vergleich zur Erdanziehung ? (1 Punkt)

Betrachten Sie die kinetische Energie T des Pendels im unbewegten Inertialsystem, dessen
Ursprung mit dem Erdmittelpunkt zusammenfillt. Zeigen Sie, dass mit den (vertrauten)
Koordinaten des Pendels im mit der Erde rotierenden Laborsystem (h(t), z(t), y(t)),
wobei h die vertikale Hohe, und z, y die Pendelauslenkung in der horizontalen Ebene
bezeichnen, die kinetische Energie 7' (im unbewegten System !) lautet:

T = %[mz + g+ R +2Q{& ((R+ h)sinf — ycos0)
—h (xsin @) + g (z cos )} +0(Q%)],

wobei X in Richtung Osten und y in Richtung Norden zeigt und der vernachléssigte
Beitrag O(Q?) mit der Zentrifugalkraft zusammenhéngt. (3 Punkte)

Hinweis: Die Geschwindigkeit in unbewegten System setzt sich zusammen aus der
Geschwindigkeit im bewegten System und der durch die Erddrehung bedingten
Rotationsgeschwindigkeit (ebenfalls in Koordinaten des bewegten Systems).
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(c¢) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir kleine horizontale Auslenkungen
dx(t) = x(t) — x(0), 0y(t) = y(t) — y(0) des Pendels im Schwerefeld Vgray = mgh.

(3 Punkte)

Hinweise: Benutzen Sie die Zwangsbedingung, dass die Pendellange konstant bleibt um

die Koordinate h aus dem Potential zu elliminieren und benutzen Sie dabei die Tatsache,
dass bei kleinen Auslenkungen dz, dy, fiir die vertikale Auslenkung h(t) — h(0) < dx, oy
gilt. Zeigen Sie auflerdem, dass die von h abhéngigen Terme in der kinetischen Energie T’
vernachléssigbar sind. Das Ergebnis lautet

o +w?dr = 206y
Sj+w?oy = —206i

Was sind w und  ?

(d) Losen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen mit der Hilfsvariablen ((¢) = dz + idy und
bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit der Drehung der Schwingungsebene. Gehen Sie
dabei von den Ergebnissen aus Aufgabenteil (c) aus um die Differential-Gleichung fiir
((t) aufzustellen. Nehmen Sie weiterhin an, dass w > €, Q) ist. Skizzieren Sie 0z, 0y als
Funktionen von ¢, wenn das Pendel in y—Richtung startete (dz = 64 = 0 und dy = yo,
oy =0 fir t = 0)

(3 Punkte)
(e) Um wieviel Grad pro Stunde dreht sich ein Pendel in Konstanz? (1 Punkt)

19. Fraunhofer Beugung, Phasenkontrastverfahren; (10 Punkte)

In dieser Aufgabe mochten wir die abstrakte Aussage aus der Vorlesung, das Beugungsbild
bei Fraunhofer Beugung sei die Fouriertransformierte der Spaltfunktion, am Beispiel des
Einzelspaltes herleiten. Desweiteren wird diese Erkenntnis auf die Wirkungsweise eines
Phasenkontrastmikroskops angewendet. Zur Vereinfachnung betrachten wir Systeme, die sich
in y-Richtung nicht &ndern, was unsere Analyse auf die xz-Ebene beschriankt.

Figur 1 B

(a) Betrachten Sie in Figur 1 einen Einzelspalt, der von einer ebenen monochromatischen
Welle betrahlt wird. Nach dem Prinzip von Huygens ist jeder Punkt innerhalb des
Spaltes Quelle einer Kugelwelle. Die Intensitdat auf dem Schirm B soll berechnet werden.

i. Bestimmen sie nach Huygens den Phasenunterschied A¢ einer Welle am Punkt P
auf dem Schirm, die von einem Punkt x im Spalt emittiert wird, als Funktion von
A(x) und der Wellenldnge A.

Hinweis: Die Wirkung der Linse wird erst in Aufgabenteil ¢) besprochen und wird
hier nicht betrachtet.



ii. Um die Amplitude des E-Feldes am Punkt P zu erhalten, miissen wir die Phasen e'®
der Wellen von allen Punkten x im Spalt aufsummieren oder aufintegrieren. Leiten
Sie folgenden Ausdruck fiir die Amplitude her,

/2
FE / dx ' F@) e

—d/2

Dies ist die Fouriertransformierte fiir k(«). Wie lautet k(a)?

(2 Punkte)
(b) Losen Sie obiges Integral und berechnen Sie damit die Intensititsverteilung auf dem
Schirm fiir einen Einzelspalt als Funktion des Winkels a. (1 Punkt)

Figur 2 O(x) F B

(c) Figur 2 zeigt die Abbildung eines Objektes in der Objektebene in die Bildebene B. Als
Objektfunktion O(x) definieren wir die Amplitude des E-Feldes in der Objektebene.
Diese Abbildung kann als Fouriertransformation der Objektfunktion O(z) in die
Brennebene F' und einer Riicktransformation in die Bildebene B angesehen werden.

Bestimmen Sie anhand nebenstehender Zeichnung die Positi- F
on x des Punktes P in der Brennebene als Funktion des Win- o) !
kels « fiir eine ideale diinne Linse mit Brennweite f. Bestim-

men Sie daraus die Skalierung der k-Achse, z(k). Wo liegt . -l
also das erste Minimum fiir einen Einzelspalt? (d = 2um, I N
A =600 nm, f =15 cm)

Skizzieren Sie die Intensitatsverteilung in der Brennebene F' fiir die folgenden Fille:

i. Das Objekt ist ein sehr grofler Spalt,

1 fir—L<zxz<lL
0 sonst

O(a:):{ }mitL—>oo.
ii. Das Objekt ist ein unendlich kleiner Punkt, O(z) = ().
N-1
iii. Das Objekt ist ein regelméBiges Strichgitter mit Abstand I, O(xz) = > 6(x —nl).

n=0
(3 Punkte)

(d) Das regelméBige Strichgitter weise kleine Defekte (zum Beispiel Verschmutzungen) auf.
Zeichnen Sie einen Fourierfilter in der Brennebene, der die durch die Defekte
auftretenden unerwiinschten Fouriermoden herausfiltert, so dass das Bild wieder ein
schones Gitter ist. (1 Punkt)



(e) Viele biologische Objekte wie Zellen sind lichtdurchlissig, was ihre Beobachtung mit dem
Mikroskop erschwert. Das Phasenkontrastverfahren, fiir das F. Zernicke 1953 den
Nobelpreis erhielt, nutzt die Tatsache aus, dass optisch dichtere Medien eine
Phasenverschiebung der Lichtwellen bewirken. Im folgen wird die Objektfunktion
O(z) = Ae™®@ betrachtet. A sei eine Konstante. O(x) beschreibt ein
nichtabsorbierendes Objekt mit Brechungsindex n # 1, das in der Objektebene liegt. Es
dandert die Phase, nicht aber die Intensitiat des Lichtes, von dem es durchstrahlt wird,
|O(z)|? = A2%. Die Phasenverschiebung sei klein, so dass wir

O(x) ~ A(1+ip(x) + O(Y(x)?)) schreiben kénnen.

i. Berechnen Sie die Fouriertransformierte O(k) von O(x) als Funktion von (k).

Vernachlissigen Sie Terme O(¢)(k)?). Berechnen Sie durch Riicktransformation die
Bildfunktion B(x). Zeigen Sie, dass |B(z)|? = konst + O(1?). Was kénnen Sie
dadurch iiber die Sichtbarkeit des Objektes sagen?

ii. Beim Phasenkontrastverfahren wird im Zentrum der Ebene F' ein kleines \/4
Pliittchen eingefiigt, welches die Phase der Fouriertransformierten O(k) bei k = 0
um 7/2 verschiebt. Wie lautet die veréinderte Fouriertransformierte O’(k)?
Berechnen Sie die Bildfunktion B’(x) sowie |B’(x)|? in erster Ordnung in v (z). Was
kénnen Sie nun iiber die Sichtbarkeit des Objektes aussagen?

(3 Punkte)



