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37. Perle auf rotierendem Draht; (6 Punkte)

Eine Perle gleitet reibungsfrei auf einem geraden rotie-
renden Drahtstiick, das um den Winkel @ gegeniiber sei-
ner Rotationsachse und der Richtung der Gravitations-
kraft geneigt ist.

(a) Stellen Sie mit Hilfe des Lagrange-Formalismus die
Bewegungsgleichung auf. (2 Punkte)

(b) Berechnen Sie ohne die Bewegungsgleichung zu 16-
sen, die Hohe h(a,w) der Perle, in der das System
stationér bleibt. (2 Punkte)

(c) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Bewe-
gungsgleichung. (2 Punkte)

38. Gekoppelte Pendel; (7 Punkte)
Zwei ebene Pendel mit Massen mq, mo und Pendelldngen [; und l5 seien durch eine Feder
gekoppelt (s. Figur). Die Pendelstangen und die Feder seien masselos. Dies ist eine Idealisierung
des Versuchs im Anfangerpraktikum.

(a) Berechnen Sie die charakteristischen Frequenzen A der periodischen Bewegungen fiir kleine
Winkel-Auslenkungen ¢; und ¢, um die Ruhelage. Sie erhalten diese aus den
Euler-Lagrange-Gleichungen fiir ¢;(¢) und ¢2(¢), wenn Sie die kinetische Energie jedes
Massenpunktes j als T; = $m;l3¢7 und die potentielle Energie U; = 9m;l;q7 ansetzen. Die
Grofle g bezeichnet die Erdbeschleunigung. Die Kopplung zwischen den Pendeln werde
durch den Term Ui, = §(q1 — ¢2)* beschrieben.

Machen Sie dazu den Loésungsansatz

(o) = (%) !

Zeigen Sie, wie aus diesem Ansatz die beiden gekoppelten linearen Gleichungen

—)\2 + wf + aq —Q Al -0 (2)
—Q —)\2 + w% + Qo Ag o



mit dem Frequenzeigenwert A folgen. (Wie lauten die Abkiirzungen w; und «;?) Durch
welche Forderung werden nun die Eigenwerte A bestimmt und warum? Wieviele davon gibt
es? Wie lautet die allgemeine Losung (q;(t), g2(t))? (2 Punkte)

(b) Berechnen Sie \ fiir den Fall, dass beide Pendel die gleichen Massen m; = ms und
Lingen [, = Iy haben. Stellen Sie die Frequenz \? als Funktion der Kopplungskonstanten a
graphisch dar. Wie schwingen die Pendel zueinander in den beiden Fillen? (Dieser
Zusammenhang ist Thnen eventuell aus dem Anfiangerpraktikum bekannt.) (1 Punkte)

(c) Wie verhalten sich im allgemeinen Fall die Frequenzen X in den Grenzfillen (G1)
12 € Aw? = w? — w? und (G2) ag5 > Aw?? Stellen Sie wiederum A? als Funktion der
Kopplungskonstanten « fiir beide Félle graphisch dar. Gegen welchen Grenzwert strebt A
jeweils fir den Fall starker Kopplung (G2)? (2 Punkte)

(d) Diskutieren Sie die Schwingungen fiir die Anfangsbedingungen ¢; = @, ¢2 =0, ¢ = ¢ =0
fiir den Fall des enarteten Pendel aus Aufgabe b). Beachten Sie hierbei, dass die Parameter
A 5 etc. Eigenvektoren zum Eigenwert A darstellen miissen! Skizieren Sie den Verlauf der
Schwingungen beider Pendel fiir den Fall schwacher Kopplung. (2 Punkte)

m1 m2

39. Kiirzester Weg auf Zylinder- und Kegeloberfliche; (7 Punkte + 2 Zusatzpunkte)
Ein Variationsproblem der Form

/de(y,y',x) = Extremum <& 5/dzL(y,y',x) =0 mit y=y(x)

wird gelost durch die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung

Die Losung dieser Differentialgleichung ist also die Funktion y(z), fiir die obiges Funktional
extremal (d.h., minimal oder maximal) wird.

(a) Gesucht ist die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte in der (z, y)-Ebene.
Hinweis: Verwenden Sie das Wegelement ds? = dz? + dy? und die obige
Euler-Lagrange-Gleichung. (1 Punkt)

(b) Finden Sie die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte auf der Oberflache eines Zylinders.
Schreiben Sie hierzu das Wegelement ds? = dx? + dy? + dz? in Zylinderkoordinaten ¢ und z
(r = const.). Durch die Parametrisierung z = z(¢) erhalten Sie ein Funktional der Form
[ds = [d¢ L(z'(¢)). Bestimmen Sie mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung den
extremalen Weg z(¢). Um was fiir eine Kurve handelt es sich dabei? (2 Punkte)

(c¢) Gesucht ist die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte auf der Oberfliche eines Kegels.
Driicken Sie hierzu das Wegelement ds in Zylinderkoordinaten r,  und z (mit
r/z = tan a = konst.) aus, und wéhlen Sie die Parametrisierung 6 = 6(r). Bestimmen Sie
das Extremum des Funktionals [dr L(6'(r),r).

Hinweis: Das Ergebnis lautet:
Tm =rcosa(d —0,,)



(d)

Was ist a? Wie hidngen die Integrationskonstanten r,,, und #,, mit den Randbedingungen
der Kurve zusammen? Die Euler-Gleichung liefert lediglich das Extremum der Weglédnge.
Koénnen Sie fiir einen Fall einen kiirzeren Weg finden? Weswegen liefert obiges Ergebnis
diese Kurven nicht? Was ergibt sich im Fall @ — 57 (3 Punkte)
Finden Sie die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte auf der Oberfliche einer Kugel.
Hinweis: Wenn Sie das Problem in Kugelkoordinaten 16sen erhalten Sie

asin(f) sin(¢) 4+ bsin(f) cos(¢) — cos(6) =0
(Kugel-Grofikreis Gleichung). (2 Zusatzpunkte)

40. Keplerproblem; (8 Punkte)
Die um 1610 veroffentlichten drei Gesetze der Planetenbewegung des Johannes Kepler
(1571-1630) waren das Ergebnis seiner bahnbrechenden Analyse der 38jahrigen Beobachtungen
von Tycho Brahe (1546-1601) und legten den Grundstein zu Newtons (1643-1727) Entdeckungen.
Wihrend Kepler 11 (Erhaltung der Flachengeschwindigkeit) fiir alle Zentralkraftbewegungen
Giiltigkeit hat, sind Kepler I (Planeten auf Ellipsenbahnen) und Kepler III (Quadrat der
Perioden ist den Kuben der Halbachsen proportional) auf Potentiale des reziproken Abstands
beschrankt. In der folgenden Aufgabe sollen Sie das Keplerproblem mithilfe des
Lagrange-Formalismus 16sen.

(a)

(b)

()
(d)

Stellen Sie die Hamilton-Funktion und die Lagrangefunktion in kartesischen Koordinaten
fiir einen Massepunkt im Zentralpotential

auf. (1/2 Punkt)
Zeigen Sie, dass der Drehimpuls L und die Energie E, sowie der Runge-Lenz-Vektor

A=vXx(rxv)+ar/r
mit geeigneter Wahl von o Erhaltungsgrossen der Bewegung sind. (1 Punkt)

Warum lasst sich das Keplerproblem auf ein effektiv zweidimensionales Problem
reduzieren? Ermitteln Sie die Lagrangefunktion in ebenen Polarkoordinaten. (1 Punkt)

Zeigen Sie erneut, dass Drehimpuls und Energie erhalten sind, und geben Sie die Gréssen in
Polarkoordinaten an. (1 1/2 Punkte)
Hinweis: Um zu zeigen, dass %E =0, benutze man die Euler-Lagrange-Gleichungen fir die
beiden Polarkoordinaten.

Losen Sie nach der Trajektore r(¢), und diskutieren Sie die unterschiedlichen Losungen
hinsichtlich der Energie oder anderer geeigneter Parameter. Fiir welche Werte von F
erhalten Sie geschlossene und fiir welche offene Keplerbahnen?
Hinweise: Benutzen Sie zundchst die Ausdriicke fir E und den Drehimpuls | in
Polarkoordinaten, um zu zeigen, dass

dr :tmTQ 28 P N 2y

dé - l m  m2rz  mr

Fiihren Sie nun die Substitution w = 1/r durch, und benutzen Sie

du s 1 —2au — b
/ Vau? +bu + ¢ T2 \/——_a areeos (\/62 — 4ac> '
(2 Punkte)
Ein Massepunkt (Meteorit, Raumsonde) fliegt aus sehr grosser Entfernung auf ein
Zentralpotential (Gravitationspotential eines Planeten) zu und passiert dieses auf einer
offenen Bahn (£ > 0). Bestimmen Sie den Winkel 6, um den sich die Flugrichtung des
Massepunktes éndert. (1 Punkt)

In welche Richtung zeigt der Runge-Lenz-Vektor? Berechnen Sie hierzu A im Perihel, dem
Bahnpunkt mit minimalem Abstand vom Kraftzentrum. (1 Punkt)



