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57. Benzinmotor; (7 Punkte)
Betrachten Sie den Kreisproze8 fiir einen idealen Benzinmotor (Ottomotor). Das
Benzin/Luft-Gemisch (N&herung als ideales 2-atomiges Gas) tritt im Punkt 1 des
Zustandsdiagramms (siche Abbildung) ein und wird adiabatisch komprimiert (1 — 2). Nach der
Ziindung heizt sich das Gas durch die explosionsartige Verbrennung auf und der Druck erhéht
sich bei konstantem Volumen (2 — 3). Bei diesem Arbeitstakt wird die Wérmemenge Qu
zugefithrt. Darauf folgt eine adiabatische Expansion (3 — 4). Wihrend der anschlieBenden
Abkiihlung bei konstantem Volumen (4 — 1) wird die Warmemenge |Qx| abgegeben
(Auspufftakt und Ansaugen des neuen Gemischs).
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(a) Berechnen Sie die aufgenommene und die abgegebene Wiarmemenge Qy und @ und zeigen
Sie, dass der Wirkungsgrad der Gleichung

Ty —Th

T3 -1y

n=1-

folgt. (2 Punkte)



(b) Bei der adiabatischen Expansion oder Kompression eines idealen Gases ist TV*~! = const
mit dem Adiabatenindex k. Zeigen Sie, dass damit

folgt. (2 Punkte)

(c) Der Quotient V;/V5 heifit Verdichtungsverhéltnis. Berechnen Sie mit x = 1.4 den
Wirkungsgrad dieses Kreisprozesses fiir ein bei Benzinmotoren typisches
Verdichtungsverhéltnis von 8. (1 Punkt)

(d) Begriinden Sie, wieso der Adiabatenindex durch 1.4 gendhert werden kann. (1 Punkt)

(e) Erkldren Sie, warum der tatséchliche Wirkungsgrad eines Ottomotors viel geringer als der
oben errechnete ist. (1 Punkt)

58. Zustandsinderungen;(6 Punkte)
Ein ideales Gas wird aus dem Anfangszustand (py, Vi, 7T7) durch quasistatische Prozesse auf drei
verschiedenen Wegen in den Endzustand (ps, V5, Ty) gebracht:

(a) Zustandsénderung von 1 nach 2 iiber A (isochor und isobar). (2 Punkte)
(b) von 1 nach 2 tiber Zustand B (isotherm und isochor). (2 Punkte)
(c) von 1 nach 2 iiber Zustand C (adiabatisch und isochor). (2 Punkte)
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Berechnen Sie fiir alle drei Wege (a), (b) und (c), um welchen Betrag sich die innere Energie
andert. Berechnen Sie analog fiir jeden Weg die Arbeit, die am System zu leisten ist und die
Wairmemenge, die zugefithrt werden muss. Nehmen Sie Cy, als konstant an und driicken Sie Thre
Ergebnisse durch die Zustandsgroen (p;, Vi, T;),i = 1,2 und Cy aus.



59. Eindimensionale Diffusionsgleichung; (5 Punkte)

(a) Diffundierende Teilchen seien zu einem Zeitpunkt (£ = 0) auf ein enges Gebiet um z =

konzentriert. (Denken Sie an die Farbpartikel eines Tropfens Tinte, der in Wasser gespritzt
wurde. Im folgenden soll beschrieben werden, wie der Tintentropfen auseinanderlduft und
sein Durchmesser mit der Zeit zunimmt.)
Losen Sie hierzu als Modell die Diffusionsgleichung in einer Dimension

2
%n(m t) = D%n(x t) fir t >0
mit der (vereinfachenden) Anfangsbedingung n(x,t = 0) = Ny d(z — o). Ny ist die Anzahl
der diffundierenden Teilchen, §(z) die Dirac-0-Verteilung.
Hinweis: Verwenden Sie die Fouriertransformation

Ak ) = / dr e n(e,t) et = / dk =% (I, 1)

Sie erhalten dann eine gewohnliche Differentialgleichung, die leicht 16sbar ist, und deren
unbekannte Parameter aus der Anfangsbedingung folgen. Die auftretende
Fourier-Riicktransformation haben Sie schon mal durchgefiihrt. (2 Punkte)

Zeichnen Sie die Losung fiir verschiedene Zeitpunkte.

(1 Punkt)
Bestimmen Sie das mittlere Verschiebungsquadrat

((x — x0)%) = /_00 dx n(z,t)(z — z)?

[e.e]

und zeichnen Sie seine Zeitabhéngigkeit. Es ist ein Maf fiir die Ausbreitung des Tropfens
der diffundierenden Teilchen. Warum ist ((z — z¢)) = 07 (2 Punkte)

60. Adiabatische Entmagnetisierung; (7 Punkte)
Viele Anwendungen der Thermodynamik beruhen auf mathematischen Umformungen von
Funktionen mehrerer Variablen. Diese Aufgabe soll an einige der mathematischen Techniken
erinnern.

(a)

i. Sei z(x,y) eine Funktion von = und y, die an einem Punkt sowohl nach z als auch nach
y auflosbar sei. Zeigen Sie, dass gilt:

(azgzy)) <8y(8:;, z)) (wg,z, z)) .
Hinweis: (az 7.y ) .y <3y(wz )

ii. Die Legendre-Transformation wurde detailliert in Aufgabe 55 besprochen. Betrachten
Sie zur Rekapitulation eine Funktion f(x,y), fir die gelte df (z,y) = pdx + qdy. Die

‘konjugierten’ Variablen p (zu z) und ¢ (zu y) sind definiert durch p = (W) und

q= <6f (zy ) Zeigen Sie durch Definition einer neuen Funktion g = f — qy, dass

dg = pdx — ydq. Wir konnen also g (die Legendre Trafo von f) als Funktion von z und
q betrachten.

iii. Da die Reihenfolge von Ableitungen vertauschbar ist, gelten gewisse Beziehungen. Wie

zum Beispiel:
Q(f?f(%y)) _Q(é‘f(%y))
Ox oy Oy Ox '

Mit f(x,y) = pdx + qdy zeigen Sie, dass
Ip(r,y) _ Iq(z,y)
oy ox

gilt. Solche Beziehungen heiflen in der Thermodynamik ‘Maxwell Relationen’.




(b)

Wir verwenden jetzt die obigen mathematischen Ideen, um einfache Thermodynamische
Probleme zu 16sen. Die Gibbssche Fundamentalform, die eine Beziehung zwischen den
Anderungen von E (Innere Energie), T' (Temperatur), S (Entropie), P (Druck) and V
(Volumen) gibt, lautet

dE =TdS — PdV.

Zeigen Sie, dass aus F' = E — TS folgt dF' = —S(T,V)dT — p(T,V)dV. Fiir ein ideales Gas,
mit Zustandsgleichung PV = NkgT, zeigen Sie, dass

OELY) — 8 (F(T,V) + S(T,V)T) = 0 gilt. Uberrascht Sie dies?

Wir betrachten jetzt ein einfaches magnetisches Material. Die Magnetisierungsarbeit pro
Volumen eines Korpers mit dem magnetischen Moment pro Volumen M betrégt HdM.
Geben Sie eine anschauliche Erklarung hierfiir. Seine Entropie S ist mit der zu- oder
abgefithrten Warme verkniipft {iber 7'dS. Fiihren Sie eine Legendretransformation der
Gibbs’schen Fundamentalform der Energie dE = T'dS + HdM auf die Funktion

F = F(T, M) der unabhéngigen Variablen 7" und M durch.

i. Als Zustandsgleichung einer idealen paramagnetischen Substanz findet man in guter
Néaherung das Curie-Gesetz: M = AH/T (A Curie-Konstante). Zeigen Sie, dass
OE(T, M)/OM = 0 folgt. Wie interpretieren Sie das Ergebnis?
Hinweis: Verfolgen Sie den selben Weg wie in (b). Betrachten Sie wie H (7T, M) aus
F(T, M) durch Differentiation folgt und verwenden Sie dann die Zustandsgleichung
(2 Punkte)
ii. Zeigen Sie, dass aus i folgt, S(T, M) = S(M =0,T) — Jg—j. Begriinden Sie somit, dass
warmeisolierte, (d.h. adiabatische, isentrope, dS = 0) Zustandsdnderungen durch
Kurven konstanter Magnetisierung gegeben sind, wenn man die
Temperaturabhéngigkeit der Entropie des unmagnetisierten Korpers vernachlissigen
darf, S(M =0,T) = S. (2 Punkte)
iii. Zeichnen Sie einen Carnot-Prozess im H-M- und im T-S-Diagramm.
Hinweis: Ein Carnotprozess besteht aus einer Abfolge von 4 Teilschritten, von denen je
zwei adiabatisch und zwei isotherm verlaufen. (1 Punkt)

iv. Zeigen Sie, dass sich der paramagnetische Kérper durch einen isothermen und einen
anschlieffenden isentropen Prozess abkiihlen ldsst (adiabatische Entmagnetisierung).

(1 Punkt)
v. Wie lassen sich die Prozesse in (d) experimentell realisieren? (1 Punkt)



