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1 Optik

1.0 Wiederholung der Elektrodynamik

1.0.1 Maxwell-Gleichungen

Die MAXWELL-Gleichungen sind partielle Differentialgleichungen fiir Vektorfelder. Durch sie werden die
elektromagnetischen Phinomene beschrieben, einschliefflich der Optik.
Vektorfeld

B (.r ., t) magnetisches Feld
N N N
Vektor Orkt? Zeit

H(r,t) magnetische Erregung
E(r,t) elektrisches Feld
D(r,t) elektrische Verschiebung
Partielle Ableitungen:

1é)
9 0,
I N .
Nane 4 0.

Operator

Vektoroperator in kartesischen Kordinaten

1.0.1.1 homogene Maxwell-Gleichungen

Beschreiben Bedingungen, die elektromagnetischen Felder erfiillen miissen.

A) Magnetfeld ist divergenzfrei

divB(r,t) = 0 (1.1)

B, B B,
differentielle Form: =V - B(r,t) = a@x + 8ayy + a@z =0
Integrale Form: Volumenintegral {iber ein beliebiges aber festes Volumen mit geschlossener Oberfléiche

0V . Dabei ist do der Normalenvektor zur Oberflache.

Gaufy’scher
0= / d*r vV - B(r,t) = do - B(r,t)
v ov

Fldchenintegral iiber geschlossene Oberfldche
Bemerkung: Magnetischer Fluss durch Fldche A

f,

[[],
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/do~B:/ d0n~B:/dmdsz(r,t)
A A
Fazit:

Der magnetische Fluss durch eine geschlossene Oberfliche 0V eines beliebigen Volumens V' verschwindet.
Das B-Feld ist quellenfrei!

B) Faraday’sches Induktionsgesetz:

Das FARADAY’sche Induktionsgesetz besagt, dass ein elektrisches Feld durch ein sich zeitlich verdnder-
liches B-Feld oder durch die Bewegung einer Drahtschleife im B-Feld induziert wird. Dazu lautet die
differentielle Form:

rot E(r,t) =V x E(rjt) = —B(r,t) - _%

B(r,t) (1.2)

Bei einer beliebigen, aber konstanten Flidche A (mit geschlossenem Rand 9A) gilt folgende Relation:

/®3:3/®B
dt
A

A
:—/dOVxE

A
= — 7{ ds- E
0A
bei der letzten Umformung wurde der STOKE’sche Satz verwendet.
Ein zeitlich verénderlicher magnetischer Fluss durch die Flache A induziert ein elektrisches Feld entlang
des geschlossenen Randes 0A. Das negative Vorzeichen ldsst sich mit der LENZ’schen Regel erkléren.
Elektromagneische Potentiale

Zum Losen dieser beiden MAXWELL-Gleichungen kann man sie miteinander verbinden. Dazu fithrt man
ein skalares Potential (¢(r,t)) sowie ein Vektorpotential (A(r,t)) ein.

Die beiden MAXWELL-Gleichungen (1.1) und (1.2) sind erfiillt, wenn das E- und das B-Feld durch die
Potentiale in folgender Art und Weise bestimmt sind:

w
i

Den Beweis hierfiir erhalt man mit:

V-B=V- (VxA)=0
VXE4+B=-Vx(Vg)-VxA+9VxA=0

=0 =0da beide Terme identisch

1.0.1.2 inhomogene Maxwell-Gleichungen

Beschreiben, wie D und H aus ,jexternen,, (freien, experimentell kontrollierbaren) Ladungsdichten o®* (r,t)
und Stromdichten j°*(r,t) erzeugt werden.

A) elektrische Ladungen:

Die , elektrische Erregung“ oder auch , elektrische Verschiebungsdichte* D(r,t) wird durch eine ,exter-
ne“ (freie, wahre) Ladungsdichte ¢ (r,t) erzeugt. Es folgt die differentielle Form:

divD = ™" (1.5)

fiir die integrale Form folgt:
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X
/ d3gext. _ Qext,
\4
/dBrv-D = f do-D = Q"
14 ov

dabei ist Q°** die externe Ladung in dem konstanten Volumen V. Ladungen in einem Volumen V erzeugen
elektrischen Fluss durch die geschlossene Oberfliche 0V (Ladungen sind Quellen des D-Feldes).

B) Maxwell’sches Verschiebungsgesetz:

Das MAXWELL’sche Verschiebungsgesetz sagt aus, dass die ,,magnetische Erregung” H(r,t) durch externe
Strome j** und durch den MAXWELL schen Verschiebungsstrom D erzeugt wird. Es ergibt sich eine
ebenfalls inhomogene MAXWELL-Gleichung in differentieller und integraler Form:

’VXH:j“"“"—i—D‘ (1.6)
/do (i +D) = / doV x Hsmzk“j{ds-H
A A 0A

Anschaulich ist die Aussage der integralen Form, dass bei einem Leiter, der von einem Kondensator un-

Leiter
H l i
H
I
H J’

L

Abbildung 1.1: H-Feld im Kondensator

terbrochen wird (im Kondensator ist ein D—Feld)7 auch in dem Bereich, in dem kein Draht (kein Strom)
ist, also im Kondensator, ein H-Feld existiert sofern bei den beiden Leiterstiicken ein H-Feld existiert
(Abb. 1.1).

Bemerkung: Die MAXWELL-Gleichungen sind 8 gekoppelte, lineare, partielle Differentialgleichungen fiir
12 Feldkomponenten bei gegebenen g und j = MAXWELL-Gleichungen sind nicht geschlossen, d.h. sie

legen die Felder nicht eindeutig fest.

Der Zusammenhang o, j = ¢, A folgt spéter
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1.0.2 Die Lorentzkraft

Elektromagnetische Felder iiben die Kraft:

F =g (B(x(0)) + v() x B:(0).0) (17)

auf ein Punktteilchen mit Ladung ¢, Position r(¢) und Geschwindigkeit v(¢) aus.

1.0.3 Materialgleichungen

Die Beschreibung der internen Ladungen, die in Materie vorliegen, ist zu schwierig. Das mikroskopische
Verstéandnis erfolgt erst bei der genaueren Betrachtung der Festkorperphysik.

Deshalb gibt es sogenannte Materialgleichungen. Sie sind Annahmen um dieses mikroskopische Problem
zu umgehen. Durch sie werden Zusammenhénge zwischen den Feldern H bzw. D und den Feldern E bzw.
B geliefert.

Materie enthélt interne Ladungen und Stréme, die Polarisations- und Magnetisierungseffekte liefern. Man
teilt auf:

‘Qtot, — ‘Qext, + Qint,
jtot. — jext. +jint
wobei die ,,mikroskopischen* MAXWELL-Gleichungen lauten:
Qtot.
€0

VxB= (jtot' + SoE) o

V-E=

Dabei ist g die Vakuum Polarisierbarkeit und pg die Vakuum Permeabilitét.
Allgemein gilt:

D=cE+P

1
H=—B+M
Ho

Dabei ist P die Polarisationsdichte und M die Magnetisierungsdichte , die beide von o™ bzw. 7™ erzeugt
werden:

VP — _Qint.
VxM+P =

Fazit: Die MAterialgleichungen geben die Zusammenhénge

Qint.;jint.(_)P;MHD;HHE;B

1.0.3.1 Vakuum

Im Vakuum gibt es keine internen Ladungen (o™ = 0 = j™*; g = ¢***; j = j**). Unter diesen Vorausset-
zungen gilt (ohne Ndherung):

D:E()~E
1
H=— B
Ho

Im Gegensatz zu diesen beiden Materialgleichungen sind alle anderen Materialgleichungen Nidherungen
aus einfachen Modellen, die fiir gemittelte Felder gelten.

10
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1.0.3.2 unmagnetische Materialien
In unmagnetischen Materialien gilt mit der magnetischen Permeabilitit (p):

1
H=— B (1.8)
ko

Unmagnetische Materialien sind dadurch charakterisiert, dass ihre Permeabilitét nahezu 1 ist. (u ~ 1)
Materialien mit p < 1 wie z.B. Wasser oder Kupfer werden diamagnetisch genannt.
Materialien mit p > 1 wie z.B. Sauerstoff oder Platin werden paramagnetisch genannt.

1.0.3.3 Leiter

In Leitern existieren freie, interne Ladungen. Wir betrachten verschiedene Modelle fiir Leiter:

e Modell des idealen Leiters:
Innerhalb des idealen Leiters gibt es kein elektrisches Feld, somit gilt EE = 0 innerhalb des Leiters.

e Modell des Ohm’schen Leiters:
Mit der Leitfahigkeit o gilt:

j* =0 E (1.9a)
und wegen M = 0 und P = ji*:
=D =c50E+P =e5E + oE (1.9b)

Bei Leitern sinkt die Leitfahigkeit mit der Temperatur bei Halbleitern hingegen nimmt die Leitfihig-
keit bei einer Temperaturzunahme stark zu; fiir Isolatoren gilt: o ~ 0.

Leiter: o Halbleiter: o,

S LY

T °T

Abbildung 1.2: Leitfdhigkeit in Abhéingigkeit der Temperatur a) Leiter b) Halbleiter

1.0.3.4 lIsolatoren / Dielektrika

In einem Dielektrikum sind alle Ladungen gebunden, es gibt keine freien Ladungen. Wieder unterscheiden
wir verschiedene Modelle:

e Modell des idealen Dielektrikums:
Mit der relativen Dielektrizititskonstante € gilt im idealen Dielektrikum:

D=c¢g-E (1.10)

e Modell des polarisierbaren Dielektrikums:
Hier gilt mit der Polarisationsdichte P, der Frequenz der gebundenen harmonischen Bewegung der
Ladungen wy und der Plasmafrequenz wp:

D=¢-E+P (1.11a)
P +wiP =cpw? - E (1.11b)

11
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e Modell des anisotropen Dielektrikums:
Beim anisotropen Dielektrikum gilt wie analog zum idealen Dielektrikum (1.10):

D=c¢cpc-E

Dabei ist £ jedoch ein Tensor zweiter Stufe (Matrix):

Dy | =1eya eyy €y | | Ey
D, €zx Ezy Ezz E,

Bemerkung: Ableitungen der Materialmodelle in der Festkorperphysik. Lineare Relation D ~ E nur in
Nitherung, allgemein gilt ¢ = (E?), aber die lineare Nitherung ist gut fiir kleine Felder.

1.0.4 Superposition und Komplexifizierung

Natiirliche Folgerung, da die MAXWELL-Gleichungen linear sind. Zur Vereinfachung betrachten wir die
Gleichungen im Vakuum (vgl. 1.0.3.1). Sind nun E,, und B, fiir n = 1,2,3,... Losungen zu MAXWELL-
Gleichungen zu g, und j,, d.h. gilt:

_ o
€o
VxB,=po-(n+eE,) VxE,+B,=0

VE, VB, =0

und sind ¢, € C, so gelten fiir die Superpositionen E = > ¢, E, und B = > ¢,B,, wieder die
n n

MAXWELL-Gleichungen mit den Quellen ¢ = > ¢, 0, und j = > cpjn.
n n
Beweis:

nach (1.6):  VxB=Vx)Y ¢B,
= chnv x B,
n
=Y e [0+ (in +20En)|
= uz > cnin + oo Y cnEn
= 1o -n(j + eoE) n

Das Superpositionsprinzip folgt aus der Linearitdt der MAXWELL-Gleichungen.

Seien E; und E; und B; und By Losungen der MAXWELL-Gleichungen zu 01, 02 und ji, jo so sind
FE =FEi +iFs; und B = By + By Losungen zu ¢ = 01 + i02 und j = j1 + ¢jo-

Beweis: s.o. mit ¢; =1 und ¢cg =@

Anwendungsbeispiel: reelle Felder, die lauten

E(r,t) = Egcos(k - r — wt)
werden dargestellt mit komplexen Feldern.

E.(rt) = Eg ./ Y cC  mit By, € C

1
iiber E = B (Ec +E}) = Re{E.(r,t)}

Bemerkung: Hiufig wird Re {...} nicht geschrieben.

12



OPTIK 13

1.0.5 Energie der elektromagnetischen Felder

Aus der LORENTZkraft folgt die Leistung der elektromagnetischen Felder an freien (externen) Ladungen
¢; mit ¢ = 1,2,... N im Volumen V. Dies ergibt als Anderung der Energie der Materie, d.h. der freien
Ladungen in V. Die Leistung erhilt man per Kraft mal Geschwindigkeit:

N
P = %UMM. = Zvi(t) gi - (E(ri(1)) +vi(t) x B(r;(t)))

Lorentz-Kraft

qi;V; - E(I‘l (t) ,t)

|
S.MZ

= / d*rE(r,t) - Z ¢ivi(t)o (r —r;(t))
“ i

mikroskop. Ausdruck fiir joXt

Damit ergibt sich die JOULE’sche Wirme (Leistung pro Volumen) zu j** - E. Dabei bezeichnet § den
DirAc-Delta-Spike. Die freien Ladungen / Strome generieren wiederum elektromagnetiche Felder. Mit
den MAXWELL-Gleichungen (MAXWELL’sches Verschiebungsgesetz (1.6) und FARADAY ’sches Induktions-
gesetz(1.2)) folgt weiter:

E-j"’“':E~(V><H—D)
=-E-D-V-(ExH)+H-(VxE)
—-E-D-H - B-V.(ExH)

d

dtUMat&/d3r(E-D+H-B+v-(ExH)):0

v

=

Das Prinzip der Energieerhaltung erlaubt die elektromagnetische Energie zu bestimmen:

Uem:/d?’r U (1)

14

Dabei ist u.,, die elektromagnetische Energiedichte. Man betrachtet ein beliebiges Volumen V', das aber
konstant gehalten wird. AuBerdem ist es wichtig, dass die felderzeugenden Komponenten (Leiter, Kon-
densatoren etc.) weit entfernt sind, so dass die Felder aulerhalb des Volumens als gegeben angenommen
werden konnen. Damit folgt mit Hilfe des Gauss’schen Satz:

d d

3 UMat T gz Vem + jl{do~S =0
av
—_———

Oberflichenintegral

wobei

112)

der Poynting-Vektor (die Energiestromdichte der elektromagnetischen Felder) ist. Im Folgenden wird
der Spezialfall untersucht, dass die Materie im Volumen V ein unmagnetisches, ideales Dielektrikum ist:

EED

E M D = 78tE2
H-B= %atﬂ‘z
€€0 2 | MHO ;72
Su., = —E*+ M0
tem = 5 B4 75

13



14 1.1. DIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENGLEICHUNG

Die zeitliche Anderung der gesamten Energie U = Upriat + Uem der freien, externen Ladungen und der
elektromagnetischen Felder im Volumen V ist gegeben durch den elektromagnetischen Energiefluss durch
die Oberfliche 9V von V.

Da das Volumen beliebig ist, folgt fiir die differentielle Form der Poynting-Satz:

i“ E+0u..+V-8S=0

1.1 Die elektromagnetische Wellengleichung

Nach MAXWELL und Faraday induzieren sich elektrische und magnetische Felder wechselseitig.

1.1.1 Lichtgeschwindigkeit c

Im ungeladenen (unmagnetischen) Dielektrikum (geXt = jeXt =0; D=¢egE; H= ﬁB) gilt zunéchst
mit dem FARADAY’schen Induktionsgesetz (1.2):
Vx (VxE+B) =0
= V(VE) —V2E + upo (v x H) -0
—oda o ——
=0da¢=0 :jeXt+ssoE
& —V2E + egopupoE = 0
Man definiert die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ sowie den Brechungsindex n als:
cm 23108 =
. VEoHo S ' :
Daraus ergibt sich die homogene Wellengleichung des elektrischen Feldes:
2 1.
Ve — ﬁat E(rt)=0 (1.13a)

C

v = + ist die Lichtgeschwindigkeit im Dielektrikum.

Uber das MAXWELL’sche Verschiebungsgesetz (1.6) erhélt man die homogene Wellengleichung des ma-
gnetischen Feldes:

0=V x (VXH—EEOE)
1 b 1 .
=V(V-B— ) - V2B— — B
fhito [k0
1
0= [VQ - ﬁaf} B(r,t) (1.13b)

In Luft ist beispielsweise n ~ 1,000294 und ,/ex =~ 1,000295.
In Wasser hingegen ist n ~ 1,33 und /ep ~ 9.
Die Erklarung dafiir liefert die Dispersion.

1.1.2 Exkurs: skalare Wellengleichung

Die Wellengleichung fiir ein Skalarfeld ¢(r,t) lautet:

<v2 - ;a§> ~p(rt) =0 (1.14)

Verschiedene Lésungstypen:

14



OPTIK 15

A) ebene Wellen nach d’Alembert
Behauptung;:
o(rt) = fr(k-r+wt)+ f_(k-r - wt)

mit dem festen Vektor k der Linge k = k| = ¢ und f,, f_ ist Losung der skalaren Wellengleichung fiir
beliebige (zwei Mal stetig differenzierbare) Funktionen fi.
Dabei ist f+ = fi(p+) wobei

pr=k-r+wt
als ,Phase“ der Funktion bezeichnet wird. Haufig wird allerdings nur

p=p_ =kr—wt (1.15)
als Phase bezeichnet.

] t=10 b) =1 t=10

(o) fle) *

a)
seiklx ¢

Abbildung 1.3: Ausbreitung der Welle a) mit ¢ nach —k laufender und b) mit ¢_ nach +k laufender
Erregung.

Wahlt man k = kx, so wird ¢+ = kz £+ wt und man erhilt die in Abbildung 1.3 dargestellte Situation.

f+ beschreibt eine nach —k (links) laufende Welle (Erregung, Signal), f_ eine nach +k (rechts) laufende,
da:

pi(r+ Arit+ At) = o4 (r,t) gilt fiir:
k- Ar = FwAt
Mit der Wahl von k in x-Richtung ergibt dies:

w
Ax = F-At
T F 2
Im Folgenden soll bewiesen werden, dass dies eine Losung der Wellengleichung ist:

O i (o () = 0 @i%)

= 8t (iw . 8fi>
Ops

O*f+
= (+w)?-
() i

Betrachtet man nun die homogene skalare Wellengleichung, so sieht man, dass sie genau dann erfiillt ist,
wenn man die beiden oberen Gleichungen gleichsetzt und dabei die linke Seite noch durch v? dividiert:
(£y2. OPfe 42 Ofx
v 9p% 9%

2
2 W
& k= 0z

15



16 1.1. DIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENGLEICHUNG

(K2 = (2)?) 5% = 0 ist erfiilt, wenn w? = k2v? selbst fiir 55 #0.

v
e k heifit Wellenvektor und gibt die Ausstrahlungsrichtung

e Die Relation w = kv heifit Dispersionsrelation. Sie muss erfiillt sein, damit die homogene (quel-
lenfreie) Wellengleichung eine nichttriviale Losung besitzt

e o ist ebene Welle, weil fiir t = ¢( die Flichen (Wellenfronten), auf denen ¢ = const. gilt, Ebenen
sind bestimmt durch k - r = const. < @4 (r,t = tg) = const. Wellenfronten sind senkrecht zu k

e Wellenfront ¢+ = const. bewegen sich mit konstanter ,, Phasengeschwindigkeit® Zv wobei v =
v = 7k in Fk Richtung
= Ar = FVvAL = :F%At

e Signaltransport:
Wiéhle Koordinatensystem (K S)X || v sodass 1-dimensionale Wellengleichung folgt

1
= <8§ — 1)282) o(xz,t) =0

Wie bewegt sich ein ,,Signal “ (Wellenpaket), das zum Zetpunkt ¢ = 0 lautet ¢(z,0) = ¢o(x), (i)(x,t =
0) = vo(x) (Anfangswerte) fiir t > 07

D’ALAMBERT: ¢(x,t) = fy(z + vt) + f_(z — vt)

— Anfangsbedingungen (i) ¢o(x) = f4+(z) + f-(z) mit Ofy(z + vt) = i(‘;’% - v wobei Abkiirzung
im Folgenden f, Ableitung nach Argument von fi

= vo(x) = (f}(z) — fL(x))v

integrieren:

(i1) 1 (@) — f(2) = 1 [ de'ug(a)

= fx(z) = 1(@ + 5 [ davo(2))

= ¢(z,t) = (gbo(m + vt) + go(x —vt) + fﬂH_vt dz'vg(x))

eindeutige und einzige Losung des Anfangsproblems (D’ ALAMBERT’sche Formel)

Beispiel:

withle vo(z) =0 und wolx) =

1 —a<zx<a
0 sonst

L

Werte ¢(|z| > v(to — t),t) haben auf ¢(x = 0,tg) keinen Einfluss.

16



OPTIK 17

Einflusskegel

b

-V +X ) vHx T X

Abbildung 1.4: Der s.g. Lichtkegel trennt Bereiche in (z,t), die zum Signal bei ¢(x = 0,t) beitragen.

B) Kugelwellen

Im dreidimensionalen Raum werde ¢(r,t) = ¢(r = |r|,t) angenommen. Dabei ist r = 0 der Ursprung des
Koordinatensystems (0.b.d.A.).

1 ~
aus (1.14): = 0= (V2 — 1}23?) B(rt)
2 1 ~
(siche BRONSTEIN) = (63 + ;6r - 1;28§> P(rt)

Man wiihle den Ansatz ¢(r,t) = L.g(rt):

1 1

fiir » > 0 folgt die eindimensionale Wellengleichung.
Wenn ¢ = ¢(r,t) gilt, so ergibt sich ¢ aus der d’Alembert Losung der radialen Gleichung fiir g = r - ¢:

o) = ~

r

(g+(r+vt) + g (r—vt))

Bemerkungen:

e g, ist die einlaufende und g_ die auslaufende Kugelwelle

e g. ergeben sich aus den Anfangsbedingunen mit der Formel von Poisson

Bei Kugelwellen sind Wellenfronten Kugelschalen im Ursprung

Die Amplitude skaliert mit %

ODb ebene Welle oder Kugelwelle verwendet wird, hingt von der Symmetrie des Problems ab.

17



18 1.1. DIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENGLEICHUNG

C) ebene monochromatische Wellen

Die ebenen monochromatischen Wellen sind ein sehr wichtiger Spezialfall der oben behandelten ebenen
Wellen, bei denen fi periodisch ist. Hier gilt:

f(px) = Ax cos(p+(r,t) +6+)
=Aicosk-rtwt+dy)

rf

]

_—

fiir festes r = rq gilt, dass fi(ro,t + mT) = fi(ro,t) periodisch (fiir m = 0,4+ 1,4+ 2,...) in ¢ ist. Die
Periode ist dabei T' = 27“ = %
v= % ist die Frequenz mit der Einheit Hertz und w = 27 wird mit Kreisfrequenz bezeichnet. Aulerdem

gilt fiir festes t = tg, dass ¢4 periodisch ist im Raum:

J+(r+ Arto) = f(r,to)

f+ ist periodisch in r fiir Ar -k = 27rm mit m =0,+1,+2,....
Waihlt man k || %, so ergibt sich:

2
Ax:m~—7r=m-)\
k
2 2 v
A:—:i = —
k wv v
v=AV
v-T =\

A ist die sogenannte Wellenlinge

1.1.3 Transversalitit elektromagnetischer Wellen

Im ungeladenen, unmagnetischen idealen Dielektrikum betrachten wir eine komplexifizierte ebene mono-
chromatische Welle: 4 4

E(rt) = By - e (k=) — g . ¢ (1.16a)
mit By € C? als konstantem Amplitudenvektor und ¢ als Phase. Physikalisch relevant ist nur der Realteil
von E.

Nun soll untersucht werden, ob diese Welle die MAXWELL-Gleichungen erfiillt:
Betrachten wir Gleichung (1.5) fiir ¢®Xt = 0:

V-D=esgVE =0
& —ik-Ey e =0
-~
#0
< k-Ey=0

Als néchstes untersuchen wir Gleichung (1.2):

B=-VxE=—ik x Ege’?

1 ,
= —k x E¢0;e*?
w

18



OPTIK 19

und durch Integration folgt weiter:

B =B e+ B*™(r) (1.16b)
N—_——

=0o0.B.d.A
1
mit: BOZ*'kXEO

w

Die MAXWELL-Gleichung (1.1) ist mit diesen Bedingungen erfiillt:
V.B=—ik Bye¥ = — k- (k x Eg) e =0
w

Es bleibt noch zu untersuchen, ob auch Gleichung (1.6) fiir jOXU = 0 erfiillt ist:

) . 1 4 .
—D +V x H = —iceqwEqe'? — = Ykx (k x Eg)e'?

Ko W
1 4 2 ,
— —— L[ ZW?Ey + (k- Eo) —K°Eo | €
Hito W\ € ——

=0

= _Ll |:<w)2 _ k_2:| Eoeiip
Ko W v S~——
£0

Damit wir also eine nicht-triviale Losung (Eq # 0) haben, muss die sogenannte Dispersionsrelation
w? = k%v? erfiillt sein.

Als Fazit erhalten wir, dass ebene monochromatische Wellen:
E =Eye¥ und B = Bge¥
mit: —p=k-r—wt kv =w= k<
n
die MAXWELL-Gleichungen in idealen Dielektriken 16sen und Transversalwellen sind:
EokZOZBokZOZBoEO (116(})
und dass gilt:
1
|Bo| = p [ Eo| (1.16d)
Thre Energiestromdichte ist:
1
S=—ExB
Ko
1
= — (Re{E} xRe{B
i (Re{E} {B})
1

 Appo

2

EEQYU
= E+E") - (E+E"k
LB+ E) - (E+E)
e

2
EEN

2
Dabei gilt: E2 = E-E und [E]* = E - E*.

[(E +E) x %k x (B + E*)]

IEP + Re {E?}] ok

{|E0|2 + Re {Ege%“’}] vk

1.1.4 Polarisation ebener, monochromatischer Wellen

k bildet mit den Einheitsvektoren, die auf k senkrecht sind (&; und &) (sie erfiillen also & - k = 0,

63 -k =0und &; - & = 0) ein (rechtshindiges) Orthogonalsystem. Damit ist Eqg schreibbar als:
E¢ = aé; + fé;
mit «,0 € C

19



20 1.1. DIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENGLEICHUNG

A) lineare Polarisation
Wenn (i) a =0, (it) 8 = 0 oder (iii) der Quotient % reell ist (d.h. o = Ae? und 3 = Be® mit A,B.§ € R),
dann schwingt E in fester Richtung:
o = Ae® 8 = Be®
= E = (Aé; + Béy) cos(k - r — wt + 9)

In allen anderen Fillen rotiert die Polarisationsrichtung mit der Phase ¢

B) zirkulare Polarisation

Wenn der Quotient § = =i also rein imaginér ist und die Lénge 1 hat, d.h. a = Ae® und = +ide?
(A,6 € R), dann durchléuft E einen Kreis:

=

1=

Abbildung 1.5: zirkulare Polarisation

rechts

EL :A(élcos(k~r—wt+§):Fégsin(km—wt—i—&))ﬁ< links

> zirkulare Polarisation

Dies ist eine Superposition zweier senkrechter linear polarisierter Wellen (mit APhase = 90°).

Bei einer Umlaufrichtung im Uhrzeigersinn spricht man von links zirkular polarisiert und im Gegenuhrzei-
gersinn von rechts zirkular polarisiert. Eine zirkular polarisierte Welle ist eine Superposition zweier linear
polarisierter Wellen. Analog ist die linear polarisierte Welle Superposition zweier gegenlaufiger zirkular
polarisierter Wellen.

C) elliptische Polarisation

In allen anderen Féllen durchlauft E eine Ellipse und ist im Allgemeinen immer noch eine Superposition
zweier linear polarisierter Wellen.

1.1.5 Oszillierender Dipol als Quelle von elektromagnetischer Strahlung

e fundamental fiir zwei Aspekte der Optik
Emission von Licht (Sender)—IK4
Licht-Materie-Wechselwirkung — 1.3.ff., IK4

e Beispiele: Resonanzfreuqgenz g
Stabantenne MHz-GHz
Gitterschwingungen in Festkorpern 10THz
Molekiilschwingungen 100THz, 1THz= 10'?Hz
Atomare Ubergénge 500THz

20
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JLLE

=

Abbildung 1.6: elliptische Polarisation

e wichtige Aspekte der Dipolstrahlung
Retardierung E(t) + & ~ 2 (t)
maximale Abstrahlung der Ebene senkrecht zur Achse (Aquatorebene)
minimale Abstrahlung der Achse parallel zu Dipol
Fernfeld: F ~ % fiir r > A
Nahfeld: £ ~ %2 fir r < A

e wichtige Groflen

makroskopisches Dipolmoment p = e- xEM — mit e: verschobene Ladung und x: Abstand
Schwerpunkte positiver-negativer Ladungsverteilung

Polarisationsdichte: P = ¢ [, pdV
Potential Riickstellkraft V(x): z.B. V(x) = £2?

reduzierte Masse der verschobenen Ladnungen z.B. m,

Resonanzfrequenz (fiir kleine Auslenkungen) z.B. wo = /&
1.1.6 Lichtwelle - Photonenfeld
M. PLANK (1900) A. EINSTEIN (1905)
Photoeffekt

Intensitat [,

Frequenz v

PLANCK’sche Konstante:

h = 6026 - 10~34Js
- h
27

Lichtquant: Photon

21



22 1.2. MATHEMATISCHER EINSCHUB -FOURIERTRANSFORMATIONEN

e Energie F = hv = hw
e Ruhemasse des Photons m =0

e Impuls im Vakuum des Photons p = hk (komplexer Zusammenhang in Materie)

1

Lichtquelle Photonenfluss in

sm?
fs-Laser 100GW, Fluss durch 20um  10%°
cw-Laser 10W 1029
pralle Sonne 1022
Laserpointer 1mW bei 2mm 102!
Arbeitsraum 101
Vollmondnacht 1016
sternenklare Nacht 1014

1.1.7 Frequenzspektrum der elektromagnetischen Strahlung

Sichtbares Licht bei 400-800nm

1.2 Mathematischer Einschub -Fouriertransformationen
Motivation:
Ebene, monochromatische Felder

E(r,t) = Re {Eoe_i(kr_‘”t)}

sind spezielle Losungen der MAXWELL-Gleichungen, die niitzlich sind, weil ein beliebiges Feld E(r,t) mit
ihnen als Linearkombination (Superposition) geschrieben werden kann.

Thema ist, in wieweit die Diskussion der ebenen, monochromatischen Wellen ausreicht, um allgemeine
Felder zu beschreiben.

1.2.1 Definition der Fouriertransformation (FT)

Mit x € R?, einem Vektor im d-dimensionalen Raum und sei f(x) € C stiickweise stetig und absolut
integrabel, d.h.

[ @156l < o0

Mit k € R? ist die (d-dim) FT definiert durch:

f(k) := / A%z ek f(x) (1.17a)

Rd

Bemerkung: Elementare Eigenschaften

e FT ist lineare Abbildung f — f

f—= [ =FTfx)] k)

mit Ay, Ay € C konstant.

FTALf1 (%) + Az fo(x)] (k) = A fi + Ao fo

(ﬂmr:fmf:/d%e%XF@raﬁem

22



OPTIK 23

o falls f reell, d.h.f(x)* = f(x)
= (f(k)" = f"(-k) = f(-k)

e falls f(x) (anitsymmetrisch) symmetrisch, d.h. f(—x) = £f(x) = f(k) = £f(-k)

e Verschiebungssitze: mit a als festen Vektor und x’ = x + a:

FT[f(x +a)](k) = e f(k)
FT[e'P*f(x)](k) = f(k + p)

Bsp.: GauB-Funktion fg(x) = e~7*" mit Re {v} >0

fg(k):/ddxe“"‘(fwc2

o0 oo oo

. 2 . 2 . 2
_ /dxlezklxl YTy, / deezk}zxz YTy L. / dxdezkdzd Yy

— 00 — 00 — 00

Nebenrechnung: (Eindimensional)

fer(k) = / dzetta e’

— 00

0 z abs.int. ik
Spfar®) "2 [ 4o 8 fou(a)

. 7 — 2
:/dxzxe““ e

:/dxﬁ eikxf’yzQ . ;Z _ﬁeikx77x2
ox \ —— 27y 2y

*
* (Randterme) gibt integriert 0, da lim ;o etka—=72® _, (),

= %ff c1(k)
= O fer (k) + %fm(k) =0
Diese Differentialgleichung hat die Losung:
Jor(k) = A
wobei

A= far(k=0)= / dwe™ "

—00

Multidimensional:

Dies ist wiederum eine GAUSs-Glocke (Spezialfall!)
Bemerkung: Die Breiten Az und Ak sind umgekehrt proportional Az - Ak = 2 (unabhéngig von 7).

23



24 1.2. MATHEMATISCHER EINSCHUB -FOURIERTRANSFORMATIONEN

A 3 (k)

1
ﬁ
ten Kurve ist das Maximum bei \/? und im Abstand Ak = 2,/7 ist die Funktion f bei

sy §
ve’

1.2.2 Differentiation und Multiplikation

Abbildung 1.7: FOURIERtransformation am Beispiel einer GAUSS-Glocke; Az = —=. In der transformier-

A) Differentiation

Sei f(x) nach z; (partiell) differenzierbar, und sei 8%% f(x) = 0y, f(x) = 0;f(x) absolut integrabel, dann

FT[0, f(x))(k) = i kif (k) (1.18)

Bew.:

. d ; 0
d ikx part.int. d ikx
/d xe Bacif(x) = /d xf(x)axl e

+Randterme im “ unendlichen,= 0, da f(]z| — c0) — 0 damit f absolut integrabel
= —ik; / A%z e’ ¥ f(x)
= —ik; f(k)

Analog gilt:
FT(0:0; f(X)](K) = (—iks) (k) f(k)  usw.

e Nutzen der FT:
Differentiation (nach x) im Urbildraum wird Multiplikation (mit k) im FOURIERraum.

e weiter gilt:

FT [gradf(z) = Vf(k] (z) = —ik f(k)
FT [divB(z) = V - B(z)] (k) = —i k - B(k)
FT [rotB(z) = V x B(z)] (k) = —ik x B(k)
FT[Af(z) = V2 f(K)] (2) = —k* f(K)

B) Multiplikation
falls |x|™ f(x) absolut integrabel:
verwende FT [eP*f(x)] (k) = f(k + p)

Taylor LS = / dz Z Zﬁ(X p)"e™* f(x)
n!

. of(k) 1, 9 .,
RS = f(k) + —éﬁ() + 55 (k) +
Durch Vergleich der Potenzen in p:
oF
FT[x f(x)] (k) = —ia—l{ usw.
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1.2.3 Faltungstheorem

Sei
= / d%y g(x —y) f(y)

h heifit Faltung von g mit f (im Ortsraum). mit y' = x —y:
hoo = [ @y’ ') fx -y

dann gilt : 3 }
h(k) = g(k) f(k)

Eine Faltung im Ortsraum wird Produkt im FT-Raum.
Beweis:
dlye™ Vg (x —y) "V f(y)

o= [ |
:/MC/M g(C)e™ 1 (y)
9K

wobei: ( = x — y; da Integrationsgrenzen “ 00, sind = Integrationen unabhéngig.

Bemerkung: Zweiter Nutzen der FT, siehe Dispersion spéter

1.2.4 Umkehrung der FT und Parseval-Gleichung
A) FT-!
Idee: Verwende fg (k — p) als ,DIRAC-§-Funktion® fiir v — 0 mit einer Faltung, Wobei

fa(k—p) =FT [e~"P*fa(x)] (k)

mit ,
fa(x) ="

(unten verwenden wir fg(x) =2 1)

Hilfs-Satz:

/ddufl(u)fz(u):/ddufl(u)fz(u)

Beweis: LS (linke Seite), RS (rechte Seite)

LS = / du / dxe’™" f1 (x) f2(u) = RS

damit:
y= [ e fk-p)- o)
mit Hs: y= / ddiﬂ@*iprG(X)fl(X)
ﬂy—/dd:ﬂe PXG(x)
explizit:

d
2 2
o= [t (7) e
| —

schnell verdnderlich
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26 1.3. BRECHUNGSINDEX UND DISPERSION

= TAYLOR-Entwicklung um k = p:

Y
| S ——
~—0
-0
£ d
=g(p) () (m)>
Y
= g(p)(27)"
mit z = k\;:f’ im vernachléssigbaren Integral
damit folgt das Umkehrtheorem:
flo = [ ate e fx)
A% _iex 7
F(x) = / g ¢ b (1.17b)
Bemerkung: f — f ist eineindeutige Abbildung mit
; FT
f=1r
1 ddk —ikx ¢
FT—: f= ) e f(k)

Jedes beliebige (abs. integrabel) Feld f(x) lésst sich darstellen als Superposition von Fourier-Moden e~ tkx
mit f(k) als Gewichten.

(B) Parseval-Beziehung

d
[ @ g = [ G000 (119)

Beweis mit Hilfssatz:

1.3 Brechungsindex und Dispersion
e Ausbreitung von Licht: n(w)

oen==%:= /eu~x./e

1.3.1 Huygens’sches Prinzip
e qualitatives Bild fiir Lichpropagation in polarisierbaren Medien

o E(x,t) = Polarisationsdichte P(x,t)
= Re-Emission sekundédrer Welle E,(x,t)

fir n # 1:

e cventuell Phasenversatz

26



OPTIK 27

e durch Resonanzen des harmonischen Oszillators

C. HUYGENS (1690)

Ausbreitung einer Wellenfront dadurch, dass von jedem Punkt im Raum eine Kugelwelle
ausgeht.
Superposition = neue Wellenfront

Amplitude 4+ Phasenversatz
E;(x,t) — lokale Eigenschaften des Mediums

1.3.2 Dielektrische Funktion: Lorenz Modell

e Elektrodynamik: € = const.
e aber z.B. HyO: \/e(w = 0) = 8,96 und n(598) = 1,33
o cinfaches Modell fiir e(w) in Systemen mit gebundenen Ladungen bzw. Elektronen (Dielektrika)

e Atome: negativ geladene Elektronen e~ mit m, = 9,1-10~3'kg und Ladung ¢ = 1,6-10~!? gebunden
an positivenKern mit my = oo

= Bewegungsgleichungen fiir Dipolmonent p = —gx. Dabei ist p die makroskopische Polarisation
aus p = (¢ — 1)goE (MAXWELL-Gleichungen)
treibende Kraft F(¢) auf e™:
F(t) = —cE(t) = —eEge™!
Eo || x, reell
x(t): Auslenkung eines 1-dimensionalen harmonischen Oszillators mit Resonanzfrequenz wy und D&mp-
fungskonstante v < wq

1 ,
i+ i+ wic = EF(t) = f%Eoe“"t

e
m (w3 — w?) + iyw
p(t) = qu(t) = —ex(t)

1 1

P(t) = —ex(t)N =e*’N— —5———
(t) ex(t) € m (w2 — w?) + iw

(e(w) = 1) e E(?)

EO eiwt

E(t)

Dabei ist N die Teilchendichte

e2N 1
gom  (wiw?) + iyw

1.3.3 Brechungsindex
e allgemein aus der Wellengleichung: n(w) = v/¢(w)

o verdiinnte Medien: e(w) =1+ Ae mit Ae < 1

(=1 =(m?—1) = (n+1)(n—1)~2n—1)
1 1 1
3

2
— 1) =e2N .
(tw)—1)=e 2eom  (wo — w?) + iyw

(n—1) =

n(w) = ng(w) + in;(w)
e2N wi — w?

2eom (W3 — w?)? + 72w?

nRr

e2N —Yw

N; =
= 9ckom (wd — w?)? + y2w?

27



28 1.3. BRECHUNGSINDEX UND DISPERSION

1.3.4 Absorption von Licht
e Ausbreitung ebener Welle in z-Richtung
e Medium mit n = ng + ing

e Wellenvektor k = ==

E(Z,t) — Eoe[iwt—ikz]

wnp

:Eoe[iwtfi - z+%z}

wn wn
= FEyexp [—Iz} - exp {iwt —1
c

Eay

LY
™,
Y
b
My
.
-
i
/\\
S
Ty
T
/\ ‘-H-:e"-r_—
U W

2wnrz

I(z) =1(0)e = =1I1(0)e”**

.Y
* -
&

Intensitéat:

. 2wnr 4y
mit a=— = -
c A

Lambert-Beer-Gesetz

a: Extinktionskoeflizient

LORENZ:
e*N yw?
a =
gome (w3 — w?)? + y2w?
thermisches Gleichgewicht ny < 0; Laser: n; > 0
Transmission ()
I(z
T=22 _ az
10) ~

I(z) = I(0)e "Nz
I(0)107°¢* optische Dichte

mit o: Absorbtionsquerschnitt
¢: Konzentration in Mol

e: molarer Extinktionskoeffizient
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OPTIK 29

1.3.5 Brechungsindex und Absorption von Metallen: Drude-Modell

Leiter: freie Elektronen
— Riickstellkraft —0
— transversale Resonanzfrequenz: wy = 0, Dampfung vernachléssigt, also v = 0

e2N
Epm

2
= c(w)=1- % mit der Plasmafrequenz w, =

w>wp:e>0,n reell
w < wp; € < 0,n imagindr

Beispiel: Ag

Nag=6-10%cm™®  w,=1,38-10"%"1(UV)
griines Licht A = 500nm— w = 3,76 - 101%s~1

wQ
nr=1/ 2 —1=-353
w

Eindringtiefe £ = — 2~ = 11,3nm
. a 4dmtng
jetzt: v =10
LORENZ:
SJL
]
i
]
L]
]
i
]
i
I
I
I
]
S — e
I i //,-‘-
. >
m{Jr Wy o
i
|
|
| I
| 1
| I
DRUDE
E M
| s s mmn s rm e s -
—
—
L
@, “ 0

VD =eVE =0

fiir e = 0 = longitudinale Eigenmoden méglich!
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30 1.4. OPTISCH ANISOTROPE MEDIEN: DOPPELBRECHUNG

1.4 Optisch anisotrope Medien: Doppelbrechung

1.4.1 Grundlagen

anisotroper Kristall

Abbildung 1.8: anisotroper Kristall

€7t Wwoy F Woy = £5(w) # gy(w)

" . 5
;’.:J{ he (r'-i.fl.r ‘@
allgemein:
3
D=c ¢ B Di=c ) enBr i=123
Tovaos k=t

aus Symmetrie:

1
D; = eoe; Ei; E; = D;
€0&q
Hauptachsenform:
e, 0 0
€= 0 g O
0 0 e,
3 Falle:

1) optisch isotrope Medien: ¢; = ¢
Bsp: Gléser, Fliissigkeiten, Gase, kubische Kristalle

2) optisch einachsige Kristalle: e, = ¢, =¢,6, =¢
z-Achse: optische Achse

3) optisch zweiachsige Kristalle ¢, # €, # ¢, # €,
— zwei optische Achsen

1.4.2 Lichtausbreitung in doppelbrechenden Medien

e MAXWELL-Gleichung = D = gocE

e cbene Welle: E = Egeiwt—ikx
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OPTIK 31

VD=0=kD=0; kl.D
VB=0=kB=0; k.B

B
vxE:_%ikXE:wB; B | E
oD
VXB:MOE:kXB:_MowD; BLD
2
==kxkxE= w2
EoC
Energiefluss:
SziEXB SLE;SLB
Ho
Spezialfall: ¢, = & = %
Eo: 45° zur x-Achse

z 0
DOZE()<EO € >:<
Yy

) =¢eoEy <
allgemein: D f E; k }f S
Spitze von Dy auf Ellipse mit Achsenabschnitt epe,Ep und eoeyFy
Strategie fiir Berechnung der Lichtausbreitung:

SESE

SiEslE
N———

e Richtung k: e, = ﬁ

e Richtung E = lineares, homogenes Gleichungssystem:

1
ekxekxE—l——ngEQE:O
n2= =

losbar, falls det(G) =0

= Gleichung 2. Gerades in n?

= 2 Werte von n > 0, verniipft mit 2 Polarisationsrichtungen
= Richtung von E und D festlegen

1.4.3 Optisch einachsige Kristalle
Ex =&y =€, €Z=€”

k|| z=det(G)=0=n= /e,
= keine Doppelbrechung

k| 2= n4 = F],n0 = VEL

Ngo : auflerordentlicher Brechungsindex, E || z
n, : ordentlicher Brechungsindex, E || y

allgemein: Winkel 6 zwischen k und optischer Achse z:

1 cos?f  sin’6 .

n (9)2: ’ ’ o T VEL

g1 8”

2 Polarisationsrichtungen:
e ordentlicher Strahl: E und D L z folgt dem SNELLIUS’schen Brechungsgesetz

e auflenordentlicher Strahl: polarisiert in der Ebene durch die optische Achse z und k. Diese Ebene
nennt man den Hauptschnitt des Kristalls. Er folgt SNELLIUS’schen Brechungsgesetz nicht.

Strahlenellipsoid fiir Phasengeschwindigkeit vy und vg,:
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1.5. REFLEXION UND BRECHUNG

Achenabschnitte:

ordentlicher Strahl:
auferordentlicher Strahl:

C C
Vao = =
EH Nao
C &
Vo = =

fir vee > Vo3 Nao < Mo -

Ngo > Mo &

Brechung an optisch einachsigem Medium

— HUYGEN’sches Prinzip

1.5 Reflexion und Brechung

1.5.0 Einfiihrende Versuche

Kugel
Ellipsoid

negativ einachsig

positiv einachsig

L T T rarE—

e Brechnug an Grenzfliche Wasser-Luft

Licht wird zum dichteren Medium hin gebrochen

o« Grenzwinkel der Totalreflexion

Reflexion: Einfallswinkel = Ausfallswinkel

e Brewster-Winkel

(X

Abbildung 1.9: Brewsterwinkel

1.5.1 Wiederholung: Feldverhalten an Grenzflachen

Ziel:

bisher: Wellen in unedlichem Medium
nun: Ubergang von elektromagnetischen Wellen zwischen Medien mit unterschiedlichen Materialparame-

tern
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OPTIK 33

Problem: Makroskopische MAXWELL-Gleichungen und Materialgleichungen gelten nur nach Mittelung
iiber rdumliche Bereiche, die einige polarisierbare Atome enthalten.
MAXWELL-Gleichungen gelten fiir Bereiche, wo Materialparameter ¢, u, o etc. stetig sind.

Material 1 und 2 seien beschrieben durch unterschiedliche Materialgleichungen. Eine Grenzfliche wird
durch Grenzschicht mit Dicke éh, wo p, o ... schnell verdnderlich, aber stetig modelliert.

Problem: Fiihre Grenziibergang dh — 0 durch um mit einfacher Grenzflache arbeiten zu kénnen. Materi-
al 1 und 2 haben unterschiedliche Materialparameter und Grenzschicht der Dicke dh trennt beiden. Fiir
d0h — 0 erhélt man Grenzfldche.

Annahme: Fiir 6h — 0 bleiben alle Felder und ihre zeitlichen Ableitungen endlich. (klappt nicht fiir zu
stark vereinfachte Materialmodelle)
Geometrie

/
N/

Definiere: i = ny

Az
Al = A, in x-y-Ebene heifit Tangentialvektor oder parallel
0

= Zerlegung eines beliebigen Vektors A
A=Al+ A", A" Vektor senkrecht zur Grenzfléche.

A=(Ad)h+hx (AxA)

—_—
An Al

e Maxwell-Gleichungen 1: (1.1)
V- B=0=n-(B2-B1)=0 (1.20a)
Die Normalkomponente von B ist immer stetig
o Maxwell-Gleichungen 2: (1.2)
VXE+B=0=nx (E;—E;) =0 (1.20b)
die Tangentialkomponenten von E sind immer stetig.
¢ Maxwell-Gleichungen 3: (1.5)
V-D=¢"=n-(D®_-DW)=,F (1.20c)

die Normalkomponente D ist stetig, springt um o, wenn o = 0 keine Losung der MAXWELL-
Gleichungen und Materialgleichung liefert.
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34 1.5. REFLEXION UND BRECHUNG

1
or = lim —/ d®ro(x)
v

sh—0 A
7 C . .
[o"] = — Fliachenladungsdichte
m
e Maxwell-Gleichungen 4: (1.6)
VxH—j +D = nx (HO —H)— jF (1.20d)

die Tangentialkomponenten von H ist stetig, oder falls dies keine Losung der MAXWELL-Gleichungen
und Materialgleichungen erlaubt, springt sie um Oberflichenstromdichte j*

Joa do— § ds

S
L& ]

lim —
5;1210L/ doj

1.5.2 Energiefluss durch Grenzflichen

Wichtig fiir die Optik ist das Verhalten von Poyntingvektor S = E x H an Grenzflichen. Betrachte
Energie in Zylinder Hohe:= dh, Volumen:= 6V = Adh

£iz) -

1
T
N l:
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OPTIK 35

Energieerhaltung im Volumen §V (1.0.5)

/ d3r(ucm+je’“'E):]{ doS
2% dév

= / doS+/doﬁ18—/doﬁQS

Mantel Ay Az
Postulate fiir den Grenziibergang dh — 0:
e Die Felder und ihre zeitlichen Ableitungen seien endlich

[ &riem —0und [ do-S — 0 fiir 6h — 0

(2% Mantel

e Die Tangentialkomponente von E ist stetig.

e Oberflichenstrom entlang der Oberflache ist moglich fiir spezielle Materialien, d.h

/ d%jeva‘Sh—*PEH./ doj”
2% A

wobei A = Ay = A, fiir 6h — 0 ist; typischerweise ist j& aber 0.
e = § doS — [ don (S® —8W)
A

En./ dOjF:/ doi - (S — s)
A A

Da die kleine Fléche A beliebig ist, folgt:
f-(S® sy =_g.j"

d.h. die Normalkomponente von S ist stetig. Falls j zur Losung der MAXWELL- und der Materialglei-
chungen nétig ist, macht sie einen Sprung um die JOULE’sche Wirme des Oberflichenstromes.

Bemerkung: Alternativer Beweis:
i (E® xH® —E® x HY) = E® . (H® x a) - ED . (HD x 7)

Da die Tangentialkomponenete von E stetig ist und die Klammer jeweils tangential zur Oberflache ist,
so gilt:
El.(H® —HW) xa=—El.j"

Bemerkung: Zeitlich gemittelter Energiefluss < S > monochromatischer Wellen, d.h E,B ~ ¢!
Definition:

1 T
<S>:T/ dtRe{E} x Re {H}
0

mit T = %’T als Periode der monochromatischen Welle.

<S>=

T
dt(E4+E") x (B+B*
T [ HEE) BB

Da jeweils die reinen und die komplex-konjuierten Teile beim Integrieren O ergeben:

T . .
/ dt e2zwt — (eQth o 1) =0
0

ergibt sich fiir den Energiefluss:
1
<S>=_—"-Re{E"xB
o { }

Fiir transversale ebene monochromatische Wellen mit B = %k x E und E - k = 0 folgt weiterhin:
6002 2

(selbst wenn k € C)
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36 1.5. REFLEXION UND BRECHUNG

1.5.3 Brechungs- und Reflexionsgesetze

Betrachten wir die Grenzflache als eben:

1 2
R

¥

&S yis ©

Die einfallende Welle sei Ej, sie habe die Phase ¢y und trete unter dem Winkel o zum Lot ein. Die
reflektierte Welle sei Eg, und die transmittierte Welle sei E7 mit der Phase ¢ und dem Winkel § zum
Lot. Material 1 (z < 0) sei 0.B.d.A ein ideales Dielekrikum (z.B. Vakuum). Felder miissen in 1 und 2
MAaXWELL-Gleichungen und Materialgleichungen erfiillen und Stetigkeitsbedingungen (1.5.1) bei z = 0
geniigen. Zur Vereinfachung ebene monochromatische Wellen mit den Phasen

pi=wit —k;-r mit ¢=I1,RT
zu den Frequenzen w; und den Wellenvektoren k;

1.5.3.1 Kinematische Einschrdnkungen

Wegen der Stetigkeitsbedingungen, die fiir alle t und alle x,y an der Grenzflache gelten, miissen die Phasen
bei z = 0 bis auf eine additive Konstante iibereinstimmen, welche in die Feldamplituden inkorporiert wird:

OJ[t—k['I'|Z=0:CL)Rt—kR'I'|Z=0:th—kT'I‘lzzo‘ (*)

Diese Gleichung ist nur dann fiir alle ¢ erfiillt, wenn gilt:
Wy = WR =Wy =W

d.h. die Wellen haben alle die selbe Farbe. Brechungsindizes kénnen definiert werden iiber

ki(w) = %ni(w)

e A) Reflexion:

T x x
Gleichung (*) gilt nur dann fiir Vr |,.—o= |y | fallsk;- [y | =kr- | v |, also die Parallelkom-
0 0 0
ponenten miissen gleich sein:
y 4
kKi= |kl [ =ke= |k,
0
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OPTIK 37

Mit den Winkeln ky = sinakr = “n; sina und ky{ =sina’kp = “n;sina’ gilt:

sina = sina/

Der Einfallswinkel ist also immer gleich dem Ausfallswinkel. Bem.: w; = wg im Material 1 ging ein.

e B) Brechung:

n=

k'} L------I‘[
={

Analog gilt die Gleichung (*) nur dann fiir Vr, falls ky = kgq = kh , also die Parallelkompo-
0

nenten gleich sind. Falls Material 2 ein ideales isotropes Dielektrikum mit kr = “ns ist, so folgt

das Brechungsgesetz von SNELLIUS

w o, w . . A
ni—sina =ns—sinfg = ’n1S1DOé=TLQSIHﬁ‘
c c

Mit dem relativen Brechungsindex n = Z—f gilt also:
sina = nsin

Fiir n > 1 ergibt sich damit g < «, die Brechung erfolgt zum Lot hin, fiir n < 1 ist das Ganze
umgekehrt.

e C) Einfallsebene
Wegen der Gleichung (*) liegen ky, kg, und kz in einer Ebene aufgespannt durch k; und n = Z;
wéhlen wir das als x,z-Ebene, diese Ebene heifit Einfallsebene

n -
Ky
L
Ly o
g
=

e D) Grenzwinkel
Grenzwinkel «,. der Totalreflexion am optisch diinneren (ne < n1) Medium. Die Bedingung: k‘I| = k&
und w; = wr wobei ky = k; + ki konnen fiir Medium 2 zu imaginéren k7 = _TZ fithren mit [ € R
als Eindringtiefe.

-1 " 2 w2 2
= 7 =1 -k = (D) -k

12
:<8)2n2—(ﬂ) 2gin? 0 = k? 2 2—Sin2a
c 2 c) ! 1 ny
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38 1.5. REFLEXION UND BRECHUNG

Also fiir 2 <1 (dh. n < 1) gibt es einen Grenzwinkel der Totalreflexion ar = arcsinn, so dass
fiir & > ar die z-Komponente k7 immaginér (nach SNELLIUS: ar — 8 = 90°, so dass sin§ = 1)

Die Felder fallen also exponentiell in Materie 2 ab
ET,BT ~ 6_‘%&'2 ~ 6_%

(sog. inhomogene Wellen, evaneszente Felder)
mathematisch mogliche Losung e’ st unphysikalisch weil E(z — 00) — oo
— transmittierte Energiestromdichte durch Grenzfliche

(- Sr) NRe{i}k{,ﬂ} =0

— gesamte eingestrahlte zeitlich gemittelte Energiedichte wird reflektiert (Totalreflexion) (Bew.
Spiiter)
1.5.3.2 Reflexions- und Transmissionskoeffizienten

Beschrankung auf den senkrechten Fall, a = 0, alle kl| =0
Dispersionsrelation in Medium 1:

k; = ki = kih = —nph
kR——k‘Rn——k‘ln——*’l’Llfl und kR——kI
in Medium 2:
. w N R
kT = :ZCTII = —ng(w)n = kg(w)n

Der Ansatz transversaler ebener monochromatischer Wellen sieht folgendermaflen aus:

) El,x ) ER,x )
z<0 E(z,t) =™ || Er, | e + | Egy | ™7
0 0

Diese Superposition aus nach rechts einfallender und nach links reflektierter Welle erfiillt die MAX-
WELLgleichungen im Dielektrikum 1, wenn B = %k X Eund k- E = 0 gilt:

—Ery Egr,y
N1 Gwt ’ —iky1z ’ ik1z
z2<0 B(z,t) = —e™"- Ery |e"*+ | —Ery | ™
¢ 0 0
—_——
1 2

1: einfallende, nach rechts laufende Welle
2: reflektierte, nach links laufende Welle
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Analog fiir z > 0 soll nach rechts laufende transmittierte Welle existieren mit

k(w)-E=0 und B:l(k(w)xE)

w
Der Ansatz hier fiir lautet:
ET x
. ’ . n i
2 <0 E(z,t) =™ || Er, | e7™2%| sowie B(zt) = Me’“’t .
0 c

Die Stetigkeitsbedingungen an der Grenzfliche z = 0 lauten:
e D, rma stetig = (n-E =0)

e B, ,ma stetig = (- B =0)

e E,,, stetig = ’ E;+Er=Er ‘

L4 Htan ~ Btan Stetig = ’nl(EI - ER) = nQET ‘

Daraus folgen die Amplitudenfunktionen:

e Reflexionsamplitude:

R Er mni—-n2 1-n
E; ni+ne 14n
e Transmissionsamplitude:
T — ET o 27L1 o 2

_E_n1+n2_l+n

Fiir die gemittelten Energiestrome gelten folgende Beziehungen:

gowe R
(Sr) = 02 - |E;|*n1h
gowe R
(Sr) = ——5— - [Bf* | R mun
gowc R
(S1) = 5 - B[ Re {no} |71 &
Damit ergibt sich fiir deren Koeffizienten:
o Reflexionskoeffizient:
—(Sg - 1) 2
= R
) |R|
e Transmissionskoeffizient:
St - R
t— <<ST 1;1> _ |T|2 e{nQ}” « |T|2n
I > ni

dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen fiir no € R

_ET,y '
ET,:E efzkgz
0
(1.21a)
(1.21b)

Reflexions- und Transmisionskoeffizient r,t messen Verhéltnis der reflektierten und transmittierten Inten-

sitdten. Da fiir j¥ = 0, S stetig ist (Erhalt des Energieflusses), gilt immer

Ist das Material 2 ideales Dielektrikum (d.h. n € R), ergibt sich:
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40 1.5. REFLEXION UND BRECHUNG

g ===<===ac<

Beispiel:

Luft-Gas n~15 = r~4%
Luft-Wasser n~133 = r~2%

geringe Reflexion

Bemerkung:
Fiir den umgekehrten Fall:

! !
— —
( T L -y B &
iR i
n, n, M, n,

Mit vertauschten Rollen der Materialien gilt:

R="2"M_p
ny + no
T = 2n :@T

ni + no ni
=1 =|R)?=|R?=r

= ¢ = 2|1 = 2 =t
2 niy

r und ¢ gelten also unabhéngig von der Richtung fiir den Durchgang durch die Grenzflache. Es gelten die
selben r, t fiir Intensitéiten (Reziprozitét).

Hinweis: Beim spiteren Experimentalteil dndert sich die Notation zu r;t — R,T"
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1.5.3.3 Reststrahlreflexion

Material 2 sei polarisierbares Dielektrikum:
d.h. n(w) = £w)

ny
E v
,1\ i
:H fi
} @ 3 : SE0NaNZIreguUenz
-2 :
FE : .
L)
1 /
¥ ¥
:m}, @, @
i
i
]
I
L
1
i
I
2 2
w2 —w
e(w) = 22—
() wi — w?

2 _ 2 2
Wi, = WwWp + wj

sieche LORENZ-Atom ohne Dampfung. Zur Vereinfachung: nq =1
Rechnung wie in (1.5.3.2), a = 0 gibt die Reflexionsamplitude

_1-n(w)

=W

da nur die Dispersionsrelation k;j(w) = “na(w) gedndert wird Fiir w < wp und w > wy, findet man

R(w)
o :

14 : :
1 i
| ]
1 t
i i
1 i
i‘m:r 1y ‘@

1

I Reststrahl- :

n : bande i

1

-1+ _ i
| Fl =3 o 1

Abbildung 1.11: Reststrahlreflexion

bekanntes. Aber fiir wy < w < wy, gilt:

. CJw? —w?
= n(w) = —ik(w) = —i h
woraus folgt:
) ETz
E(z > 0) = e™'T | Ep, | e” <=
0

41



42 1.5. REFLEXION UND BRECHUNG

—w
genauso B ~ e~ ¢k

~fA
~B{ N\, )

I=<5 €R  Eindringtiefe
wk
Es handelt sich wieder um ,inhomogene Wellen“ (n = ik ist wieder unphysikalisch, da F(z — 00) — o0
folgte).

Der zeitlich gemittelte Energiestrom < St > verschwindet in Material 2
1 1
< St >~ Re{k‘g = ng} =0
w c

ohne Dampfung zeigt R perfekte Reflexion:

C1+ik

R= T %~ @) mit tan% —k(w) und r=|R?=1

Die gesamte Energie wird reflektiert. Bemerkung: Reststrahlmethode von RUBENS um mit Reflexion

Abbildung 1.12: ,,Reststrahlbande“ , in der keine propagierenden elektromagnetischen Wellen in Material
2 gibt.

monochromatisches Licht zu erzeugen.

1.5.3.4 Reflexion metallischer Systeme

Material 2 sei nun ein OHM’sches Metall. Wir brauchen, wie sich elektromagnetische Felder im OHM’schen
Leiter verhalten.

A) Elektromagnetische Felder in ohmschen Metallen:

Es gelten die Materialgleichungen fiir den internen Leitungsstrom j™* = o¢E und D = 5 E + oE, welche
aus den gebundenen Ladungen resultiert. Betrachten wir die monochromatischen Felder E,B ~ e®“:

:>D=(80—ig>E
w

Satz: Im OHM’schen Metall (Leiter) geniigen die elektromagnetischen Felder fiir w # 0 denselben Glei-
chungen wie im Dielektrikum, mit der Dielektrizitatskonstante:

o
e(w) Zwso
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Es gibt transversale, ebene monochromatische inhomogene (raumlich geddmpfte) Wellen mit Dispersi-
onsrelation k(w) = £ /e(w) € C!

(&

Beweis siehe Afg. 11 (Telegraphengleichung)

B) Wellendampfung

Zur Vereinfachung betrachten wir einen guten OHM’schen Leiter, d.h. \é| > 1. Fiir diesen Fall gilt:
k() w @) w o 1—4
w)=—vew)=—/— - V—i=
¢ ¢\ weg o(w)
1
(1-i)2=1+4—2=-2i i

mit der Skinlédnge § (Eindringtiefe):
/2 A2
d(w)=c o _ A €0w<<)\
ow 2w o

Felder variieren gemif F o %% o e~ % e

Abbildung 1.13: zur Skinldnge: exponentiell geddmpfte oszilierende, inhomogene Welle

Stoff | §(w) | bei Frequenz v
Salzwasser | 1m 3-10% Hz
Ag 1075m | 10® Hz (Mikrowelle)

In einem guten OHM’schen Leiter fallen die Felder schnell in der Ndhe der Oberflache ab; im Metall (fiir
z > 0) gilt E =0 bis auf eine ,Haut“ (Skin) der Dicke § an der Oberfliche des Leiters (Skineffekt).
2

Bemerkung: Siehe Drude/Modell (1.3.5 und Aufgabe 8), dass fiir w > w), also ¢ = fiw% gilt und
Metall durchsichtig wird (d.h. propagierende transversale elektromagnetische Welle)

C) Reflexion am Metallspiegel:

Wegen den Betrachtungen zu elektromagnetischen Wellen in guten OHM’schen Leitern (A) gilt fiir ein
solches Metall (Material 2) mit der Rechnung aus (1.5.3.2):

1-n(w) . .0 0 .
R=——->%="Tayl — =—-14+27—(1
1+n(w) aylor m )\1 * 7T)\1( +l)
mit
c 1—3 MN1—1
n(w) ~ = —=

Wy (w) 60 2w
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44 1.5. REFLEXION UND BRECHUNG

A= n%: Wellenlénge in Material ¢ fiir ein gutes Metall wurde verwendet |o| > wey.

Bei z = 0 heben sich die einfallende und die reflektierte Welle also (fast) auf, und (fast) alle Energie wird
reflektiert:

1) 2
ra1—dn =1—9n, /22 w1 - Vow fiir w—0
A 9N
X
HE}
Knoten
0 I L “z

Es entsteht vor dem Spiegel eine stehende Welle mit rdumlich festen Orten der Knoten und Bauche (fiir
R=-1):
E; = E} ¢t h3e,  E¥ cR 0.B.d.A.
ER =R E;c . ei(wt+klz)ew
= E(z <0) =Re{E; + Eg} = Ef Re' (e""1% —eF1%)e,
—~
€Rr
= —2F7e, sin(k; z) sin(wt)

1.5.3.5 Fresnel’sche Formeln

Im Folgenden wollen wir den Fall allgemeiner Einfallsrichtung mit 0 < a < 7 speziell fiir ein ideales
Dielektrikum als Material 2 betrachten. Die Betrachtungen sind allerdings verallgemeinerbar auf n(w).
Wir definieren n := 22 = const. € R.

Man definiert fiir no > ny Material 2 als optisch dichter fiir ny < n; als optisch diinner als Material
1.

Da die einfallende (transversale monochromatische) Welle als Superposition zweier linear polarisierter
(transversaler) Wellen gesehen werden kann gilt:

Die Bedingung der Transversalitit k; - E; = 0 ergibt zwei Forderungen/Fille:

A) Ej ist senkrecht zur Einfallsebene:
EI =|EY]. eiwtfik!mfikfz
= I

EY£0 E*=E*=0
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B) E; ist in der Einfallsebene polarisiert:

Ly
E_H "
I ‘Hﬁ
Ly k,
K
l
EQIC iwt—ikl z—ikLz
E; = 0 - e 1
Er

EY=0 KE +kE =0

2
Mit der Dispersionsrelation: k1 = “n; = (ky) + (lcf‘)z

mit kg = k1 sina, k1 = %nq, kf- = kq cos«

Behauptung: Die beiden Fille sind entkoppelt.
Ein Beweis fiir diese Behauptung ist in der Aufgabe 15. Hier soll mit dem zweiten Fall fortgefahren
werden. Dazu verwenden wir die Symbole R und 7T} weil E parallel zur Einfallsebene ist.

Der folgende Ansatz verwendet einen Polarisationsvektor der Linge F;. Um sicher zu gehen, dass die
ki

Welle transversal ist, wird ein Vektor der Form < 5) dazu multipliziert, damit sich die Lange aber
7k1

nicht #ndert muss durch den Betrag des Vektors (£2+) geteilt werden:

ki kil
! € iwtmkl gkt L T A A

2<0 E=E; 0 7'61(Wt71wilz)+ER 0 7.el(""*1$+1z)

gl @ pl ] @m

1 1

ky

2>0 E=FEp| 0 | -5 . cilwt—kio—hs2)
wna
—kg

Bei der Wahl der richtigen Vorzeichen vor k1 muss man auf die Ausbreitungsrichtung der jeweiligen Welle
achten, die bei einfallender und reflektierter Welle genau entgegengesetzt ist.
Uber B = %k x E erhilt man das B-Feld:

0
z<0 B= Erm 1 ei(“’t_k!gﬁ_kfz) + Erm -1 ei(wt—kﬂw-'rkfz)
0
>0 B= Erng 1 ei(wtfkgasfk;z)
< \o

Dieser Ansatz 16st die MAXWELLgleichungen in Material 1 und 2 bei z = 0.

Als néchstes miissen wir uns die Stetigkeitsbedingungen anschauen:

Die Normalkomponente des Magnetfeldes (B*) soll stetig sein, und ist es auch, da sie sowohl fiir z < 0
als auch fiir z > 0 Null ist. Die Bedingung, dass die Tangentialkomponente des Magnetfeldes stetig ist,
ist fiquivalent zu der Bedingung, dass die Normalkomponente von D, d.h. (n? E) stetig ist. AuBerdem
soll die Tangentialkomponente des E-Feldes (E#) stetig sein. Damit erhélt man die beiden Bedingungen:

ni(Er — Eg) = noErp

ki ki
L (B, + Er) = 2 Er
ni na
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46 1.5. REFLEXION UND BRECHUNG

She — 2 gowie Additionstheoreme fiir Sinus

Verwendet man weiter das SNELLIUS sche Brechungsgesetz S2% =
sin B ni

und Kosinus, so erhélt man die Fresnel’schen Formeln:

Er _ ky/n3—ki/ni _ tan(5— o)
Br = kit K wn(3+a)
Er 2ki /(ninz) 2sin B cos «

T = — = =
V"B T k24 ki /n? T sin(a+ B) cos(B — a)

Ry =

Bemerkungen:
e Fiir @ — 0 und damit auch 8 — 0 folgt der in (1.5.3.2 behandelte Fall (k{- — k; = “n;).

e Fiir ny > ny (n > 1) folgt fiir a — 90°:
1 ..
ki — 0 aber:sinf=—<1 =ky #0 IST MOGLICH
n

Bei streifendem Einfall liegt also vollstandige Reflexion mit Rj(a — 90°) — 1 und Tj(a — 90°) — 0
vor. In der Natur kann man dies z.B. beim Spiegelbild im See etc. beobachten.

e Der Energiestrom durch die Grenzfliache ist stetig:

1=r+t=n[T]*+|R?

e Fiir no > n; (n < 1) gibt es einen Grenzwinkel ap < 90° der totalen Reflexion am optisch
diinneren Medium. Aus der kinematischen Bedingung;:

ky:kg« und w; = wy

folgt:
0ct)” = er? — ()’
() (2) e
- (%)2 n?(n? —sin® a)
Also:

sinar=n<1

Fiir o > ar erfolgt Totalreflektion, weil dort k = —ix (%) imaginér ist. Die Welle ist exponentiell
geddmpft im Material 2.

e Brewster-Winkel: Ist die Richtung der reflektierten Welle gleich der Richtung von E7 o< d (mit
d der Dipolachse der schwingenden und strahlenden Atome in Material 2), dann ist R = 0, weil
die Dipole nicht entlang ihrer Achse strahlen.

Fiir den BREWSTER-winkel « = ag gilt . Dann steht kg L kr und die von Er || kg
angeregten Atome machen im Material 2 eine Dipolstrahlung, die parallel zu E, d.h. in die nach
SNELLIUS reflektierte Richtung, verschwindet.

Wenn ap + 8 = 5 ist, dann gilt R = tan(f—a) _

tan(%)

Aus SNELLIUS folgt:

1. . . (T
—sinag = sin 8 = sin 5—043 = cosap
n

= tanap =n

Bemerkung:

— Fiir die Grenzfléiche Wasser/Luft (N = 3) ist der BREWSTER-winkel g =~ 53°.

— Bei Reflexion unter dem Brewsterwinkel ist das Licht vollsténdig linear polarisiert.
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I-n
T+

I S L L L E T PR

Abbildung 1.14: Veranschaulichung: (Falls R < 0 ist, macht die Welle einen Phasensprung um 7 bei
Reflexion am optisch dichteren Medium)

Abbildung 1.15: Brewsterwinkel

1.6 Geometrische Optik

1.6.1 Begriffe

MAXWELLgleichungen und Materialgleicheungen fiir makroskopische Abbildungen zweckm#Big
MaxweELLeichung + Randbedingung E(r,t)
Problem: Ortsauflésung ~ A ~ 500nm — 10'% Punkte = der Ansatz wire zu naiv!

Néherungen der geometrischen Optik

e Vernachlidssigung des Wellencharakters
»geometrische Optik* = limy_,g (MAXWELL-Gleichungen)
giiltig nur, falls alle Dimensionen im Exponent > A

e Beschreibung der Lichtausbreitung mit Strahlen

— Strahl: geometrische Pfad (Richtung) des Energieflusses, damit parallel zu S
Wellen — Strahlbiischel
Strahlenbiindel:
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48 1.6. GEOMETRISCHE OPTIK

b

b

o

Strahlenblindel

1

e

b 4

Abbildung 1.16: a) Kugelwelle — divergente Strahlen b) externe Wellen to koluminierte Strahlen, zu-
sammengefasst zu einem Strahlenbiindel nach der Blende

L

P SR————
% ’
_—

endlichen Querschnitt (D > )

Intensitit I = (S)

Geschwindigkeit: ¢ = <

Polarisation (n (Polar))

Frequenz (n(w))

Axiome der geometrischen Optik

e homogene Dielektrika: geradlinie Lichtausbreitung
o Grenzfliche: Refexions/ und Brechnugsgesetz

e allgemein n(r)?; n € R

1.6.2 Fermat’sches Prinzip
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Licht folgt dem Pfad S, fiir den der optische Weg W (S) = [¢ n(r) extremal wird.

ow
—= =0
N
Bemerkung: W kann max oder min;
s ns
t = - = —
C Co

Begriindung aus Maxwellgleichungen

e E(r,) bei P durch phasenrichtige Summation aller Wellen aus @ iiber alle moglichen Pfade S;

e konstuktive Interferenz falls
% _, 0w _,
0S8 0S8

Bemerkungen

e ist in W min (,Prinzip der kiirzesten Zeit*)

Z

- Sy
n{z} HeiBe Oberflache =0

Abbildung 1.17: Fata Morgana: Uber einer heiBen Oberfliche wird die Luft erwéirmt. Dies fithrt zu einer
Abnahme des Brechungsindexes n(z) direkt iiber der Oberfléiche (siehe linker Bildteil).
Durch diesen Brechungsindexverlauf kommt es zu gekriimmten Lichtstrahlen. (aus [Zth]
S. 74)

e Spezialfille: geradlinige Lichtausbreitung in homogenen Medien

e Reflexionsgesetz

Abbildung 1.18: Reflexionsgesetz
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50 1.6. GEOMETRISCHE OPTIK

Abbildung 1.19: Brechungsgesetz

e Brechungsindex

W = nqly + nals L extremal
ﬂ _dh diy

qw Mg treg, =V

I =Va®+ 2?2 lo =+ (d—x)?

dl1 T :

s = £ =ginb, . .

dz b . = npsinf; = nysin by
dly.  _ _z _ _ 0

dz = I, — S11 Go

1.6.3 Strahlablenkung durch ein Prisma

gesucht §(a,y)

Abbildung 1.20: Strahlablenkung durch ein Prisma

d=a1—f1+ax— [

7 =180° — (90° — B1 — (90° — b2))
=1+ B2

d=a1 -7+

. . . sin ovp
6 = a1 — 7y + arcsin [n sin (7 — arcsin ( >)]
n

a2

e 0 abhingig vom Brechungsindex n(\)

e riumliche Aufspaltung spektraler Komponenten
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e Verwendung in Spektrometern ¢ minimal fiir symmetrische Durchstrahlung oy = ag

sin M = nsin (l)
2 - 2

1.6.4 Optische Abbildungen

Ziel: Jedem Objektpunkt @ wird genau ein Bildpunkt P zugeordnet (geradlinientreu)
2 Klassen:
Reelle Abbildung: Strahlen aus @ schneiden sich in P

,f”'ff

0 <

pt. Instrument

)

virtuelles Abbildung:
Strahlen verlaufen so, als wiirden sie sich in P schneiden, tun dies aber nicht.

Spiegel

}_}

1.6.4.1 Abbildung an einem spharischen Hohlspiegel
0=0—-a=a—v

Betrachte nur achsnenahe Lichtstraheln (paraxiale Ndherung)

h h h
ry%ta’nryzia o= —, ﬂzi
g r b
12 1
g b r ' f

Abbildung gleich fiir sphérischen Spiegel

o f heifit Brennweite f = 3
e Abbildunggleichung gilt auch fiir einen konvexen Spiegel

e Abbildung nur in paraxialer Ndherung (sonst Abbildungsfehler)

o1



52 1.6. GEOMETRISCHE OPTIK

T

T

Abbildung 1.21: Abbildung an einem sphérischen Spiegel

1.6.4.2 Abbildung durch eine brechende Kugelfldche

.-."I = :_\-:_\_-‘__\-\_"“‘-—-._ Jﬁl
,/xﬁ”/ 0 T
M B
L r —)
— t - —
g b

Abbildung 1.22: Abbildung durch eine brechende Kugelfliche

0; = v+ a, O = a — 3 paraxiale Ndherung

n1 sin; = ng sin Oy
n10; = nyby

(5+7)
mb; =n1 | —+ —
g T

o (E_R
2 \r b

ni n2 N2 — Ny

g b r

Abbildung einer brechenden Kugelfliche

e 2 Brennweiten:
paralleles Licht "von links”: ¢g—oc b= fp=

paralleles Licht "von rechts” b—o00 g¢g= fg=

norT
na—ny

nor
n2—ni
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e Schrittweise Anwendung erlaubt Berechnug komplizierter optischer Systeme; Vorzeichenkonvention!

Variable >0 <0
g G links von S Gegenteil
fG FG links
b B rechts
B Fg rechts
r M rechts

1.6.4.3 Abbildungsgleichung fiir diinne Linse

Abstand d der Scheitelpunkte < Kriimmungsradien r; (d = 0)

1. Grenzfliche: 2t + Z—f = ”2%1"1

2. Grenzflache: go = —b;

n2 ns ng —nz
bl b )
ny =ng = 1, n = nq

gleiche Brennweite f = fo = fB
GAUSS’sche Linsenformel, oder auch ,, Linsenschleiferformel

1 —Brechkraft
1] 1

1.6.4.4 Bildkonstruktion fiir ausgedehnten Gegenstand

Bsp.: Sammellinse
Betrachte 3 ausgewéhlte Strahlen:

1

e,

G F 5 ﬂ[\m

'\“-a..___\q_h
Abbildung 1.23: Bildkonstruktion eines ausgedehnten Koérpers durch eine diinne Sammellinse

1. achsenparallel — F,
2. Brechstrahl —||,
3. Zentralstrahl

(Transversale) Vergroferung

b S

9 f-yg
0), Spiegel oder brechende Grenzflichen

V =

AN Q3

Analoges Vorgehen fiir Zerstreuungslinsen (f
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1.6.4.5 Dicke Linsen und Linsensysteme
a) Dicke Linsen:

Abstand d der Scheitelpunkte nicht mehr vernachlassigbar gegeniiber r,g,b
Abbildung &hnlich beschreibbar, wie fiir diinne Linsen

— Fiihre 2 Hauptebenen (H; und Hs) senkrecht zur optischen Achse ein
Es gibt die Abbildungsgleichung;: é + % = %
wobei g (bzw. b und f) gegniiber den Hauptebenen H; und Hy gemessen werden f = fp = fg, falls
gleicher Brechungsindex.

Bildkonstruktion analog zu diinnen Linsen; Lichtstrahlen parallel zur optischen Achse zwischen H; und

H o, H,
e

) h, h, ly B

oy

L&

S

g b

Abbildung 1.24: Bildkonstruktion eines ausgedehnten Koérpers an einer dicken Linse

Hs.
Man kann ziegen:

1 1 1 (n-1)d
- S T Y [P e
f (=1 nora | nrm
hlz_(nfl)fd; hQZ_(nfl)fd
nro nri

b) Linsensysteme

Kombination von diinnen Linsen im Abstand d. Man kann ziegen:

1 1 1 d

F R R Tif

_fd _fd

hlifz’ A

b

Grenzfall d — 0
Die Brechkriifte zweier nahe benachbarte auf die gleiche Achse zentrierter Linsen addieren sich.

1.6.5 Abbildungsfehler und Aberrationen

bisher: optische Abbildungen ideal
real: immer fehlerbehaftet!
Aberrationen von Idealitiat: Aberrationen

1.6.5.1 Chromatische Aberrationen

Dispersion von n
1

D) = 555 = 00 1) (- - )

fiir Linse: fine < fior und damit by, # b, Abhilfe: Kombination mehrerer Linsen mit verschiedenen
n(\) — Achromat
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%)

1.6.5.2 Monochromatische Aberrationen

e fiir Einfalls- bzw. Ausfallswinkel 6; # sin 6;

e spihrische Aberration

e Brechung an ebenen Grenzflichen — Deckglas-Korrektur von Objektiven
e Koma-Fehler

e Astigmatismus

beides Fehler, bei denen 6; grof} ist
zum Astigmatismus:

Unterschiede
e der Einfallswinkel in x- bzw- y-Ebene
e Kriimmung der optischen Oberfliche

zur Behebung am menschlichen Auge:
= Kombination aus sphérischer und Zylinder-Linse

1.7 Instrumente der geometrischen Optik

1.7.1 Projektionsapparat

_ Objektiv _ ~ausgeleuchteter
quluan I #____,...-- B|Idtell\\\
it <

Dia e’ ~—
e bhh""'-._‘ ==
/ ~——
Bild der Proiektionsw n“
Glihwendel rojektionswand

(b)

Kondensor

Abbildung 1.25: Schematische Darstellung des Strahlengangs in einem Projektionsapperat. Wihrend bei
der Strahlfithrung durch das Objektiv allein aufgrund der kleinen Glithwendel nur der
zentrale Teil des Dias hell ausgeleuchtet wird (a), kann durch die Verwendung eines pas-
senden Kondensors, der das Bild der Glithwendel in das Objektiv legt, eine vollstindige

Ausleuchtung des Dias erreicht werden (b). (aus [Zth] S. 114)
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]

L

Objektiv

Blende

:

Verschlu3

L
Entfernungs-
einstellung

Film

Abbildung 1.26: Schematische Darstellung einer fotograohischen Kamera mit wesentlichen optischen
Funktionselementen Objektiv, Blende, Verschluss und Film. Bei einer modernen Ka-
mera wird durch den Ersatz elektronischer Bauelemente eine optimale Steuerung der
Belichtung erreicht. Anstelle des Films wird oft ein CCD-Chip als Bildsensor verwendet.
(aus [Zth] S. 115)

1.7.2 Fotografische Kamera

e selbsleutender Gegenstand

e Bild auf Filmebene
— photochemische Reaktion; Halbleiter-Lichtempfénger-Chip

Funktionalitit einer Kamera:

e scharfes Bild Gegenstand — Folmebene

e Anpassung der Hellligkeit des Bildes wegen der Fil-Empfindlichkeit
Beispiel: g von 1m...o0; f = 50mm
zusammen: b = 52,6mm. .. 50mm
transversale Vergroferung:

Q

Q [~

Vr =

QW
Q| o

e Teleobjektive: grofle Brennweite, kompakte Bauform ?

1.7.3 Menschliches Auge
e Detektor: lichtempfindliche Netzhaut (Retina)

e Scharfstellung des Bildes: Variation der Brennweite f der Kristalllinse

e scharfes Sehen: b = 15cm. ..o

Helligkeitsregelung: Iris, Anderung des Durchmessers 1,5...8mm in 1sec

konventionelle Sehweite: S,, = 25cm
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Sehnenhaut

lris Natzhaut
Kammer- (Retina)
wasser

n=1,336

Glaskorper
n=1,336

Galber
Flack
(Fovea)

Homhaut
n=1,368 Blinder

Flack

Kristallinse
n=1,37-142
Sehnerv

fvorne= 14-17 mm

Abbildung 1.27: Schematischer Aufbau des menschlichen Auges (aus [Zth] S. 119)

Normalsichtigkeit

............................ ..

Abbildung 1.28: Normal- und Falschsichtigkeit des Menschlichen Auges (aus [Zth] S. 119)

1.7.4 VergriBernde optische Instrumente
Definition: Vergroflerung:
e Gegenstandsweite g fest (z.B. Mond)

V= Sehwinkel mit Instrument  &;
~ Sehwinkel ohne Instrument &g

e ¢ beliebig:
_ Sehwinkel mit Instrument

"~ Sehwinkel im Abstand Sy

So = 2bcm
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1.7.4.1 Lupe

€L o So 25cm

Vue—i—i—
MR e T fL IL

1.7.4.2 Mikroskop

e kurzbrennwertiges Objektiv (fop)
— reelles, vergroflertes Bild Gegenstand

e Okular (Lupe) mit fo, — vergrofiertes Bild

b 1 1 b— fos t
V = — :b _ = — = —_—
[Vor| g (fOb b) fou fo

t= Tubuslidnge b — foy, typisch 160mm

tS,
Vit = VouVor = ——— < 2000
fovfor
1.7.4.3 Fernrohr
e astronomisches bzw. KEPPLER’schs Fernrohr:
VFernrohr - 5i - @
g0 for

— ausgedehnte Bauform plus Bild steht kopf

e terrestrisches Fernrohrs

1.8 Interferenz

e Uberlagerung von Wellen

e Uberhshung bzw. Abschwiichung der Feldamplitude bzw. Intensitéit

1.8.1 Interferenz zweier Punktquellen

Beispiel:
2 identische Quellen fiir Kugelwellen, die in Phase emittieren und die jeweiles am Ort —xg bzw. +z¢ im
Koordinatensystem sitzen und die gleiche Amplitude haben.

E (l’ — 0) — El + E2 — éeiwtfikxo + éeiwtfik:zo
g i) o

1 242 1
I(z=0)= eone < |Ey + By >= snd? = fgsond < |E}| >=45
0
— konstruktive Interferenz

Az = 2: Phasenunterschied gleich
2 Quellen in Phase bei f typisch 500THz

1.8.2 Michelson-Interferrometer

e Interferenzen durch Aufspalten der Wellenamplitude
o teildurchléssiger Spiegel (R = 50%,T = 50%) — Strahlteiler
e 7.B. diinne Metallschicht oder siehe (1.8.3)

Beispiel fiir Anwendung:

e genaue Langenmessung; physikalischer Langenstandard
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verschiebbarer
5, l ]\ Spiegel
_ S)
S P
Quelle )
 —
P fester
! | Spiegel
i
Detektor

Abbildung 1.29: Michelson-Interferometer

e Meter: Vielfaches der Wellenldnge A\, der roten Cadmium-Spektrallinie

e Anzahl N von Hell-Dunkel-Durchgéingen

— Verschiebungsstrecke D
D=2X éc(l

hier: He/Ne-Laser mit A = 632,8nm; Prizision ~ %

1.8.3 Interferenzen diinner Schichten

e Reflexion an Vorder- und Riickseite der diinnen Schicht

o Zweistrahl-Interferenz: R klein z.B. ny =~ 1,5, n12 =1= R~ 4%

e Minima und Maxima einer Interferenzfigur geméfl Phasenverschiebung § bei Reflexion bzw. geome-
trischen Gangunterschied
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1.8.3.1 Inteferenzen gleicher Neigung

verschiebbarer
S, l ]\ Spiegel
_ S,
S b
Quelle J@§>
—
p ﬁe;har
i ! Spiegel
I
|
|
Detektor
Bedingung fiir konstruktive Interferenz:
Ad
2nydcosfy = (m+2>)\ fir n=0,1,2,...
7T

beachte: Phasensprung um 7 bei Reflexion am dichteren Medium

m fiir ny <ny,ny <ng
—m fiir ny >ni,ny >ne

0 fir n1 <ny <ng

0 fir n1 >ny >no

= Ad =

1.8.3.2 Interferenzen gleicher Dicke

e Variation der optischen Dicke n¢d

e Beispiel: Olfilm (n; = 1,5) auf Wasser (ny = 1,33)

e konstruktive Interferenz bei y = (m + %) mitm € Z

1.8.3.3 Dielektrische Schichten

e Spezialfall: gleiche Feldstérke fiir reflektiertes Licht an Vorder- und Riickseite

e Anwendung 1: Vergiitung von Glasoptiken: Anti-Reflexbeschichtung
Auftreten destruktiver Interferenz: 2nyd = 1)
optische Schichtdicke: n¢d = % ,,%—Schicht «“

ng =4/MN1n2

e Anwendung 2: Herstellung hochreflektierender Spiegel
— paarweise Doppelschichten aus hochbrechenden (nj) und niederbrechenden (n,,) Material
— beide Schichten: optische Dicke nydy = n,d, = %
— optischer Gangunterschied je % + einmal Phasensprung um A® =7«

damit ergibt sich ein Gangunterschied A
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",
b
", o
' ¥
n,

Veruch: Interferenz an Glimmerplatte

1.8.4 Vielfachinterferenzen

e bisher: nur Interferenzen zweier Strahlen = kosinusférmige Interferenzstruktur

jetzt: Vielfach-Interferenz
= scharfe Modulationen
= wichtiges Hilfsmittel fiir hochauflésende Spektroskopie

Beispiel: FABRY-PEROT-Interferometer
planparallele Platte(n)

begrenzt durch zwei hochreflektierende Schichten

ideales Interferometer: nehme Verluste als vernachléssigbar an

FABRY-PEROT: Dicke d, Brechungsindex ny, Schichten identische Reflexion, in Medium mit Bre-
chungsindex n,

E-Amplituden-Reflexions bzw. -Transmissionskoeffizient: r,¢ vorne und ', ¢’ hinten
esgilt: t-t' =1—r2und v’ = —r
Eo = E1p + Ear + B, ...
= E,r + Eotr't'e” + eptr'r'r't' e + ...
j ; i 2
=ep (r + r'tt’ et [1 + 26 4 (r2e9)? 4 ])

= | 26i5| <1 = geometrische Reihe
7 etd
= E,,« = EO (’I" + 71 — 7"'2eié>

E_E r(l — e

r = &0 1 — r2e0
272(1 — cos 6) Fsin® (3)
IR = IO =10 2795

(I+7r4) —2r2cosé 14 Fsin® (%)

2
mit F—<2T ) :7( AR

1—r2 1—R)?
Phase: § = 4ﬂzfd cos By
Transission: )
IT=IO—IR=IOW
N1

Airy-Funktion

Lage der Transmissions-Maxima

2nydcosfy = mA, m=12,...
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62 1.8. INTERFERENZ

e Verlauf von I in der Nihe der Interferenz-Maxima: LORENZ-formig

e volle Halbwertsbreite A§ 4
Ad = —

VF

P Abstand benachbarter Maxima
o Breite eines Maximums

_ 27T\/F_ VR

1 (1-R

Anwendung:
e Schmalbandiges Filter fiir Licht

e durchstimmbar iiber Variation von §

E ~ / dx, dy/ei(klviv/-'rkyy/) . T({E/,y/)
1.8.5 Kohdrenz und Wellengruppen

Es gibt keine ebenen, monochromatischen Wellen
Sie sind Idealisierungen fiir Wellengruppen (die nach FOURIER aus der Superpositionen ebener mono-
chromatischer Wellen bestehen).

A) Zeitlich begrenzter Wellenzug

Eg coswot fir —T<t<T
E(r’t)“":‘"o - { 0 sonst

Niherung: sprunghaftes Ein / Ausschalten

Er enthilt beliebige Frequenzen, d.h. Beitriige (gemif FT):

E(row) = / dt e ™ 'E(rg,t)

T
Eo/dt e~ coswot
T
T
@ Ey / dt coswt coswgt
=T

T
1
=3 Ey / dt cos(w + wq)t + cos(w — wp)t
7

(*) E(t) symmetrisch; e~™! = coswt — i sinwt

= E(TO,W) =TE, {Sizluiai&—tuZ})O;“T Si?iw_w:)O;T} 40
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wobei:
sin x 0 ‘LE| — 00
T 1 x—0
E?
5in
1t Xl?z
- i \ Fa - = .{:__
a, AV AV i) AW
(]
A
= Frequenzbandbreite Aw = 2{5

Beitriige E aus Frequenzband der Bandbreite Aw = 2% dominieren in Spektrum E(w) des Pulses E(t)
(mit endlicher Dauer!). Der Wellenzug kann zur monochromatischen Welle idealisiert werden nur fur
Beobachtungszeitfenster At < T

Dann ist der Unterschied |w — wp| & Aw = 2F nicht messbar weil
ezwAt _ ezwoAt ezAwAt
——
~1

da AwAt = 277% <1
Welche Frequenz w aus dem Frequenzband w = wy = A% gemessen werden, héngt vom Messgerét ab.

Alle Lichtquellen besitzen eine natiirliche Linienbreite Aw.
(Angeregtes e~ im isolierten Atomen T ~ 10~® typisch; Molekiile in Lampe bei hoher Temp durch Stofe
und Bewegung (Dopplerverbreitung) haben kleinere T'; auch LASER)

= Es gibt Bandbreite Av = %
= Es gibt Kohérenzzeit At, = ﬁ
=  Es gibt Kohirenzlinge Ax,. = c At

(wegen der Dispersionsrelation w = ¢k von Licht im Vakuum)

Az, entspricht der Linge im Raum, iiber die die Welle monochromatisch mit festen Phasenbeziehungen
lauft.

B) Riumlich begrenzter Wellenzug

N\ L

i

ANA .
NAVERVERN

Egcoskoxr fir —L<z<L
E(x,t = to) = { 0 O 0 sonst

dk _n =
analog zu A) E(z,ty) = /2—6_”” E(k,to)
T

sin(k + ko) L

i E =FyL
mit (kyto) 0 { (k+ ko) L

+ ko — —ko}
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my

"‘-.U ' Fd -1

: o
-k, \Y) AV k, VT k
ak=2"

Moden verteilt in Raumbreite Ak = 27” um +kg

C) aligemeine Wellengruppe (Wellenpaket, Signal):

Nach FOURIER jedes Feldes E ldsst sich schreiben als

3
E(rt) = / %E(k@.e—ik-r

(Superposition / Uberlagerung ebener Wellen.)
Wobei aus den Losungen der MAXWELL-Gleichungen und den Material Gleichungen die Dispersionsrela-
tion w = w(k) folgt. Somit ist:

E(k,t) = Eg(k) - e ®?

(mit Eo(k) transversal typischerweise)
= E(r,t) ist Superposition von ebenen, monochromatischen Wellen mit Phasengeschwindigkeit:

w A
dBk —ikr iw L
E(rt) = / P € kroiw(ot B (k)

eben, monochromatisch

und

Eo(k) = / d*re™®TE(r,t = 0)

ist die Gewichtungsfunktion (d.h. Amplitude)

Energieerhaltung (ue ~ 5 |E|*) — Normierung

Zunichst fithrt man eine Normierung durch, die bedeutet, dass der Energiegehalt der Welle normiert ist:

/d3r|E(r,t)|2 :/(zi)k?) ‘E(k,t)r il:/(;j;‘ﬁo(k)r

Gesamtenergie der Welle zeitunabhingig

(mit PARSEVAL)

. 2
Im Weiteren gehen wir zur Vereinfachung davon aus, dass ’E (k)’ bei kg scharf , gepeakt” sei.

Dann kann man nédmlich die Dispersionsrelation TAYLOR-entwickeln und erhéalt:
9]
w(k) =w(ko) + (k — ko) %w(k)’ko + -
::w0+(k—k0)~v°G+...

mit der Gruppengeschwindigkeit:

Oow
Ve = a1 Ve = @W(kﬂko
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3
= E(I‘,t) KN d°k E(k) . ei(wot—ko-r)ei(v%t—r)(k—ko)
(27)°

3
a=k—ko i(wot—kor)/ d'q iq-(vgt—r)
= e FEko+ q)e G
(2703 (ko +q)

*
_ ei(wot—kg‘r) .Emod(v%t _ I‘)

k3%

% ist die FOURIERriicktransformation FT™![...](v%t —r), d.h. die Modulationsfunktion, die sich mit der
Gruppengeschwindigkeit bewegt. (Der Schwerpunkt der Welle wandert mit der Gruppengeschwindigkeit)
+* beschreibt eine ebene monochromatische Welle.

YAVAVERW AN

ZUsammen:

Im Fall von Dispersion gilt: vg = g—‘g # vp = 7. Eine mit vgt sich bewegende Wellengruppe.

Bemerkungen:
e Im eindimensionalen Fall (k = kx), ohne Dispersion ist w = ¢|k| und
1

E(k) = / dmeikz(woiF&vo)

fithrt zuriick zu D’ ALEMBERT aus §1.1.2 (A)

e Inkohirentes Licht besteht aus einer Superposition von Wellengruppen, die keine festen Phasenbe-
ziehungen zueinander haben.

D) Kohéarenz (Interferenzfihigkeit)

Am Beispiel von zwei Wellengruppen
Interferenzfiahigkeit dieser zwei Wellengrupen?

mit w = wy = 10571, At, ~ 1073s; Az, ~ 3m ~ 107\ im Detektor wird die zeitlich gemittelte
Intensitat gemessen

1 T
(D) =7 [ &1 = (1B + Bal’)r = (Bs)r + (Bl + (EoF; + E{ Ba)r
0

mit Ey ~ et und E ~ €'¥? und Ap = 1 — @9
= (IN: = I + Iy + \/I1 I3 (cos Ap),
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66 1.9. MATHEMATISCHER EINSCHUB: GREEN'SCHE FUNKTIONEN

(longitodinal) kohérent bedeutet (cos Ap), #
inkohérent bedeutet (cos Ap), =0

Wenn Ap = Ap(t) eine Funktion der Zeit ist, gibt (cos Ap) = 0; Kohérenzzeit mit At, > 7 erlaubt uns
©1(t) = @1, Y2(t) = 2 zu setzten = Ay = const. und es gibt einen Beitrag
= Definition fiir longitudinal kohérent fiir At, > 7, inkohérent At. < 7

Transversale Kohérenz bei einer ausgedehnten Lichtquelle. Transversale Kohédrenz besteht, wenn die
Gangunterschiede der Strahlen aus verschiedenen Punkten der ausgedehnten Lichtquelle nicht zu grof3
sind (< A)

AR/ ist Licht von rj und ARy ist Licht von ry/

ARy = Ri1/ — Ro1r = ‘I‘-l—I‘l - I‘/ll — |I‘ —TI9 — I‘/1|
ARy = Ryar — Roy = [r + 11 — 1| — |r + 1o — 1}
transversale Kohérenz: AR — ARy < A

Taylor: fiir r > d,d’

!/
IR

Koherenzbedingung
Quelle erscheint unter dem Winkel o’ = dTI
A
d< —
@

Bsp.: Sonne: o/ =32° und A =5-10""m, d < 0,1cm

1.9 Mathematischer Einschub: Green’sche Funktionen

1.9.0 Motivation
Ziel:
e Ableitung des HUYGEN’schen Prinzips aus Wellengleichung
e Technik um inhomogene DGL zu lésen (— Feldtheorie im Hauptstudium)

Aufgabe: inhomogene Wellengleichung lésen (Quellen)

Frage: Ursache-Wirkungsprinzip
suche E(t) und B(t) fiir o(¢') und j(t') zu fritheren Zeiten (' < t).

1.9.1 Die inhomogenen Wellengleichungen
Im Vakuum seien monochromatische p und j gegeben:
0=TRe{o(r)e™"}
j=Re {jr)e'}
betrachte immer nur den Realteil, ohne ihn zu schreiben:
E = E(r)e™
B = B(r)e™*

~ . w
Vx(.)=-V’B
ZMOVXE—&—%VXE
c

2

1.2 5
(Z) ,uOV X ]+ %B
C

66



OPTIK .
2 d ~
= [V2 + 62} B(rw) =~V xj (1.22a)
analog:
2 « & . 3 é 3
= [V + (c) ] E(rw) = iwpo {J(r,w) + w2V (V J(r,w))} (1.22b)

Die erzeugten (ausgestrahlten) Felder geniigen den (FOURIERtransformierten) inhomogenen Wellenglei-

chungen (,, Helmholtz- Gleichungen“ ) mit Quellen, die durch die Strome j(r,w) gegeben sind.

1.9.2 Die Green’sche Funktion der Helmholtzgleichung

Gesucht ist die spezielle Losung der skalaren inhomogenen Helmholtzgleichung:

P )

}Mﬂ=ﬁﬂ

mit geeigneten Randbedingungen. Sie sollen durch:

wm=/H%@uﬁﬁw>

gegeben sein.
G(r,r’) heiBt Green’sche Funktion.

Loésung durch FOURIERtransformation von Gleichung (1.23):

/dBTe_ikr = ((i)2—k2

Damit ist die Gleichung gelost, und wir fithren eine FOURIERriicktransformation durch:

ity = [k F

e (2)

Cc

Fiir absolut integrable Funktionen darf man nun das Integral vertauschen und erhélt:

mit G(g:r—r’):/

Bemerkungen:

/ dBTlefikr'g(r/)

P(r) = /d3T/G(I' —1")3(r")
&’k ke
(2m)° (2)° - &2

e Dasselbe Ergebnis folgt als Losung der Gleichung mit Dirac-6:

(vi + (t)Q) Gr,r') = 6% — ')

weil FT[6(r — r')] (k) = [ Bre-krs(r —1') = o—ikr’
Diese Gleichung wird héufig als Abkiirzung verwendet.

ik = / Pre= ™ 5(r)

(1.23a)

(1.23b)

e Zur speziellen Losung (7) kann natiirlich eine beliebige Losung der homogenen Gleichung addiert

werden:

(r) = Ale’kr Jr/ d*r’ G(r —r')5(r")

=x%

* ist dabei die Losung der homogenen HELMHOLTZ-gleichung, weil fiir w = kc:

[V2 +(2

0)2] kT _
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68 1.9. MATHEMATISCHER EINSCHUB: GREEN'SCHE FUNKTIONEN

e cine andere Losung ist:

7 _ B+ i<y B_ —i%r 3. AT
P(r) = i + 1 —l—/ A’ G(r — r')3(r")
also eine Superposition einer einlaufenden (B ...) und einer auslaufenden (B_...) Welle.

wegen (1.1.2) . ) )
<V2 + (f) > —eFier == (33 + (ﬂ) ) eFer =0
c T r c

Die Koeffizienten A4 und B der mdéglichen homogenen Losungen miissen durch Randbedingungen fest-
gelegt werden.

Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung:
Die spezielle Losung 1, (und damit die GREEN’sche Funktion G(r,r’)) muss im weiten Abstand von der
Quelle eine Kugelwelle werden und damit Folgendes erfiillen:

or

r <6G(r,r’) + iiG(r,r’)) "0 (i)

Dann strahlen die Wellen nach aufien (Kausalitdtsprinzip ist erfiillt).
Probe:

B - w 1 S W T— 00
(0, +i2) Brerier (ﬂ-w LYo ) Baeki#r =%
c/ r c c T
geht nur gegen Null, wenn keine einfallende Welle auftritt (also fiir By = 0 und B_ # 0)

Behauptung: G(p) aus Gleichung (*) ist eine auslaufende Kugelwelle:
Mit o = |o| = |r — 1’| gilt:

e Beweis mit CAUCHY schen Residuenzsatz

e Alternativ durch Einsetzten in FT

/ d®oe= %2 G(p) Kugelkoordinaten:

o 1 ) -1 .
= 27r/ do 0* / dpe hen__—e=ice
0 ~1 4mo

u = cos <k,p
i [ i ik ik

= — doe™ce (ethe — ke

o J, o ( )

Achtung: Integral konvergiert nicht fiir o — oo! trotzdem naiv weiter rechnen!

_i( 1 )_ 1
2%k \i(2-k) i(2+k) _(%)Q_kz

Bleibt zu klaren, wie ei(2k)e 2% begriindet werden kann.

Zuriick zur inhomogenen Wellengleichung;:

[VQ — 01233] P(r,t) = s(r,t)
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Wir wollen ¢ = 0 solange s = 0 (noch ausgeschaltet). Dann soll ¢ langsam anwachsen.

s(r,t) = §(r)e™test ist eine Quelle, die erfiillt 1. s "=—5° 0 und 2. fiir ¢ — 0 ist sie monochromatisch

Diese ,,adiabatisch eingeschaltete” Quelle muss postuliert werden, um ein langsames Anwachsen von v zu
garantieren und somit um Kausalitét zu geniigen. Damit erhalten alle Frequenzen w einen infinitesimalen
negativen Imaginérteil

s(t) = setw=ie)t _, ab jetzt wird immer w — i gemeint, wenn w geschrieben wird!

damit gilt:

oi(2z= k)0 e

Fazit:
Die GREEN’sche Funktion, die () und (74) erfiillt ist lautet:

1

Gllel = e~ ) =~ —c

—ite (iv)

Und die spezielle Lésung lautet:

7 -1 3 1 —i ey~
Y(rw) = 7/ d TIWG e IrrlE( w) (v)

Bemerkungen:

e Die Kausalitét ist fiir w — w — ie erfiillt.

Symmetrie (Reziprozitit):

G(rx') = G(r'r)

(entspricht NEWTON’sches actio = reactio)

Fiir translationsinvariante (homogene) Systeme gilt:

G(rr')=G(r—7r)

Fiir rotationssymmetrische (isotrope) Systeme gilt sogar:

G(rxr')=G(r -1

e G hingt von den Randbedingungen ab (hier wurde die ,natiirliche“ verwendet

Fernfeldnidherung fiir lokalisierte Quellen
Falls §(r") = 0 fiir |r/| > r¢ (lokalisierte Quelle) und Abstand |r| zur Quelle gro8 (r >> rg)

r—r'|=+vr2+7r2—-2r-v

r-r r
=11 -2—5+ —
r r

n-r T/Q
=r4/1-2 +—=
r T

Tayﬁlorr<1—n'r/+T/2_(n'r/)2+...)
T

12

212
Notation:
n==> Bobachtungsrichtung
k= %n Wellenvektor

es gilt:

. 2 N2
) iw r’“—(nr’)
_iw |r7r" Taylor in der Wurzel — ¢ |7~ T+ 27 +}
c =

e

e~ iertikr'+6
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mit kleiner Korrektur

wr T
5 < 2780 = o8
r )
Es gilt dann (fiir § —> 0)
— _1 iw /
G I'7I‘, r—oo 4~y iker
(rr) — 4mr
r2 1
drw) 22 — RTE / 4 e 5 )
r

auslaufende Kugelwelle it k modulierte Amplitude

1.9.3 Randwertprobleme

Ohne Quelle kann @[NJ in einem Bereich auch durch Einstrahlung durch die Berandung erzeugt werden.
¥(r) kann im Halbraum z > 0 mit GREEN’scher Funktion aus Werten o (z’,y’,2" = 0) bestimmt werden

Behauptung: Das Feld 1; das homogene HELMHOLZgleichung

2| -
{v2 + (%) ] P(r)=0 fiir z2>0 (vi)
(und Ausstrahlbedingungen (iii) fiir z > 0 erfiillt) und fiir z = 0 vorgegebene Werte annimmt.
1/;(‘%7?%2 = 0) = J}O(x,y) (UZ’L)
ergibt sich mit GREEN’scher Funktion (iv) zu
7 ’ ’ ’o0 0 / -
P(r) = fz/ da’ dy o’ y) -G —r')|__ fiir z>0 (vidd)
N—— 0z z=0
do’

Beweis:
Weil die Gleichungen (vi) und (744) erfiillt sind, ist nur (viii) zu zeigen, mit:

s=(@—a )2+ (y—y)?

o) = e~ | = VT H G~
e=0(=0)=s*+2°
0 0 0o(2) Z—2z0

folgt: — = = —
SR B0 T B0 02 o(7) Be

=)= /di~oi <31 iﬁ@)
0 \Joo

do 1+zfg i
/71/}0 @

03
- /Qﬂ/ ds 1;6_1,%923 L+ z23+ ?)
(22 +52)§

(in Polarkoordinaten)
Nebenbetrachutung: fir z — 0,s — 0

i(s) ist Darstellung von Dirac-¢:
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= i(s) =2 5(s)

2m
~ 220 dl ~ -
== [ @) = dolzw)
0 s
Bemerkung: GREEN’sche Funktionen dienen zur Losung von inhomogenen Problemen mit Randbedin-
gungen und mit Anfangsbedingungen (physikalisch: Felder im Bereich bestimmt durch Quellen/Senken,
Verluste/Einstrahlungen iiber die Oberfliche des Bereiches und durch die Anfangswerte der Felder)

Fernfeldndherung:

mit z = rcos? = pcosd und fir r > %:

~ w eiEr do’
,(/}7’;0)0 — cos ¥ ‘ /7ezkr/w0(r/)‘/ =0
g

C r

1.10 Beugung

Abbildung 1.30: Beugung an einer Rechteckblende. Linke Seite: Normale Beleuchtungsbedingung. Rechte
Seite: Stark tiberbelichtet (aus [Zth] S. 148)

1.10.1 Beugung von Wellen

ebene
Wellenfront
J gebeugtes Licht

1..Strani der
geometrischen
Optik

Lochblende

71
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Abbildung 1.31: Beugung an einer kreisférmigen Blende. Linke Seite: Normale Beleuchtungsbedingung.
Rechte Seite: Stark iiberbelichtet (aus [Zth] S. 150)

Welle lduft auch in geometrischem Schatten (Welle wird abgelenkt), wenn d >> X verletzt ist.
= Effekt wichtiger je grofiler A (rot stérker als blau gebeugt). Erklirung mit Huygenschem Prinzip —
Feld als ob in Offung viele in Phase schwingende Sender wiiren.

1.10.2 Kirchhoffsche Ableitung des Huygen’schen Prinzips

Gesucht: gebeugtes Licht, das durch beleuchtete Offnung in Schirm erzeugt wird. (= vorgegebenes Ej
auf Fliche o strahlt im Halbraum z > 0) Kirchhoff-N#herungen:
Da die exakte Bestimmung des F-Feldes bei z = 0 schwierig ist.

(i) Feld Ey auf Offnung o sei einfallendes Feld E; (ungestért durch Schirm !)
(ii) Feld sonst bei z = 0 sei Ey =0
(iii) Vektorcharakter von E vernachléssigt
(i)-(iii) sind im Widerspruch zu MAXWELLgleichungen und Materialgleichungen und koénnen nur fiir

Absténde vom Schirm >> A stimmen.
d >> X\ gefordert fiir Beugung;:

jacs ) ~ 0 iw ’
= aus (1.9.3) E(rw) = 3/ do'E(r') cos e~ Elr—r'|

A |r — /|

HUYGENS-FRESNEL: Die auf Offnung o fallende Welle pflanzt sich fort, als ob von jedem Punkt von o
eine Kugelwelle ausginge.

Bemerkung;:
e Integral gibt ,FRESNEL’sche Beugung“

e Fernfeldniherung und Annahme, dass E; ebene Welle ergibt , FRAUENHOFER Beugung*
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1.10.3 Fraunhofer-Beugung

Wir verwenden 2 Nédherungen:

e Einfallendes Licht sei eben, die Lichtquelle sei weit entfernt, d.h. E; = A - e~ ton'r

e Die Fernfeldnéherung: § = % < 1= 71> d, d.h. wir haben weite Abstéinde und kleine Offnungen

- icos
= E(rw)=A- Sy

e—i%r/ dz’ dy' ei(kzm/+kyy’)
ag

mit dem Wellenvektor k = #(n —n'), der die Glieder k, = %(n, —n},) und k, = ©(n, —n;) enthilt.

Fazit: In FRAUNHOFER-Niherung ist das Beugungsbild die FOURIERtransformierte der Offnung o

E oc/ da’ dy ="ty ) (o o)

Abbildung 1.32: Fouriertransformation verschiedener beleuchteter Offnungen o

1.10.3.1 Beugung am Einfachspalt

E 5 de! ¢k’ 5 1 ikyy sin%sin kﬁb
~ | deet ddye-' :abm b
bl -3 2 2
2w
ky, = —sind
Y 5 sin
-~ 12 sin® kyb
Intensitét: I ~ ‘E‘ ~ 51n2u mit u= -4
U 2
Lage der Minima:
A 2A n
ind=+—;4+—;..., £ —
sin gy
Lage der Maxima:
. A A 1A
SinVpae = :|:1,433;:|:2,465; o E(n+ 3%
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BEUGUNG

2
A lE]

D\ A\,

T T T

3 -2t 1 0 = 21 3x M

Abbildung 1.33: Beugung am Einfachspalt; Lage der Minima und Maxima

1.10.3.2 Beugung an kreisférmiger Blende
e o sei Kreis mit Radius a; Durchmesser D = 2a

e senkrechter Einfall einer ebenen Welle
n’ =z und n), =ny =0
e FRAUENHOFERbeugung:

— nur kleine Winkel 9

=costv~1 und k,= g19'
c

27 a
= E ~ / d(P / d’l"/ r’ei%w, cos ¢
0 0

2
2 J 2mwad
- [ef ~ (255
J1(z): BEssELfunktion 1. Ordnung
%x fir —0
Til@) = Zsin(z— ) fir |z|— o0

D = 2a Lochblende: Merke:

e Winkel ¥,,;,, unter dem das erste Beugungsminimum erscheint:

. A

sin opin = 1,225

e volle Halbwertsbreite der Intensitit des Hauptmaximums
A

sinﬂé = 1,225

Durchmesser beugungsbegrenzter Spot im Fokus:
A

D =122
T sin

¥: Offnungswinkel des optischen Systems

eines Laserstrahls, Fernrohr

Offnungswinkel ¥ groB
= Fokaldurchmesser klein, Auflésungsvermégen grof3

¢ Offnungswinkel 9 klein

Beugungslimit fiir Fokussierung durch Objektiv, Umkehrung ist Strahlengang! Airy-Scheibchen

Kriterium fiir das beugungsbegrenzte Auflésungsvermogen z.B. eines Mikroskops, Fokaldurchmesser

— kollimierter Laserstrahl mit Durchmesser D > X weitet sich langsam durch Beugung auf; GAUSS-

Profil bleibt erhalten
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1.10.3.3 Faltungen

e Fliche o sei eine regelméflige Anordnung identischer Teilflichen o, der Breite a, Hohe h und

Abstand d in z-Richtung
9 @
p——— R
d a

N

=3 on

n=1
FRAUENHFER-Beugungsbild
N
E:\/do/efkr :Z/ dO/ezkr
2=0 z2=0
o n=17n

neue Variablen r, =1’ — d(n — 1)%X

N
7 ik X(n—1)d / 1 ikr!
= FE= E elkx(n=1) / dz;, dy;, e
n=1 On

Beugungsbild eines ausge-
dehnten
Einzelspaltes op,

Beugungsbild von
N $-Spalten

oo . , . 1
/ e~k gtke _ qk = §(x — ')
27

— 00

1. Term im Produkt E:
Beugungsbild eines Gitters aus unendlich diinnen Spalten

Ons = 0(r), — d(n — 1)%)

= gesamtes Beugungsbild E hat periodische Struktur im Ortsraum:
Faltung aus Beugungsbild vom Einzelspalt und Beugungsbild einer periodischen Anordnung von 6-

Funktionen!
im k-Raum: Produkt

Ausblick: Rontgenanalyse von Kristallen — Vorlesung Festkorperphysik

1.10.3.4 Beugung am Strichgitter

Annahme: §-Spalte:

N
o0
E ~ Z eka(Nil)d = / dJ)/ €lkzx Z 6(%‘ — d(n — 1))
n=1 - n=1
1— eik:mdN
T 1 _ gikad
7 ‘E‘ sin? —kIgN
= ~ ~
sin %
e Hauptmaxima bei % = nm; Intensitit ~ N2

e Minima bei M2 = 5 £2m; . . s £(N — D)7

(0]
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MF'
=

L ¥ T
i 25

Abbildung 1.34: Beugungsbild eines Gitters aus N = 5 Spalten

e Beugungswinkel 9,4, fiir Maximum:

ky = ksind = 2—71- sin ¥
A
= % Sin Yppqe = N
Sin Ypge = — n €N
n: Beugungsordnung
Versuch: Beugung am Gitter:

e Beleuchtung mit Helium-Neon Laser (A = 633nm)
e Beugungsbild: Produkt aus §-Gitter mal Einzelspalt
e Beleuchtung mit WeiBllicht aus Kohlenbogenlampe

— Anwendung Beugungsgitter: spektrale Zerlegung von Licht A = % sin Vpnax

e Breite des Hauptmaximums, umgerechnet auf Wellenléinge

A
AN~ —
A nN
= spektrale Auflésung des Beugungsgitters:
a1
A aN

technischer Aufbau eines Gitterspektrometers:
e Abbildung Eintrittsspalt auf Austrittsspalt durch Konkavspiegel
e Selktion von A durch drehbares Reflexionsgitter

e Auflésung gegeben durch

— Anzahl N der beleuchteten Spalte auf dem Gitter bzw. Anzahl der Linienpaare/mm z.B.
LP/mm=570

— Breiten des Eintritts- und Austrittsspaltes (geometrisch-optisch)
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1.11 Streuung

1.11.1 Phdnomen der Streuung von Wellen

Z.B. werden Wasserwellen an Hindernis abgelenkt. Oder (Kinoprojektor-)Licht wird an Ascheteilchen in
der Luft abgelenkt.

Effekt der Ablenkung wird als Streuung bezeichnet wenn Grofle L des Hindernisses kleiner ist als die
Wellenlénge (L < A).
(Fiir L > X ist es Beugung; bei L &~ X spricht man von Mie-Streuung)

Wenn Frequenz des gestreuten Feldes gleich der Frequenz des einfallenden Feldes ist (wsy = wr), spricht
man von ,, elastischer Streuung” (RAYLEIGH, THOMSON,...), bei unterschiedlichen Frequenzen (wg; #
wr) von inelastischer (BRILLOUIN, COMPTON,. .. ).

Sehr wichtig fiir Strukturanalyse kleinster Objekte (Atom, -kern, etc.) und transparenter Festkorper!

1.11.2 Streuquerschnitte

Information iiber kleinste Objekte gewinnt man nur durch Messung der Frequenz- (= Energieiibertragung)
und Streuwinkel-/Wellenvektor-(= Impulsiibertrag) Abhéngigkeit der gestreuten Welle bei bekannter
eingestrahlter Welle.

Abbildung 1.35: () einfallende Welle so einfach wie moglich (44) Streuprozess: Wechselwirkung der Welle
mit Atom (Kern etc.); Ziel des Streuexperiments (iii) auslaufende Kugelwelle

(i): Einfallende Welle weit vor Streuer: eben, monochromatisch,
E;=E, ei(wt—kr) = <SI> = % |E0‘22

(ii): Streuprozess: Wechselwirkung von Welle mit Atom(en) etc. (kompliziert; Ziel des Streuexperiments)
(iii): nach der Streuung: Auslaufende Kugelwelle.

Intensitdt S durch Oberflichenelement do in Richtung n

do =1 (r d9) (r sind dyp)
=nr?sind do de
=nr2dQ Raumwinkelelement: dQ = sin1) do de

und
T 27
/dﬁ/dgpsinﬁ:]{dﬁzélw
0 0

zeitliche gemittelte) in Raumwinke = 1 do gestreute Leistung wird in Detektor mit Oberfléiche
itlich ittelte) in R inkel dQ2 = 5 d L d in Detek Oberflach
do| = r* df2 gemessen.
| do| 2

dW (9,0) = (S) do = (S - n)r?dQ

Bemerkung: dW ist unabhéngig von r (siehe unten).
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78 1.11. STREUUNG

A) Totaler Streuquerschnitt o

_ totale durch Kugelfl. 4mr? gestreute zeitl. gemittelte Intensitét

totale eingestrahlte zeitl. gem. Int.
_Jaw
©(Sr-2)
¢ dQ7r?(Ss - n)
(Sr-2)

g =

2

Bemerkung: [0] = m? ;o ist eine Fliche (= die Streuer dem eingehenden Fluss présentiert)

B) Differentieller Streuquerschnitt

do
de
do  in Oberfliichenelement do = r2 dQ) mit Raumwinkel Q(9,,0) um f gestreute zeitl. gem. Intensitit
a0 totale eingestreute zeitl. gem. Intensitét
_ AW (@,e)
~ (S;-n)
~ (S n)r?2dQ
¢ |Bo|?
dO’ 2<SIII>
a0 - (S12)

U—]{dQ

Gibt mehr Information (Winkelabhéngigkeit) {iber Streuprozess als o.

Bemerkung: Da %(Q, ) hier auch von w abhéngt, spricht man h#ufig vom doppelt differentiellen
Streuquerschnitt gg d?)g und definiert dann —" = [ dw dQ d

Beispiel: Streuquerschnitt der Beugung an Kreislochblende (1.10.4).

-2
E

o U1 i —1%r ikr’

E = Elﬁe e /Udole }Z,:O
_ (ka®\? [ Li(kav)\®

E/l  \Ur kad

do 5 o (Ji(ka¥))®
= @ k) < kao

=

Starke Vorwértsstreuung fiir a > A.
Frequenzabhéngigkeit: A o % x %; je grofler w desto kleiner A und desto engere Vorwértsrichtung.
Geometrische Optik entspricht A — 0 = nur Licht in exakte Vorwértsrichtung 9 = 0.

Totaler Streuquerschnitt

78



OPTIK 79

Abbildung 1.36: Streudiagramm: ¥,,;,, = iO,G%; Linge des Vektors: 3—6(19)

da (*): Symmetrie um z-Achse [ dg... = 2m...
(**);zofdﬁﬂ%zg da a>A=09 <1

Geometrische Fliche der Lochblende o = ma? ergibt sich, da fiir @ > A geometrische Optik gilt.

1.11.3 Erinnerung Dipolstrahlung
1.11.3.1 Ableitung aus Maxwellgleichung

Losung der beiden inhomogenen Wellengleichungen mit nur 2 N&herungen.
(1.22) aus 1.1.2

A) Lokalisierte Quelle und Fernfeldndherung

J(r'| > row) =0 und 7 — oo

gegebene Quelle lokalisiert.
=  GREEN’sche Funktion der HELMHOLZgleichung in Fernfeldniherung vereinfacht zu (k = n%) mit

n==:
T

G N — —iZr —ikr'
(r,r') o€ e
5 r—oo —WW , ~ e
S Blre) =% T (0 x qlew)) S et
c

Erw) =% —¢ (n X B(r,w))

mit  gkw) = Ho / ' e (1 w)
4m

FOURIER-transformierte Stréme in Quelle (z.B. Antenne) legen Fernfelder fest. Die Strahlungsfelder sind

auslaufende Kugelwellen, transversal (i - E=1n-B = E-B = 0 mit ‘B’ =1 )E’) und fallen fiir r — oo

wie % ab.

= Ausgestrahlte Leistung im Raumwinkel d©2 um Richtung n (zeitl. gemittelt).

~ |2 : 12
<<s> —en |B) =2 a |5 )
d2
- dQ‘f; - %wz In x q(kw)]?| = lim 2(n-S) (1.24)
w r—00

Larmor Formel
Bemerkung:

e P ist unabhéingig vom Abstand r, da [S| = % und |do| = r*dQ

e Ein zeitlich konstanter Strom j ~ j(w) ei”t|w:0 entspricht w = 0, also (ﬂj‘évw = 0. (Nur / jede
beschleunigte Ladung strahlt)
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80 1.11. STREUUNG

B) Multipolentwicklung
Fir |k -r'| <27 < ro < A kann §(k,w) Taylor entwickelt werden:

alkw) = i‘Z::O (A(w) + ik Q) + O(k))

Diese Entwicklung heifit Multipolentwicklung mit fiihrendem Term der Dipolstrahlung (Q Quadrupol-
strahlung, etc.). Wobei: d(w) = i d*r' v’ §(r' w) frequenzabh. Dipolmoment.

-  iwpo S
a(0) = 10 d(w)

Fiir Atome A ~ 10~"m , ro < 107?m gute Niherung.

Dipolstrahlung - Genaue Herleitung

Losung der inhomogenen elektromagnetischen Wellengleichung mit 2 Ndherungen.
(A) Fernfeld fiir r > rg
(B) Multipolentwicklung fiir 7o < A

fiir lokalisierte Quellen (z.B. Atom 7o < 107%m)

Fiir monochromatische Felder ~ e*? gilt:

[VQ + (‘;’)1 B(rw) = —uoV x j(rw)

w\2| = < c\2 .
[v2+ (E> ] E(rw) = iwpo {j+ (;) V(V-j)]
Losung mit GREENscher Funktion der HELMHOLTZgleichung in Fernfeldnéherung.

—1 . .
G(I‘,I‘l) e e—z%r ezkr/
4mr

/ d37"/ eik!‘/ vrl Xj(r',w)

LW ] 3
=—{—nx / d®r etk j(r' w)
c

~ —lw 1 w R
= B-— 7] Fo 2 e=itrn x / d*r’ % j(r' w)
Te T

. w1l .
& B-— Zw;e <" nx qkw)

mit q(kw) = Z—O / a5 j(r w)
7r

/dgr’ eikr’ {j+ (“0’2> v (vj)}
— [arer ff-n(a-j)]
= -nx (n X / A etk j(r’,w))

~ ) 1 ;W ] e
= Eo WH0Z iz (nxj{d?’r’ e'kr j(r',w))

Analog gilt wegen

47 r

=E— —¢ (n X ]~3(r7w)> Transversalwellen!
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Die Multipolentwicklung einer (neutralen!) Quelle folgt aus (1.5) und (1.6).

L VxB=j+iweE B
a J_+ O } = V-.j=—iwp  (Ladungserhaltung)

=—jw / ' ek G w) (fiir lokale Quellen)

= —jw /d3r’ o(r'\w) —I-z'k-/d?’r’ r o(v' w) + -
S

Wegen Ladungsneutralitit

= / a*r' ' o(r' w) = ——— q(k = 0,w)

= Damit folgt das Dipol-Fern-Strahlungsfeld:

~ w? ~ 1 e,
Blrw) = (n X d(w)) it

= und die zeitlich gemittelte Strahlungsleistung

T ]

Pp=——— |nx
3212g(c3

Fiir elektrischen Dipol mit d = x d(w)

Abbildung 1.37: Das Strahlungsdiagramm eines HERTZ-Oszillators. Es besteht Rotationssymmetrie um
die Dipolachse

= ‘n X &’2 = sin? 9 ‘J(w)r

sin?

4 2
w ~
PeD: ‘

32m2egy c? ‘d(w)

Hertz’sche Dipol-Strahlung
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1.11.3.2 Winkelabhdngigkeit
fiir elektrischen Dipol: d = d(w)x

L2
n x d(w)‘ ~ sin? ¥

w4

Pop=—"
eb 32m2gpc3

-2
’d(w)’ sin? ¢
Ausstrahlung maximal: senkrecht zur Dipol-Achse
Ausstrahlung gleich Null: parallel zur Dipol-Achse

-2
Intensitét: P ~ w? ‘d(w)‘

1.11.4 Rayleigh-Streuung

Einfachstes Streumodell an gebundenen Ladungen.
Streuprozess modelliert, dass einfallende Welle polarisierbare Punktatome (,, LORENTZ-Modell“ ) zu Di-
polstrahlung anregt.

= azao €0 EI(I': O,t) = Qp€p E~I 6th

o : atomare Polarisierbarkeit (ag = im LORENZ’schen Atom)

Me wg

d?o P.p ag wt 9
= = — = sin® ¥ RAYLEIGH-Streuquerschnitt
ddw ~ B[R 1672 E

Bemerkung:

e Wenn Material (vollig) homogen ist, gibt es zu jedem Streuzentrum ein zweites im Abstand % in
jede Richtung. = Alles gestreute Licht interferiert destruktiv
Nur in Vorwértsrichtung interferieren gestreutes und einfallendes E-Feld zum D-Feld. (Siehe Er-
kldrung zum Brechungsindex)

e Also nur Inhomogenitéiten, wie Dichtefluktuationen/Staubteilchen etc. in Luft streuen und fithren
zur blauen Farbe des Himmels, auf Grund der Proportionalitidt zur vierten Potenz der Frequenz.

Kﬂhlenhngen-l by E :
lampe | .- jg ¥ T B ; X . " 4

| weilk

Abbildung 1.38: Versuchsskize: orayicigne ~ wt



2 Spezielle Relativitdtstheorie

2.1 Einschub: Konzepte und Definitionen

2.1.1 (kartesische) Koordinaten

: *y
X
Jeder Punkt im Raum besitzt Raumkoordinaten
X Il
r = y = {1/'2
z x3

Jeder Punkt in Raum und Zeit besitzt Raum-Zeit-Koordinaten:

ct x9
T . x!
X = y = x2
z x3

2.1.2 Minkowski-Raum

Minkowski-Metrik und Einstein’sche Inertialsysteme

Alle Punkte (Ereignisse) in der Raum-Zeit x mit z# = (C;), z# € R konstituieren einen MINKOWSKI-

Raum M, wenn eine Metrik gegeben ist, so dass das Léngenelement einer beliebigen Kurve lautet:

di? = g, do* dz”

9w heiBBt MINKOWSKI-Tensor oder MINKOWSKI-Metrik. Ein MINKOWSKI-Raum mit einem Koordinaten-
system, so dass

1 0 0 0
0 -1 0 0
G =9 =109 0 -1 0
00 0 -1

lautet, heifit Inertialsystem. Denn dann gilt:
di? = (dz®)? — (dz')? — (dz?)? — (da®)?

Bemerkung:
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84 2.1. EINSCHUB: KONZEPTE UND DEFINITIONEN

e Vergleichen wir M mit dem euklidischen Raum R?, in dem gilt:

di? = d2? + dy* + dz* = g;; da* da’ mit  gi; =

o O =
o = O
= O O

e Krummlinige Koordinaten werden nicht diskutiert, da diese komplizierter sind.
® g, definiert ein Skalarprodukt:
(a,b) = g,,a"b" = ab’ — a'b' — a®V? — a®b?
Wir definieren den kovarianten Vektor
3
a, = gat = Zgwa“ = (ao, —a)
pn=0

sodass (a,b) = a,b" a
Die Inverse zu g, ist g"”, also

1 u=k
iz Y VT
9" guw = 0l { 0 sonst
und lautet im Inertialsystem:
1 0 0 0
w_ |0 =1 0 0| _
"Z1lo 0o -1 o |
o 0 0 -1

2.1.3 Definition der Lorentz-Transformationen als ausgezeichnete Koordiantentransformationen

Eine homogene Koordinatentransformation zH = L# x¥ heifft ausgezeichnet, wenn sie Inertialsysteme in
Inertialsysteme iiberfithrt, d.h. wenn gilt:

uv = LH;L LAV g;//pA und Guv = g:w (213)

In Matrixschreibweise sieht das so aus:
g=L"gL (2.1b)
Dazu muss gelten:
97" guw = 97" L', L, gex
07, =LyL, = (L7,

also (L71)% = L in Matrixschreibweise

L' = (gLg)" (2.1¢)
Daraus folgt: det (L) = £1 weil detg = —1

Die Transformationsregel g = LT gL folgt aus Betrachtung des Lingenelementes:
di”? =g, da™ da’ = g/, L} LY da” da?
welches in IS und IS’ gleich berechnet wird:
di? = g dz® da?

also
9rx = G LY
wobei
x't = LHa"
Die Aussage ,,L ist ausgezeichnete Koordinatentransformation* bedeutet nun < Langenberechnung in
KS, KS’, die mit Koordinatentransformation L verkniipft sind, verwendet identischen Rechenweg.

Bemerkung:
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e Ausgezeichnete Koordinatentransformation im euklidischen R?® sind Orthogonaltransformationen
und sind durch eine Rotationsmatrix gegeben. (g;; =1 — 1= RTR)

e Die ausgezeichneten Koordinatentransformationen heiflen LORENTZtransformationen im MINKOW-
SKIraum.

2.1.4 Tensoren

Tensoren sind Verallgemeinerung des Konzeptes Vektoren, Skalaren, Matrix etc.
Bsp.: Rotation: KS — KS’

M

Y4

A
X

Abbildung 2.1: Tensoren am Beispiel von Rotation des Koordinatensystems

'\ [ cosp —singp x
y ]\ singp cosp Y
’ . o
Rotation des Vektors: ( qf,” ) = ( cos P S @ ) ( %z >
a, sinp  cosgp qy

Ein Vektor erfiillt also bei einer Koordinatentransformation
o piog
' =R S
mit Rotationsmatrix R die Transformationseigenschaft
¢'(x) = B g/ (x)

Verallgemeinert mit der Matrix D* der Koordinatentransformation (D=R fiir euklidischen R?®; LORENTZ-
Transformation im MINKOWSKI-Raum) nennt man das d”-Tupel (d.h. die Menge von d reellen Zahlen;
d=3in R% d =4 in M) von Zahlen tFOHE Hw) (x)  (u; = 0,1,2,3 in M) kontravarianten Tensor
N-ter Stufe, wenn er unter der Koordinatentransformation transformiert geméaf

00 (x1) = d(D) DI - DY) 17070 (x) (2:2)

V(1) V(N)
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wobei gelten soll fiir

1 Tensor
d(D) = Det(D) = +1 Pseudotensor
0
‘i[?| =41 zeitartigen Pseudotensor (bei LORENTZtransformation)
0

Bsp.:
e Im euklidischen R3:
— In der Elektrodynamik aind Ladungen @ Ladungsdichten o(r,t) ein Skalar (-feld) (Tensor O-ter
Stufe, der von r,¢ abhingt), j(r,t), E(r,t) und V = a% Vektoren (Tensor 1-ter Stufe),
— B ein Pseudovektor (d.h. unter Spiegelung 2" = —z* wird j'(r',¢) = —j(—r,t) und V' = ;2 =
_a% = —V deswegen muss B/(r,t) = B(—r,t)
damit j'(—r',t) = V' x B'(—1r',t) = =V x B(r,t) = —j(r,t) gilt)
— ist das KRONECKER-Delta d;; ein symmetrischer Tensor 2-ter Stufe = Matrix
— ist der LEVI-CIVITA-Symbol €5,
1 fir €ijk = Ejki = Ekij
Eijk = —1 €jir = €inj = €xji
0 sonst
ein Pseudotensor 3-ter Stufe.
Mit ihm lautet das Vektorprodukt a=Db xc = a; = ;1b;ck

— ist ein antisymmetrischer Tensor 2-ter Stufe M,; = —Mj; eindeutig verkniipft mit einem
Pseudovektor m:

0 m3  —m?2
M;; = —m? 0 m?
m? m! 0

sodass Ma =m x a
e Im MINKOWSKIraum:

— ist g"¥ ein (symmetrischer) Tensor 2-ter Stufe

—ist 1, = gux tM ein gemischter kontra und kovarianter Tensor 2-ter Stufe und wird transfor-
miert wie ¢,” = g\ N = gua Ly LY 477 = L LWt = (L7197, LY t]

Verjiingung: Ein Tensor N-ter Stufe ergibt nach Absummierung zweier Indizes einen Tensor (N — 2)-ter
Stufe.

S/L(D...}L(N,z) t/t(m.../t(}v) — guﬁtﬂ(l)...}l.(Nfz) VK

4
— E tH@) RN =-2)Vy,
v=0

Verjiingung eines Tensors 2ter Stufe gibt Skalar, der Spur heifit.

= gN(N—l)N(N)

e im euklidischen R3:
Spt =t = {11 4 £22 4 433

Summe der Diagonalterme

e im MINKOWSKIraum
Spt = gt =th =tk =12 — M — 2 ¢

Beispiel: Spg = g,/ =4, Spl =4, =4
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2.2 Newton’sche Mechanik

Newton: ,,Mechanische Vorginge laufen in allen Inertialsystemen gleich ab.
Galilei: ,,Zwei Inertialsysteme sind durch eine GALILEI-Transformation miteinander verkniipft.“

3

rt = Z Riz" +rf + 't (2.3a)
j=1
t=1t+tg (2.3b)

mit Konstanten R}, ro, to; R’ sind Eintréige einer Rotationsmatrix.

3
. - 1 1=k
TR St
z;Rij TR { 0 sonst
j=
In Matrix-Schreibweise also
R-R" =1

Bemerkung: Die Indizes fiir Koordinaten x* stehen oben (kontravarianter Vektor) und werden mit den

X
A2

KS p ' £

Abbildung 2.2: Transformation zweier Koordinatensysteme

Indizes unten an Matrix Rj- absummiert.

Abkiirzung: Im folgenden verwenden wir hiufig die Finstein’sche Summenkonvention:

3

i i i g
g ij —ij
j=0,1

doppelt auftauchende Indizes werden absummiert.

spezielle Galilei-Transformation:

KS

87



88 2.3. RELATIVITATSPRINZIP UND LORENTZTRANSFORMATION

Bewegung entlang v ohne Drehung. Transformation auf gleichférmig geradlinig bewegtes Bezugssystem.

2.2.1 Widerspruch der Galilei-Invarianz zur Wellengleichung und zu den Maxwell-Gleichungen
A) Wellengleichung:
[VQ - 01283} E(r,t) =0
Die Wellengleichung ist eine Folge der MAXWELL-Gleichungen im Vakuum mit der speziellen Losung:
E(r,t) = Egcos(wt —k - 1)

fiir w = ck. Die GALILEI-Transformation auf ein mitbewegtes Inertialsystem (mit v = k) ergibt eine

stehende Welle: )

k
E(r';t) =Eqcos(wt —k -1’ — ?ct) =Eqcos(k-r’)
Diese stehende Welle ist keine Losung der MAXWELL-Gleichungen (Wellengleichung) im Inertialsystem
KS’.
Daraus ,,folgern“ wir, dass sowohl die Wellengleichung als auch die Elektrodynamik nach Maxwell nicht
GALILEI-invariant sind. Diese Inkonsistenz ist der Ausgangspunkt der speziellen Relativitatstheorie.

B) Versuch von Michelson-Morley: Da sich die Erde bewegt, sollte es moglich sein, unterschiedli-
che Lichtgeschwindigkeiten in verschiedene Richtungen zu messen. Man verwende ein MICHELSON-

FIE NN FF NN

e —

|
|
v
Detektor

Abbildung 2.3: Michelson-Morley-Versuch: Rotation um ¢ entlang Weg I oder Iy zu &ndern

Interferometer und benutzt eine Rotation des Spektrometers, um Unterschiede in der Lichtgeschwindigkeit

entlang der Wege 1 und 2 zu messen, welche auf Grund der Bewegung der Erde zustande kommen.
Erwarten wiirde man, dass die Verschiebung der Interferenzmaxima N % (%)2 mit der Erdge-
schwindigkeit v auf Grund des grofien Vorfaktors % messbar sind. Durch den Vorfaktor sind selbst
feinste Unterschiede messbar. Im Versuch wird aber trotzdem kein Unterschied beobachtet, somit exis-
tiert keine Geschwindigkeitsabhingikeit der Lichtgeschwindigkeit bei GALILEI-Transformation auf das
Erdsystem.

= c ist konstant in allen mit v bewegten Intertialsystemen.

2.3 Relativitatsprinzip und Lorentztransformation

2.3.1 Einstein’sches Relativitdtsprinzip

Alle physikalischen Vorgéinge laufen in Inertialsystemen gleich ab, und zwei Inertialsysteme sind durch
eine Lorentztransformation verkniipft.

2.3.2 Konstanz von Lichtgeschwindigkeit in Vakuum

Die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum ist unabhingig vom Inertialsystem und &dndert sich also nicht
unter einer LORENTZ-Transformation.

88



SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE 89

2.3.3 Die spezielle Lorentz-Transformation

Betrachte zwei Inertialsysteme, die sich relativ zu einander mit v = vz bewegen.

=1 t =
F
A F 3
s
KS=KS' KS i

Die Wellenfront einer vom Ursprung zu Zeitpunkt ¢ = ¢’ = 0 ausgestrahlter Kugelwelle von Licht werde
in zwei Koordinatensystemen betrachtet. Thre Position muss gleich lauten

P2 o242 — g2 _ (m0)2 — 2 242 2 (m/O)Q
Zur Vereinfachung wéhlt (unter der Annahme v || z) man:

V=2 und 2% = 2?

- ’22 C 22— 2 2y ‘ (*)

Sei die LORENTZtransformation gegeben durch die Matrix L:
o' = Lk (v)z¥ ( v wird absummiert)

(von KS nach KS’ mit Relativgeschwindigkeit v)

Bemerkung;:

e wir postulieren hierbei eine lineare homogene Abbildung
Linearitét:
A1X1 + AoXo — )\1X/1 + )\2Xl2

Homogenitit:
x=0—-x =0

c"\ _(a b\ [ct .
= (%)= 2 () )
also LY = a, LY = b etc.
Darum lautet die Inverse Transformation

() =aw (5 ) () -+

und muss Transformation von KS’ nach KS mit Relativgeschwindigkeit —v beschreiben. d.h. (x x x)

o' = Lry(—v)x'™”

Wegen Isotropie des Raumes die Transformation muss (xx) gleich bleiben bei z — —z und 2’ — —2’ und

()= (G a0 (%)

d.h.
LMy(—v)
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90 2.3. RELATIVITATSPRINZIP UND LORENTZTRANSFORMATION

Daraus folgt:

Daraus folgt:

damit in (*)

22— 2t = (az + vfct)Q — (act + ’Ul_)Z)Q

= (a2 —0252) 22—( 2 —v2f2) At? + 2av (f—B) ctz
= f=0 unddamit o —0%? =1 dh. a®-b*=1

Damit kann der , Winkel ¢* eingefithrt werden mit

sodass

mit

cosh sinh

Abbildung 2.4: Darstellung von cosh, sinh und tanh

1
v=coshp = ——

N

([ = tanh ¢

1
:>L”y:’y<[13 f) mit V=

Nz

Aus Vergleich mit GALILEI-Transformation fiir v — 0 folgt 3 — 2 und damit v — 1+ O(v?) also b — 1.

C C

Aus Hintereinanderschalten von zwei speziellen LORENTZ-Transformationen folgt, dass

v
p="
c
(Gruppeneigenschaft)
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SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE 91
Es folgt also die spezielle LORENTZ-Transformation
t 4 vz
g _tte _ ve (2.4a)
1-(2)
t
,Ziz—i—v VS S — ot (2.4b)
1-%
C

Fiir v < ¢ folgt also spezielle GALILEI-Transformation.

2.3.4 Elementare Folgerungen

A) Addition von kollinearen Geschwindigkeiten

KS KS'

»

—
-

L'

. HS"

L 3

unter Annahme v,u || z (kollinear)

L (u) - L (v) = Ly (w)

Fiir spezielle LORENTZtransformation gilt also:

c2 ct

1 1 1w\ (1T 1+ %

weil fiir * gilt:

V@ﬂﬂﬂu+wz (i) \ 2
(tre)? 1<u%g>

Also: relativ zu KS bewegt sich KS” mit der addierten Geschwindigkeit

u—+v
w =
1+

Bemerkung:

b

v+u

e Dies belegt die Grupeneigenschaft der speziellen LORENTZ-Transformationen und hétte nicht ge-

golten, wenn 3 # ? gewesen wire. (verwendet in 2.3.3)

: _ . . 2v 23 . _ v
e Sei u = v dann ist w = 2 =Ciige mit 3 = 2
W Galilei
. Einstein
[ e

i p

c ist also Grenzgeschwindigkeit
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92 2.3. RELATIVITATSPRINZIP UND LORENTZTRANSFORMATION

B) Raum-Zeit-Diagramme Zwei Punkte (,Ereignisse” ) x(;) und x(9) mit Abstand
X=X~ X2

0.B.d.A. z! = 0 = 22 (also kein Abstand entlang z'- und z*-Richtung). Kénnen nach ihren Abstéinden
charakterisiert werden.
So ist

(x,x) = (1:0)2 —r?
= PA? — A2
= AAL? — A7

_ <X/,X/>

erhalten unter LORENTZ-Transformation.

Xy

T Lichtkegel
\ /
S Zukunfts-

kegel I/
Gleich- r’f

i
L o

zeitigkeits // tega “x;

A

1r..",@f:rganguanhei -
lr,fI kegel

e 1. Fall (x,x) > 0 (also At? > Ac—f)
x heifit zeitartig und liegt im Zukunfts- / Vergangenheitskegel

— Es gibt Inertialsystem IS, in dem beide Punkte am selben Ort Az = 0 stattfinden, aber mit
Zeitdifferenz At.
In allen anderen Inertialsystemen IS’ gilt:

At’:'yAt:L>At

1— 22
also At’ > At Zeitdilatation
e 2. Fall: (x,x) = 0, der Vektor liegt direkt auf dem Lichtkegel.
e 3. Fall: (x,x) < 0, dann heifft x raumartig. Der Bereich, in dem diese Ereignisse liegen, heif}t
Gleichzeitigkeitskegel. Es gibt kein Inertialsystem, in dem man mit einem Lichtsignal diese beiden

Punkte verbinden konnte, da das Licht nicht schnell genug ist, um von x(;) nach x(3) zu kommen.
Eine Lange [ = Az die im Inertialsystem ruht ist im bewegten Inertialsystem kiirzer:

=AY |ap—o=~(1— 1) =/1- 31 = % <1

(es muss bewegte Linge bei At’ = 0 gemessen werden, und deshalb At" = 0 = (At + 3 Az) gelten)
Dieses Verhalten wird Ldngenkontraktion genannt.
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SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE 93

2.3.5 Weltlinien und Eigenzeit

z Tangerjtenuekmr

A ' xis)
—
“ct
{ als Kurvenparameter
gewahit

Eine Kurve x(s) in der Raumzeit, mit s als beliebigem Kurvenparameter, (zum Beispiel der Zeit) heifit
Weltlinie, wenn der infinitesimale Abstand zweier Punkte

di? =2 dt? — dz? — dy? — d2® >0

ist, die Tangente also zeitartig ist und das Teilchen somit nie mit Uberlichtgeschwindigkeit fliegt.
Wenn das Teilchen eine eigene Uhr hat, so misst diese nach folgender Gleichung (nach Wahl von ¢ als

Kurvenparameter)
1 2
di? = 2 dt? (1 -5 f2> = 2 dr? (1 - ”2> — dr’
c c
2 dt
= dr=1-Sa=2 (2.5)
c v

7 ist die Eigenzeit der Weltlinie, die somit langsamer lduft. Das dr entspricht einem Zeitelement, das
eine auf der Kurve bewegte Uhr messen wiirde. Diese Formel spiegelt die Zeitdilatation wieder.

2.4 Lorenz-invariante Formulierung physikal. Gesetze: 1-tes Bsp. Dopplereffekt

Umsetzung des EINSTEIN’schen Relativitats-Prinzips: Formulierung der physik. Gesetze mit MINKOWSKI-
Tensoren, z.B. Skalarprodukt (a,b) = a,0" und 4er-Vektoren etc., sodass die Gesetze LORENTZ invariant
sind, d.h. in allen Inertialsystemen gleich lauten.

Die Phase einer elektromagnetische Welle ¢ = wt — kr entspricht dem Skalarprodukt ¢ = g, k" ¥ mit
4-er Wellenvektor k* = (kO:“T ) Im bewegten Bezugssystem

O
fiir LORENTZtransformation (v || z)
W =jlw+uvk,) k. =% cos? 1
kL =j(k. +%3) ky = < sind joy = —Y—/— —
K=t - ()

Bemerkung: k,k* = 0 = (kk) ist LORENTZ invariante Schreibweise der Dispersionsrelation.

A) Longitudinaler Dopplereffekt:

142
W= Cwi(l—l—g)w
c

Frequenz &ndert sich, wenn Abstand von Empfinger und Sender wegen der Relativbewegung zu-, ab-
nimmt.
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94 2.5. RELATIVISTISCHE ODER EINSTEIN’SCHE MECHANIK

B) transversaler Dopplereffekt

;L _ w N 1 102
w—’yw—\/ivz_w- —1—56—2—1—...
T2

Man spricht vom quadratischen transversalen Dopplereffekt. Dieser fehlt in der klassischen Physik kom-
plett.

Bemerkung: Losung des Widerspruchs zwischen Maxwelgleichungen und Wellengleichung zur Mechanik.
Phase einer monochromatischen, ebenen Welle ist LORETZinvariant (MINKOWSKI-Skalar).

E(r,t) = Eg cos(z*k,) in IS

und
E'(r',t) = Ejcos(z''k,) in IS’

(Transformation von E{j in QM II)
2.5 Relativistische oder Einstein’'sche Mechanik

Die Bewegung eines Massenpunktes mit Ruhemasse m entspricht einer Weltlinie im MINKOWSKI-Raum.

Zeitartige Kurve

T.smgente/"q

di? = dx, (1) dz* (1) = dr* >0

dabei ist 7 die Figenzeit als Kurvenparameter

2.5.1 Vierergeschwindigkeit

Wird die Weltlinie mit der Eigenzeit 7 des Massenpunktes (Uhr am Massenpunkt) parametrisiert, dann
heifit der Tangentenvektor:

W (r) = <at(r) = ##(r)

Vierergeschwindigkeit.

Zwischen der Vierergeschwindigkeit u# und der Dreiergeschwindigkeit im Raum v besteht folgender
Zusammenhang:

d
Er(t) =v(t)
dat(r)  dak(r(t) dt

dr dt dr
_derdr
Todt dr

-0
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Das Skalarprodukt:

uut =~y%(c? — v?) = ¢ = const.

ist LORENTZinvariant. Das bedeutet, dass %u“ ein normierte Tensor 1-ter Stufe ist, der sogenannte ,, Tan-

gentenvektor” an der Weltlinie.

Bemerkung:
Daraus folgt fiir die Viererbeschleunigung *:

d
ut = Eu“
d o d
3¢ = 0= grwuu
= 2g,,u"
& ul, =
= ulu

Beschleunigung ist senkrecht zur Geschwindigkeit.

2.5.2 Viererimpuls

A) Relativistische Energie-lmpuls Beziehung Der rdumliche Impuls p wird durch die Ote Komponente

% mit der totalen Energie E' des Massepunktes zum Viererimpulsvektor:

= (2) .

mit LORENTZinvarianter Linge (EINSTEIN 1905):

B\ 2

pup" = <C> —p? =t (mc)? (2.6b)
mit der Ruhemasse m.
Im Ruhesystem (p = 0) gilt also:

E = mc?
(Ruheenergie = ¢?- Ruhemasse)
Allgemein gilt also:
E =+/(mc®)* + (cp?)? (2.6¢)

(relativistische Energie-Impuls-Beziehung)
Die verallgemeinerte Newton’sche Beziehung folgt fiir © < 1:

2

EP20me? + b 1.
2m
~~

kin. Energie

nach Newton
Bemerkung:
Der Ansatz p* = (%,p) soll hier nicht bis ins Detail begriindet werden. Es wird lediglich eine Motivation
fiir diesen Ansatz gegeben:
Energie und Impuls charakterisieren die Bewegung eines Massenpunktes. Dieser hat als einzigen Parame-
ter die Ruhemasse m. Laut EINSTEIN ist die einzige physikalisch wichtige Konstante die Lichtgeschwin-
digkeit c. Also miissen diese beiden Dinge miteinander in Verbindung gebracht werden, was durch obigen
Ansatz geschieht.

Die Energie-Masse-Aquivalenz kann z.B. bei der Kernspaltung oder Kernfusion (Deuterium + Tritium
— Helium + Neutron mit ﬁ—:l ~ 81072 — 18MeV) beobachtet werden.
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96 2.5. RELATIVISTISCHE ODER EINSTEIN’SCHE MECHANIK

B) Trage Masse Eine Verbindung zwischen Kinematik (z#(7) Bahn , u*(7)Geschwindigkeit) und der
Dynamik (Energie, Impuls) ist gegeben durch:

Ansatz wie bei Newton: pH=mut
2 _ 02,2
pupt=mu,u* = m-c

) . 4_ _m c\_ c\ _, c
woraus folgt: D " <v) ym <V> :m(v) (v>

mit der trigen Masse:

m(v) = my(v) = ——

_ v

2

Es folgt 3er-Impuls p# = m(v) - v und E = m(v)c? (Energie-Masse-Aquivalenz), wenn der Massenpunkt
die Geschwindigkeit v relativ zum Laborsystem hat.
Massepunkt bewegt sich also mit trdger Masse, wenn er Geschwindigkeit v im Labor hat.

Bemerkung:

Aus (mc)? = p,pH folgt p,, %p“ = 0 (Impulsénderung ist senkrecht auf Impuls)

2.5.3 Einstein’sche Bewegungsgleichung

Es fehlt noch, wie eine Kraft den Massepunkt beschleunigt.

A) Minkowski-Kraft Die Definition der MINKOWSKI-Kraft folgt in Analogie zur Newton’schen Mechanik
(nur dass Vierervektoren genommen werden) Es gelte:

d
EhalpN T )T}
dTp

Die ,,cigenzeitliche Anderung® des Impulses erfolgt auf Grund einer Krafteinwirkung.
Daraus und aus den Anfangsbedingungen folgt die Bahn des Massenpunktes.

Bemerkung;:
Wegen 0 = p,, %p" = pF* muss Kraft senkrecht auf p,, stehen, also:

puF* = mu,F* = m(cF° —v - F)
= u, " =0

F steht fiir die vertraute 3-er Kraft. also FO = %VE ist O-te Komponente der MINKOWSKI-Kraft die
Energiedinderung liefert.

B) Lorentz-Kraft Bsp. fiir F#: LORENTZ-Kraft beschreibt die Kraft, die elektromagnetischen Felder auf
Massenpunkt mit Ladung ¢ ausiibt.

E-v
T
Fl.=a (E v X B) (2.7)

E, B und v sind vertraute 3er Vektoren.

Aus Lpt = FL, folgt wegen &= =4
d 1
ap# = ;Fétor
d d
= gm(v)c2 = &E =qE-v
d
am(v)v =q(E+vxB)

Bemerkung:
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e Gleichung 1.7 ist LORENTZ invariant

d
ap:q(E—&—va

nur wird der Impuls mit triger Masse gebildet: p = m(v)v
e Gleichungen 2.6 und 2.7 sind Postulate, miissen durch Beobachtung verifiziert werden
e 2.7 beschreibt Bewegung eines Massepukntes mit beliebiger Geschwindigkeit v im Labor

Bsp.:
Experimenteller Nachweis von m(v) im Synchrotron.
Betrachte Bewegung in konstantem, homogenen Magnetfeld B = Bz. Wegen E = 0:

&m(v)c2 =0 = m(v)= const.
m 2
=const. = v° = const.
v2
T2
d d
= &m(qﬂ)v = m(v2)&v =gq vxB
senkrecht zu v, B
= v, (t) = v? = const. 2(t) = 2o + 02t

lineare Bewegung entlang z

Ansatz:
v(t) = vz + /v — (v9)2 (X coswrt — ysinwrt)
—_———
vl
Kreisbewegung;:
d —sinwpt —sinwpt
= m)—v =mw)vlwy | —coswrt | = qulB | —coswrt
dt
0 0
Ansatz ist OK — LARMOR-Frequenz:
gB 4B
wy, = =—=wr(v) = E
L= ) L(v) =wr(E)
und Radius: 0 o
Y MY 2
ro = oL 4B 7o(v7)

Die energieabhingige Grofen w, und ro geben leicht nachweisbare Uberpriifungeen der speziellen Relati-
vitétstheorie. Bei Atomspektren z.B. ist (%) der Elektronen im H-Atom auch nicht vernachlissigbar.
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3 Analytische Mechanik

3.0 Variationsrechnung

e Die NEwTON’schen Bewegungsgleichungen fiir N Massenpunkte (Teilchen) mit Massen m; i =

1,...,N lauten:
N
- text nt paeo s
m;¥; = F; +§Fij firi=1,...,N
* kK

ok

*: Impulsénderung
xx: wirkende duflere Kraft auf Massepunkt
x % *: von Teilchen j auf Teilchen i ausgeiibte interne Kréfte

Dies sind also f = 3N inhomogenene, nicht lineare, gewthnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, die zusammen mit den 2f Anfangsbedingungen die Bahnen (Bewegung) der Massepunk-
te r;(t) beschreiben.

e Die Formulierung der Mechanik nach LAGRANGE, HAMILTON usw. (wird analytische Mechanik ge-
nannt) leistet dasselbe: Allerdings ist sie hiufig leichter lésbar.
Das Prinzip der Analytischen Mechanik wird in der sogenannten , Technische Mechanik“ oft ver-
wendet.

e Prinzip der Variationsrechnung liegt der analytischen Mechanik zu Grunde (siehe auch FER-
MAT sches Prinzip aus 1.6.2 ) und wurde dort auch (weiter) entwickelt und wird in fast allen Gebieten
der modernen Physik verwendet.

e Konzepte der analytischen Mechanik wurden verallgemeinert zur Quantenmechanik, allgemeiner
Relativitatstheorie etc.

e Die Verkniipfung von Symmetrie und Erhaltungsgréfien ist wichtigstes Konzept.

3.1 Grundziige der Variationsrechnung

3.1.1 Motivation und klassische Beispiele

Im x — y—Ebene seien zwei Punkte A = (34 ) und B = (% ) gegeben. Was ist die kiirzeste Bahn / Kurve,
die beide Punkte verbindet?

Definition einer Bahn:

Eine Abbildung C : I — RS mit I : [ta,tg], die durch f stetige und stetig differenzierbare Funktionen
qi(t) mit i = 1... f gegeben ist (Abkiirzung q(t) € R/) heifit Bahn (¢ wird spiter hiufig die Zeit sein).
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Hier bedeutet dies also, dass z(t) und y(¢) durch zweimal stetig differenzierbare Funktionen gegeben sind,
mit x(te) = 24 , Y(ta) = Ya , (tp) = xp und y(t,) = ys, dabei ist t, < ¢t < ;. Die Linge der Bahn ist
[(C) = [ ds mit dem Inkrement ds der Bogenlinge s.

|

q(t)

Tangente

Wir betrachten die Tangente q(t). Mit dieser folgt:

Bogenlidnge As = Sekantenlidnge =~ |q(t + At) — q(t)]

As =1q(t)|At  Unter Verwendung von Taylor fir At — dt — 0
Wobei §(t) = &q(t) Tangente der Bahn C im Punkt q(t). Wenn At infinitesimal — ds = || dt:

t

= L(C) = /ttb ava@E= [ a/E i

ta

Wir parametrisieren zur Vereinfachung die Bahn nach z um (ohne Diskussion).
Voraussetzung ist, dass z(t) umkehrbar (injektiv) zu t(x) ist mit ¢(z,) = t, und t(xp) = tp.

= Ygp- 9

dz T
'—%@—i@—i /(gc)
Y= at  Ta W

Ty Tp
1
éL(C):/dgx/:ﬁ2+i2y’2:/dx\/l+y’2

Za,

Gesucht ist diejenige Funktion, welche y(x) minimiert.
L ist ein sogenanntes Funktional L[y(x)]; ist Abbildung, die der Funktion y(x) eine reelle Zahl (Linge)
zuweist.

Definition eines Funktionals:
Es ist eine Abbildung vom Raum der Bahnkurven C in R gegeben durch die Auswertung der Aufsum-
mierung einer sogenannten Dichtefunktion L = Rf x Rf x R — R entlang der jeweiligen Bahn C:

tp

Sla(t)] = / at L (q(t).a(t) 1)

ta

Falls die Bahn C durch q(¢) bekannt ist, ist also L = L(t) bekannte Funktion und S ergibt sich durch
Integration:

ty
§— / at L(t)
ta

Die Variationsrechung bestimmt somit eine Bahn C (oder q(t)), so dass S minimal oder maximal wird
(allgemein: stationir). Die Abhéngigkeit von ¢, — t, interessiert nicht.
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3.1.2 Die Euler’'schen Gleichungen

Gegeben ist ein eindimensionales Bahnfunktional:

ty

Sla(t)) = / at I (q(t).4(t).1

t_

Die Bahnen sollen durch Randpunkte gegeben, durch g_ bei t_ und ¢4 bei ¢4 gehen.

D.h. g =q(t) fur t_ <t <ty mit q(t—) = g— und q(t+) = ¢+. q(t) sei zweimal stetig differenzierbar und
L stetig differenzierbar nach seinem Argumenten. Wir vergleichen die Bahnen ¢(t) = qo(t) +<h(t), wobei
h(t_) = h(t+) = 0 gelten muss, damit alle Bahnen ¢(¢) durch die Endpunkte gehen. Ansonsten ist h(t)
eine (in einer kleinen e-Umgebung beliebige) Funktion.

Welches qo(t) fithrt auf die Entwicklung von S:

S[qo(t) + eh(t)] = So + &S’ + O(e?)
fiir beliebiges h(t) mit S’ = 07?

Bemerkung:
Dieses Problem lisst sich behandeln, in dem man das Minimum von S(¢) ermittelt.
ty

Stao(®) + b(e)] = [t L (anlt) + eh(t)o(t) + =h(0).)

iy

= [ {L<qo<t>,q'o<t>,t> + ‘3—5

t_

oL

% Eh(t)} + O(e?)

7=

9=4o
q9=q0 4=qo

Bei Variation von h(t) ist h(t) auch fest, aber erst wenn wir alle Terme ~ h(t) zusammenfassen, kénnen
wir S = 0 fiir beliebiges h(t) folgern. Dies geschieht mit partieller Integration:

bt OL

Partielle Integration im zweiten Term:

OL d 0L

dq dt 0¢

oL

. oL

=40 9q
a=qo

9=do
q4=do

eiz(t)) + O(e%)
- +0(?)

h(t)

q0,90

t4
= S[qo] +€/ dt
t_

90,4 90,490

=0 =*
d oL

2
at 94 +0(e%)

— Slqo] + ¢ / " dth(t) [?‘92

90,40 90,40

S’

* da Randterme verschwinden.
Damit das Integral S’ (linearer Term in ¢) fiir alle h(¢) verschwindet, muss also [...] = 0 entlang der
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102 3.1. GRUNDZUGE DER VARIATIONSRECHNUNG

gesamten Bahn

oL
dq

_4doL
q=qo, dt 0¢
9=4o

[l—
o

q4=qo,
9=4o0

dies nennt man die EULER-Gleichung

Beispiel: Kiirzeste Bahn (Achtung: ¢ — ) in der Ebene.
Weil ds = /dz? + dy? = dzy/1 + y'2 ist, gilt:

*B
lZ/de(y(w),y'(w‘),w) mit y’=%
X

In unserem Beispiel ist

Die EULERgleichung bedeutet hier:
oL d oL

oy dx oy
Und da die erste Ableitung % = 0 ergibt, haben wir:

d / /
Y = Yy = ¢ = const.

0——— —===0
dz /14 y'2 /1+y2

Es folgt also fiir die erste Ableitung:

2
2 C

12

Y(@)?P=c1+y ()% = () = & = const.

Damit erhalten wir, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine Gerade ist:
y(x) = yo + cx

Setzen wir nun die Randwerte ein, so erhalten wir:

Bemerkungen:

e Die kiirzeste Bahn wird auch als Geodéte bezeichnet. Auf diesem Prinzip basiert die Formulierung
der allgemeinen Relativitatstheorie, bei der g, eine Funktion des Ortes ist.

e Eine Variable ¢; (wie hier y), die in L (q,q,t) nicht explizit auftaucht, (d.h. (% = 0, hier: ‘3—5 =0)
heifit zyklische Variable und die zugehorige Grofle, der sogenannte verallgemeinerte (kanoni-

sche) Impuls, p := g—; ist eine Erhaltungsgrofie, p = const. (d.h. %%{; =0 %—5 = const. hier
gyL, = const.)

Verallgemeinerung auf eine Bahn im R/:

Theorem:
Die Bahnkurve C im R, gegeben durch

{(q,t)]gs = ¢;(t) @ <i< f mit f stetig und zweimal stetig differenzierbaren Funktionen ¢;(¢)}

ist Extremalkurve des Funktionals.

5— / "t L(a().a(0).1)
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ANALYTISCHE MECHANIK 103

Das heifit, S[q] ist stationér bei festen Randpunkten q(¢_) = q_ und q(¢4) = g+ mit der Dichtefunktion:

L:RIxRIxR—>R

mit gewissen Glattheitsbedingungen an L. Das Funktional ist extremal genau dann, wenn:

oL  d oL
aqi dt 8ql

=0| firallei=1,..,f (3.1)

unter Vorgabe fester Randpunkte q(t+) = g+. Dies sind die EULERgleichungen.

Beweis:
Die f Vergleichsbahnen q(t,¢) erfiillen q(t,e = 0) = q(¢) (optimale / stationire Bahn). Wobei q(t) die
extremale Bahn ist. Ebenfalls gilt, dass alle Vergleichsbahnen durch die Randpunkte gehen:

q(t+.e) =q(ts) =ax

Desweiteren soll q(t,e) entwickelbar sein:

q(te) =q(t) +¢ % + O(e?)  (TAYLOR in €)
Logg_ds
(Statte) - Sia(o) £ == |
oL 8q1 t,e) oL 0q;(t,e) 1
/dt Z <(’9ql e |._o 04 O |, =0

Wegen 2q;(te) = 2 £qi(te) = 2 2q;(te) lisst sich die Zeitableitung partiell integrieren:

ty f ty
_ 9gi(te) (0L(q,4,t) d 9L(q,q,?) oL 9q(t, _
715 / d ; Oe 0q; dt 9q; Z dqg; Oe . =0

da g;(t.e)|r. = g+ folgt fur alle e: 9ailts.e)

ergeben. Betrachten wir im Detail:

d JL d o0 0%L O%L
dob _d 0 ey L .
dt 9¢;  dt 9¢; (a,4,%) at q; * ; 04, Z 3ql 8q]

= Die Euler-Gleichungen sind gekoppelte implizite Differentalgleichungen zweiter Ordnung.

= 0. Die grofle Klammer muss also fiir jeden Index i einzeln 0

Beispiel: Kiirzeste Bahn:

dt dt

= L[C] = /tB dt \/22(t) + 92(t)

ta

scan=5((50)- () ) =23) = o57= e

Die EULER-Gleichungen hierfiir lauten:

2
ds = /dz? + dy? —dt\/<dm> +(dy) = dtv

also haben wir:

L 3 L {
d 9 d x 9 =0 = L:konst.

dt 8$ dt ‘/x2+y 6? /.’b2+y2
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104 3.1. GRUNDZUGE DER VARIATIONSRECHNUNG

und d oL d ] oL /
Y Y
dt 9y dt /32 +y2 dy /2 792 ons

Da z.B. z zyklisch ist gilt % =0— % = ¢ = const. Damit erhalten wir also die Beziehung:

d .
y/zdiyzgzgszHSt.
x x 1

Wir erhalten wieder eine Gerade:

Die selbe Bahn/Kurve ergibt sich aus der Variationsrechnung fiir beliebige Parametrisierung.
Beispiel: Kiirzeste Bahn in Polarkoordinaten!:

x(t) =r(t)cosp(t) = @& =rcosp—resing
=r(t)sinp(t) = gy=rsinp+rocose

also ist die Geschwindigkeit in ebenen Polarkoordinaten nichts anderes als:

2

’v =i2+y2=7'“2+r2¢2‘

Es folgt fiir L:

tp
Ljc) = / At /P ¥ 125

ta

Umparametrisieren ergibt:

B d
LiC) = / drv/1+ 122 mit ¢ = Lo

a dr

Die kiirzeste Bahn folgt nun aus der EULERgleichung mit

L(@(r),@'(r),r) = V141202

Eingesetzt ergibt dies:

2,
oL d@Li0 87L:0:£ rép

= = S —
Op  dr 0¢ Op dr \/1+ 1242

Um ¢(r) oder ¢'(r) zu finden, ist ein grofierer Rechenaufwand als zuvor notwendig. Das liegt an der
ungeschickten Wahl unserer Koordinaten. Das Ergebnis bleibt natiirlich eine Gerade.

= ¢ = konst.

3.1.3 Kiassisches Beispiel: Die Brachystochrone

Historisches Problem: BERNOULLI (1696)

5
|
—
=
g
v
. J
"

b3
s

1Dieses Beispiel wurde nicht in der Vorlesung besprochen.
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Gesucht ist die Kurve, auf der ein Teilchen unter Einwirkung der Schwerkraft am schnellsten von A nach
B kommt.

Das Teilchen ist bei A (oberhalb von B) anfénglich in Ruhe. Eine Bahn, auf der das Teilchen zuerst stark
beschleunigt und dann mit groflerer Geschwindigkeit entlangléuft ist womoglich schneller als die kiirzeste

Bahn.
Wir ermitteln die Zeit zum Durchlaufen der Bahn mit dem Bogenldngenelement ds und der Geschwin-

digkeit v = (%):
B
d
L] = / ds
A vl
weil ds = |v| dt, wobei v aus der Energieerhaltung bestimmt werden kann:
E = konst. = %02 —mgz =20

wegen Wahl der Anfangbedingungen bei A: v = 0, z = 0. Damit kénnen wir v = /2gz ersetzen:

t[c]/B ds / \/x2+22

4 V292

Durch Umparametrisieren mit ¢ = ¢(x) folgt:

_L o 1 ()
‘K@LAdvzm

gesucht ist z(x), sodass F(C) = ['7 dx 1+Z(x) extremal = [ dzL(z(x),2'(x),x) mit

1 ‘2
L(a(2), (@), 2) = \|
z
Extremum aL d aL . dZ
— — — — — =0 bei 2/ = ——
0z dx 02/ wober 2 dx
vite (1N _d &
23 2 dz \/2(1 + 2/2)
weiteres Differenzieren wird kompliziert und 2" _ d taucht auf.

Tipp: Verwende nicht die EULER-Gleichung wenn es auch einfacher geht!

Wichtiger Trick: Energieerhaltung
Multiplikation der Euler-Gleichung mit z’, und danach anwenden der Produktregel liefert:

JOL 4oL
“0: 7 dw oy
82 8z’ 9z~
_oLd ovas L
0z doz 07 dx “ oy
(%)
Die Klammer () entspricht: = di (2(z), 2 (), ) genau dann, wenn % = 0, weil gilt:
d . 0L 0z OL dz’ 0L

qp @A) = 5o et o o

d , OL oL

dann folgt:
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106 3.1. GRUNDZUGE DER VARIATIONSRECHNUNG

Fazit: Somit ergibt sich aus der EULER-Gleichung:
fiir % = 0 gibt es Erhaltungsgrofie

, 0L . d
E=L-7 5y = coust. | = E(z(2),2' (z))  mit £E =0

was ein grofler Vorteil ist, weil E nur von z und 2’ (nicht aber von z’") abhéngt

In unserem Beispiel ist:

, -4 1+22 -1 o ,
=z — = = const. mit einer Lange a
Vz(1+27?) z V2a
1 -1

E= 7(2'27172’2) = & z(1+z'2) = 2a = const.
z(1+ 22) 2(1 4 2'2)

d 2

& Y |
dz z

dabei ist a die Léange eine Integrationskonstante. Trennung der Variablen:

/dx:m—xoz/dz i
2a — z

Variablensubstitution: z=a(l—cos?¥) < dz=asinddd

B a(l—cos?)

= T 3:0—/d19asm19 (1+cos19)
sin? . 9V
= /dﬂ sin v 008219 2a/d19 sin 5

= a (¥ — sin®)
D.h. mit der Parametrisierung der Bahn durch 1 ist die Brachystochrone gegeben durch:
a (1l — cos)
x=a(d—sind) + xg

o und a sind zwei unbekannte Integrationskonstanten, die aus den Randbedingungen bei den Punkten

0 Ta .?.gn,? 3ra {ra
L ] i
1] T '
2a
bt

Abbildung 3.1: Die Brachystochrone ist hier ein Stiick einer Zykloide, die man durch Abrollen eines Rades
mit Radius a erhilt.

A und B folgen z.B.: 2(94) = z(94) 20 folgen.

'ﬂA:O .]30:0 J,‘(’LgB):J?B Z('ﬂB):ZB
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3.2 Lagrange Mechanik

3.2.1 Prinzip von Hamilton

A) Newton’sche Bewegung eines Massepunktes im Potential

Nach NEWTON ist die Bahn des Massepunktes verkniipft mit
Bahn: ¢+ r(t) € R? (hdufig r=q)

d

Geschwindigkeit: v (t) = ! r(t) = (t)

o om 5, 0 )
kinetischer Impuls: p(t) = mv(t) = — 5V =5y T(v) mit der Masse m

v v
kinetische Energie: T := %V2
Kraft aus Potential: F = —% U(r(t),t)
d

= gegebene NEWTON’schen-Gleichung: L P= F ist dquivalent zu:

% 53 %VZ—U(r,t) :ag %v2 —U(r,t) d 9
v N—— r

=0 (%)

0

=——T-U)==—T-U)=0
dt ov L,_)/ 81'( )

=0 (%) =:L(r,v,t)

(*) da U unabhiingig von v ist und («x) da kinetische Energie nicht von r abhéngt.

Im Vergleich erkennt man, dass die NEWTON-Gleichung der EULER-gleichung (3.1) zur (LAGRANGE)-

Dichte ist.

L:meﬂmﬂ:TfU:%FfU@ﬂ:%ﬁfUmw (3.2a)

Das HAMILTON’sche Prinzip besagt, dass die Bewegungsbahnen des Massepunktes (Parameter m) die
“ Extremalen,der “ Wirkung, (des Wirkungsfunktionals) sind.

swm=[+ameﬂmw (3.2b)

Bemerkungen:

e Das Prinzip heiflt auch ,, Prinzip der kleinsten Wirkung*

e In der Mechanik heiflen die EULER-Gleichungen (3.2) = EULER-LAGRANGE-Gleichungen

B) Die Einstein’sche Bewegung eines Massepunktes im Potential

Alles identisch zu (A), nur dass der Impuls p die trige Masse enthélt.

1 2
pm(v)v1v2mvaav<mc2 1 \c’2>
-
& 4,49 —mc? 1—V—2—U(rt)
dtp_dtav c? \,,_/

instoi 0 / v2
Einstein _ 2
= F= a —mc 1-—- g —U(I'ﬂf)
—_——

=0
Die Bahnen eines Massenpunktes der EINSTEIN’schen Mechanik im Potential U sind Extremalen der
Wirkung

sz/wmmwwwz/&<w81—§—MM0 (3.3)

t_
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108 3.2. LAGRANGE MECHANIK

C) konservatives N-Teilchensystem (nach Newton)

Zunichst betrachten wir die NEWTON’sche Beschreibung fiir Bahn r, Bahntangente (Geschwindigkeit) v

und Impuls p mit der Masse des i-ten Teilchens m;:

I‘l(t)

ra(t)
t—r(t) = _ e R/=3N
ry(t)
Vl(t)
va(t) _ d ,
Tangentenvektor t—v(t) = . mit  v;(t) = FTAL (t) = 1;(t)
v ()
P1(t)
p2(t) ,
Impuls t—p(t) = . mit  p;(t) = m;vy(t)
pn(t)
dabei ist m; die Masse des i-ten Teilchens.
konservatives Kraftfeld bedeutet:
Fi(r(?)) 5
F= mit F; = _8r-U(r(t)) =-V,U
Fn(r(t)) 1
mit einem(!) Potential U fiir alle Teilchen, das zeitunabhéingig ist. ( =0)

Bemerkung

o U kann externes Potential (externes Kraftfeld) sein
U(r) =U"(r ZU (r:)

wobei U™* gegeben ist (z.B. als Gravitationspotential U** = m;gz).

e internes Potential (z.B. Paar-Wechselwirkungen)

N -1
— o =3 S U - )
=1 j=1
U kann z.B. COULOMB-Potential sein mit U = — ‘rqf;qlf‘l.
i—T;

Damit das zweite NEWTON’sche Axiom (actio=reactio) erfiillt ist, muss U™ (r; —r;) =

sein. Denn damit folgt fiir die Kraft auf ein Teilchen ¢ vom Teilchen j:

0
U™ (r; —r;) =

int. __ Uint. rs—r;) = _Fi_nt_.
2,7 ar7 ( J Z) 7,

or;

dass sie also gleich ist zu der negativen Kraft von Teilchen ¢ auf j.
Die NEWTON-Gleichungen %pi = F; sind dquivalent zu:

d - d 0 m; o
amlvl = E 8Vi z:; 7’11] — U(I')
0 al m;
T Oy )+ ; 7
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Fazit:
Die Bahnen des konservativen N-Teilchensystems nach NEWTON sind die Extremalen zur LAGRAN-
GEdichte:
Lix(t)v(t)t) = > 2i? — U(r) (3.4)
) ) 1:1 2 1
Bemerkung:

e Salopp: L =T — U =kinetische Energie-potentielle Energie
e Konzept der Kraft (als ein Vektor) taucht nicht auf

e kartesisches Koordinatensystem verwendet. Die Giiltigkeit der EULER-Gleichung nach Koordina-
tentransformation bliebt noch zu zeigen. Dann wird hiufig U(r) — U(q,t) bei Koordinatentrans-
formation von r — q. Dabei wird auch oft T'(v) — T(q,q) die kinetische Energie ortsabhiingig.

D) Newton’sche Mechanik eines geladenen Teilchens in elektromagnetischen Feldern

Wir untersuchen nun ein Teilchen der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld. Dazu betrachten wir
die LORENTZ-kraft (1.7):

F(r(t),v(t),t) = q[E(r(t), 1) + v(t) x B(r(t), 1)]
wobei die E und B aus Potentialen bestimmbar sind: (1.5 / 1.6)

E(r,t) = —=V®(r,t) — 0; A(r, t)
und B(r,t) =V x A(r, 1)

Bemerkung:

e & ist ein skalares Potential, A ein Vektorpotential.

e Die Potentiale sind jedoch nicht eindeutig. Dieselben E- und B-Felder, die sich aus ¢ und A ergeben,

folgen auch aus ®und Awenn A=A+Vyxy und &= —09y.
A, ¢ und A, ¢ geben fiir beliebige Funktion x die selben elektromagnetischen Felder

VxA=VA+VxVy=B
———
=0
~V¢— A =—-Vé+Vox— A —0,Vx=E

Beispiel: ein homogenes B-Feld in 2-Richtung B(r,t) = B(¢)z folgt aus

B[7Y _ -y
A= 5 T oder A=B| 0
0 0

Mit der LORENTZkraft lautet die x-Komponente der NEWTON-Gleichung;:

gmvm =q[—0ip — 0, Az + vy (03 Ay — 0yAz) — v:(0. Az — 0. A.)]

dt
0
=q —%(qb —vyAy — VA, —vzAg) — (O + 0305 +vy0y +1,0,) Ay
0 d
- % (qb(rat) — V- A(I‘J)) - &Ax(r(ﬂi)

wobei bei * = 0 addiert wurde.
Analog fiir py und p,

S omv(t) + gAG(0.0)) = o (~a0(x(t)0) +av(1) - A(e(1).1)
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110 3.2. LAGRANGE MECHANIK

NEwTONgleichungen konnen geschrieben werden als

90 (Mt qvit)- AG).0) - a0l (0)0)

:% SV Hq(t) - Ale(t).) — go(x(t) 1)
=~

=0

L

Fazit: Die NEWTON’schen Bahnen in elektromagnetischen Feldern folgen der LAGRANGE-Dichte

Lirvit) = Zv2 +qv- A(rt) - go(x.t) (3.5)

Bleibt nur noch die Frage nach der fehlenden Eindeutigkeit von A und ¢ zu kldren. Bei Eichtransformation

A=A-Vyx und
¢ =¢+dix

andert sich L zu

L= %UQ + qv(A+VX) — q(é — 0x)

_ - d
= %v2+qv~A—q¢+q (atX‘f'VX(i];)

=:L
L+ qx(0.)
= —x(r
q d tX )
also L unterscheidet sich von L durch ein totales Differential der Zeit. (Bedeutung erst spiter)

Bemerkung: Ersetzt man Zv? — —mc?(/1— IC’—;, dann erhilt man die EINSTEIN’sche Mechanik des
geladenen Teilchens in E- und B-Feld.

3.2.2 Elementare Beispiele
A) Eindimensionale konservative Systeme

Ein Massenpunkt, dessen Position ¢(¢) € R in einem gegebenem Potential U(q) variiert, sei modelliert
durch

L=T-U=2¢-U(q)

was zur EULER-LAGRANGE-Gleichung fiihrt:

Beispiel: Ein starres Pendel im Schwerefeld
Das Pendel hat den Freiheitsgrad des Winkels ¢
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1
T = §M12q2 und U(q) = Mgz = Mgl(1 — cosq)

Fiir ein Pendel der Linge [ = 1 folgt mit M = m:

1
L=T-U-= iijQ—mg(l—cosq)

Da U(q) zeitunabhiingig ist (%—It] = %—f = 0), gilt Energieerhaltung. D.h.

L
d ( 0 L) d (q2m - ch + U(q)) T+U)= gE Gesamtenergie

dat \oag T 2 @ dt

_dm ., .o oou. o OUN
_E(Eq +U(Q))—mqq+ aqq—q(qur 8q>—0

die Gesamtenergie ¥ =T + U = %(f + U(q) ist zeitlich konstant.
Der Massenpunkt benstigt also At =t — ¢; um von ¢; = ¢(¢1) nach g2 = ¢(t2) zu kommen.

q2
tg—tlz/dt:/g: __da
T (E—U(q)

da nach Energieerhaltung gilt: ¢ = *)/ 2 (E — U(q))
Da %42 > 0 ist, erfolgt die Bewegung im Bereich gegeben durch U(q) < E

Wir wollen nun eine Diskussion verschiedener méglicher / typischer Bahntypen anschliefien:

Uy

Farabeln

g g, =g J=Aqg
\1 ﬂ g

fii)

I . I ! |
R '/ P
e 3| :
(1 o \
P | H
Pty : :
11 1 - ’xq.
-tfmn'{l q.'mni[ q:'ﬂm' |II|(Jl .
q" q"
(i) E sei Upin, ¢ sei 0: ¢(t) = ¢min ist mogliche Bahn
da U,,in ein lokales Minumim ist und folgt BU’ =F=0

dmin

Dieser Punkt (¢ = gynin heifit Gleichgewichtspunkt).

(11) Uniin < E < Upnaw (q < Qmaz)
hier ist ¢(t) # 0. Im Allgemeinen jedoch gibt es zwei Umkehrpunkte g1 und ¢_ an denen die
Geschwindigkeit verschwindet, ndmlich die Punkte, fiir die gilt:

Ulg4) =Ulg-)=E

q— < q(t) < q4: Bewegung verlduft zwischen den Umkehrpunkten.
— geschlossene Bahnen, die anharmonische Oszillationen darstellen mit der Periode:

N
| oo
I JEE-UG)
Die Bewegung ist periodisch: ¢(t +T') = q(t)

Bemerkung: Im Allgemeinen hingt w also von Amplitude (¢4 — ¢g—) = Aq ab.

2
T _p_o
w
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112 3.2. LAGRANGE MECHANIK

(iii) E = Upar und F = 2¥ . -0

Da U4, lokales Maximum ist, haben wir ein labiles Gleichgewicht: ¢(¢) = ¢mas ist Bahn
(iv) E > Upaz, €s gibt nur noch einen Umkehrpunkt, an dem E = U(q_)

Das Teilchen lduft nach ¢ — +oo fiir ¢ — oo.
B) Linearisierungen um Gleichgewichtspunkte

(i) Um die Punkte ¢pin und ¢mq. aus Beispiel (A) kann die EULER-LAGRANGE-Gleichung linearisiert
werden. Dies soll im allgemeinen, konservativen Fall von f Freiheitsgraden skizziert werden.

L=L(qq) =T(q) -U(qg) mit geR/
Ein Punkt qo € R/ ist Gleichgewichtspunkt, genau dann, wenn

ou

F(qo) = - 87q =0
d0

Wenn dort keine Kraft wirkt. Es gilt dann q(¢) = qq ist Bahn.
Beweis:
Ul =F weil T=0 und mgq=0

q(t) = a(to) + q(to)(t — to)
ergibt q(t) = qo wenn q = Oirgendwann einmal.

(ii) Fiir kleine Abweichungen dq(t) = q(t)—qo vom Gleichgewichtspunkt werden die EULER-LAGRANGE-
Gleichungen lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten:

d 0L . oL
Eaiq, =m;G; = Fi(qo +0q(t)) = 37(]1
L. oF,
Fi(qo) + da(t) = Fi(qo +Z By dq; +O(8q”)
95

do

8q;(t) + O(6¢%)

also: = m;0q; = Z
a%a%

d0

mit der symmetrischen Matrix der zweiten Ableitung des Potentials ausgewertet am Gleichgewichts-

punkt.
Ua
.-"_"\-\\‘
A
\
A —
e ~
1 + }Q‘
l[].Il:lru'.l:' q.lrm.r
Zuriick zum Beispiel:
An beiden Gleichgewichtspunkten ¢, und gmqz gilt:
Bei dmin'
82
U(szn + 6Q) Unmin + kdq + . mit £ = aq2

dmin

= 6§+w?dg=0
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Dabei ist k die Federkonstante der Riickstellkraft. Es kommt zu einer harmonischen Oszillation mit

der Frequenz
10U
Y=\ moag

und beschrénkter Amplitude. Man spricht von einem linear stabilen Gleichgewichtspunkt.

Bemerkung: Nichtlineare Terme kénnen zum im Allgemeinen Fall (z.B. dq € R?) Anwachsen der
Amplitude fithren. Man spricht dann von nichtlinearer Instabilitdt

Bei ¢maa:
: U(gmaz +0q) = U +182—U 5q° +
qmar N Qmaz q - max 2 aqz o q A
<0
8§ —a?6g=0

i 1 02U

mit a=4/————=

m Oq?

gibt im Allgemeinen exponentiell anwachsende Ablenkungen.

5q(t) ~ e* — oo t— oo

(iii) kleine Schwingungen und charakteristische Frequenzen
Der Ansatz §¢;(t) = A;e** mit dem Amplitudenvektor A macht die EULER-LAGRANGE-Gleichungen
zu einem Set von f homogenen, gekoppelten, linearen Gleichungen:

- 2 ’u  _9’U_
miA , 002 Sqroas A
—’I”I’LQ/\ 0 2 .
+ 9°U .. X . =0
9q20q1 :
. 2
2 . o U Af
0 —mf)\ . aq?

die nur eine nicht-triviale Losung (A # 0) besitzen, wenn die Determinante der Matrix

0*U
_— — mi)\25ij =0
9q;0q;
Dies legt die (verallgemeinerten) Frequenzen \? = +w?(a) fiir a = 1,...,f als Eigenwerte fest.
Dabei ist A2 € R, da o°U symetrisch ist.

0q;0q;
Ist eine der Frequenzen \? < 0, dann ist der Gleichgewichtspunkt instabil, weil 6q(t) ~ eFVw(a)t
folgt. Zu jedem w, gehort ein Eigenvektor A, der:

02U 9
— . ) A —
Z <aqiaqj m,wa513> ;=0

%

erfiillt, sodass die allgemeine Losung:

f
dqi(t) = Z Ai(a) (Cgl)eiwat n cg)efiwat)
a=1

lautet (mit den Integrationskonstanten 0&1’2), die aus Anfangswerten folgen).

Dieses Verfahren findet weite Anwendung, da viele Systeme (beispielsweise Molekiile, Festkorper,
Pendel etc.) kleine Schwingungen um die Gleichgewichtspunkte machen.
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114 3.2. LAGRANGE MECHANIK

C) Bewegung im konservativen Zentralpotential
Sei U(r,t) = U(r) Zentralpotential. D.h. ein Teilchen im Potential spiirt nur radiale Krifte:
ou _ ou or oU r oU .

=T i

Sor  oror  orr o

Wie jetzt gezeigt werden soll, ist es im wesentlichen nur ein eindimensionales Problem. Unser Modell:

F =

L(x(t),i(t)) = 57 = U(r)
lautet
Erinnerung: Es gibt eine extremale Wirkung, wenn die EULER-LAGRANGE-Gleichung gilt:
i mr = — 8—Uf'
dt - or

(i) Drehimpulserhaltung.

d
Drehimpuls L=rxp &L L0

%L:%rxp:mi’xi‘—i—rxp:—%—g(rxf'):()

d.h. L = const. ist erhalten.

(ii) ebene Bewegung

a4

r-L=r-(rxp)=0

weil L ein konstanter Vektor ist, gibt r(¢) - L = 0 die Ebenengleichung. Deshalb liegt r in der Ebene
senkrecht zu L durch den Ursprung. Wir wihlen L = [ Z. Die Bewegung erfiillt also z(t) = 0.

(iii) Ebene Polarkoordinaten:
Mit der Wahl der z-Achse parallel zu L, d.h. L = 2 Bewegung in z,y-Ebene mit z(t) =0

x(t) =r(t) cosp(t) & y(t) =r(t) sinep(t)
und fiir die Geschwindigkeit:
T =17cos¢p— r<i>sin¢
Y = f'sinzj)+rgi>cos¢
Damit ergibt sich fiir die LAGRANGEdichte:
L= (@243 +2%) —U(r)
mi/.2 2 272 . 2 22 o2 252 2
=3 [(r cos” ¢ + r°¢p”sin” ¢ + 7 sin” ¢ + r°¢~ cos ng—I—O) —U(r)}

- % (T-Q n 7%2) —U(r) = L(r,,) (3.6a)

(iv) Drehimpulserhaltung II
weil nun ¢ eine zyklische Variable ist, d.h. g—fo = 0 gilt, folgt:
L .
l= a— = mr?¢$ = const. (3.6b)
o

wobei [ der Betrag des Drehimpulses ist, was man durch explizites Einsetzten in L = r x mr sieht.
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(v) Radialgleichung und effektives Potential

AOL_d L U

ator @ T T ey T T Gy
.2 aU 0 12 o .
W—mrs‘ar—‘ar(U“”zmﬂ)—‘aﬂ

Wir haben die Gleichungen nun auf ein radiales Problem mit dem effektiven Potential mit Zentri-
fugalterm zuriickgefiihrt (wobei der Bruch den Zentrifugalterm darstellt).

aUeff.
Iso: F=—
also mfy 5
l2
mit U™ (r)y=U(r) + py— (3.6¢)

Es verbleibt nur die Radialgleichung (3.6c¢) mlt dem effektiven Potential U (r) zu 16sen (dies gibt
7(t) und mit (3.6b) folgt Winkelbewegung ¢(t) = [ dt¢

(vi) Energieerhaltung
Zum Lésen von (3.6¢) verwendet man nun

E= % 72+ U (r) = const.

d . d (2N (U
aE dt( f—i—U ())-r(mr—i— o )—0

Zur Bestimmung von r(¢) verwenden wir die Integrabilitdt von E(r,) und I(1,r,p).

Beweis:

3.2.3 Axiome und Grundbegriffe der Lagrange-Mechanik

Die Formulierung der Mechanik nach LAGRANGE erfolgt mit dem HAMILTONschen Extremalprinzip fiir
Bahnkurven zur LAGRANGEdichte L.

1. Axiom:
Ein mechanisches System entspricht einer Bahn C im Konfigurationsraum M.

C: {tq:q=q(t) firt_ <t<t,;qecR}
Bemerkungen:
e Die Begriffe werden noch sauberer definiert.
e Der Parameter t ist die Zeit

e Fiir n Teilchen ist der Raum M C R®*" und wird als Konfigurationsraum (Positionen- oder Lage-
Raum) bezeichnet. Die Erkldrung fiir f < 3n folgt

Die Dimension f von M ist die Zahl der Freiheitsgrade.

e Falls f Koordinaten ausgewahlt werden (g1, ... , ¢f), mit denen jeder Punkt von M dargestellt
werden kann, heiflen die q = (g1, ... , ¢y) generalisierte Koordinaten.
2. Axiom:

Die Dynamik ist bestimmt durch die Angabe einer Dichtefunktion L (q(t),q(t),t) (unter gewissen Re-
gularititsbedingungen), so dass die Bahnen C des Systems Extremalen des HAMILTON’schen Wirkungs-
funktionals S = ftJr dt L (q(t),q(t),t) sind.

Bemerkungen:
e Die Angabe von L heifit Modell des Systems

e S heifit Wirkung, daher kommt der Name des ,, Prinzips kleinster Wirkung*
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116 3.2. LAGRANGE MECHANIK

e Die EULER-LAGRANGE-Gleichungen (zweiter Art) lauten hierzu:

oL d oL
dg;  dt 9q;

0| i=1,....f (3.7)

e Die p;, = gL heiflen (generalisierte oder kanonische) Impulse

e 7z.B. mit magnetischen Feldern L = %1)2 + gv A stimmen kinetische und kanonische Impulse nicht
iiberein:
P=mv+qgA #mv

e ¢; und p; heiflen zueinander konjugierte Variablen. (wenn p; = g{f)

Wichtige bisher schon besprochene Eigenschaften der Bewegung (= von L) sind:

e Zyklische Variablen:
Eine Variable ¢; ist zyklisch wenn gilt: 5 oL (q q,t) = 0. Dann ist der zugehérige kanonische Impuls

9L(q,4,t)

- = const.
9q;

zeitlich konstant: p; =

e Energieerhaltung:
Hingt L (q(t), q(t),t) nicht explizit von der Zeit ab, d.h. L (q(¢),q(t),t) = L (q(t), q(t)) und damit
%—f(q(t),c'l(t)) =0, dann ist

H= Zqz an

eine Erhaltungsgréfie und d H = 0. Oft entspricht H = E der Gesamtenergie des mechanischen
Systems.

3.2.4 Hamilton’sche Funktion

3.2.4.1 Hamilton’sche Gleichungen

Das System der f EULER-LAGRANGE-Gleichungen sind f Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

4oL IL
dt 0¢; 0q;

i=1,....f

Die zum System der Variationsrechnung fiir das Wirkungsfunktional gehéren.

5— / " atL(a().a(0).1)

Die EULER-LAGRANGE-Gleichungen sind dquivalent zu den 2f Differentialgleichungen 1. Ordnung:

d . 0OH(qp¢t) _
g qz(t)—qz(t)—iapi i=1,...,f
A OH(apt) .
dt pz(t) - pz(t) - aQi 1= ]-7 e vf (38)

HamiLToN’sche Gleichungen

wobei

H(q(t),p(t),t) =aqp — L = (Z 20, >

Dabei héngt die sogenannte HAMILTON’sche Funktion H von den zueinander konjugierten Variablen q
(Ort) und p = ‘g—é (kanonischer Impuls) ab:

|H(a.pt)=ap—L]|
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117
Bei der Berechnung von H muss also q = q(q,p,t) gefunden werden um ¢ zu eliminieren. Dies gelingt
durch Invertierung von
0
= — L(q,q,t
P= 54 (9.4.t)
Beispiel:

Eindimensionale Bewegung im Potential. Laut NEWTON gilt:

Die kinetische Energie T und die potentielle Energie U sind gegeben durch:

T = %42 und U =Ulq)
Die LAGRANGE-Funktion lautet dann:

Lig,q) =T - U = 54¢* = Ulq)
Der Impuls p ist nichts anderes als:
oL )
=—=m
p a4 q
Dessen Invertierung lautet damit also:
. 1
q=—p
m
Die HAMILTON-Funktion sieht dann folgendermaflen aus:
H=qp- Zy—ilﬂ‘*‘U(Q): £+U(q) =T+U
m  2m 2
EULER-LAGRANGE-Gleichung:
doL _ L oL __oU
dt 9q dq dq
HAMILTON’sche Bewegungsgleichungen
,_ _OH _ _oU
P=7 00 ~ g
. _OH _p

T m
Mit den selben Anfangsbedingungen legen die HAMILTON-Gleichungen und die EULER-Gleichungen die
selben Bahnen fest!

Beweis: iiber Betrachtung des totalen Differentials

0H OH 0H

Achtung: H héngt nicht von ¢ ab!
Vergleichen mit dem Differential dX von X = p-q — L(q,q,t) also

. oL ) oL L .
dX(a,9,p,t) = ~dq dg+ ¢dp — 5 dt + (p — ) dg

4
Behauptung:
Damit dH = dX , Muss p = g—g sein, genau so wie %—Ig = —%—f und q = %—Ig. AufBlerdem gilt mit diesen
Beziehungen, (mit der zugehérigen EULER-Gleichung):
4 _doL_oL_ on
P=wP ™ w oq 9dq g
Bemerkungen:

e Die HAMILTON’sche Funktion H spielt beim Ubergang zur Quantenmechanik eine zentrale Rolle
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118 3.2. LAGRANGE MECHANIK

e H(q,p) ist Funktion im 2f-dimensionalen Phasenraum, wenn Konfigurationsraum f-dimensional
ist
e Jedes Variationsproblem lidsst sich mit L oder H formulieren (falls Iversion ¢ = q(q,p,t) moglich
ist)
e fiir ein mechanisches Problem ist hiufig L = T — U mit U = U(q) und T = Y, 247, sodass
P =m;d; = ¢ = 3=
H=q - p—-L=2T-(T-U)=T+U

damit ist H die Gesamtenergie. Es gilt dann auch:

82 L o apj
0¢;04;  04q;

sodass p = %—{; nach g = g(q,p) auflésbar ist, ndmlich ¢; = ﬁpj.
J

3.2.4.2 Energieerhaltung

Aus dem totalen Differential von H folgt die totale Zeitableitung (mit den HAMILTON’schen Gleichungen):

ﬂ( (t) (t)t)faiH'+87H'+87Hf,"+"+87Hff87L
a (AP = Foat 5Pt Gr = —patapt 5 =

Wenn die HAMILTON’sche Funktion (bzw. die LAGRANGE-Dichte) nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt

(also —% = %—? =0= $H(q(t),p(t)) = 0= H = E = const.), dann ist H insgesamt eine Konstante,

die man hiufig einfach Gesamtenergie nennt.

Bemerkungen:

e Systeme mit % = 0 heiflen autonom

e F ist oft Gesamtenergie

e Erhaltungsgrofien / Konstanten der Bewegung / Erste Integrale (erhaltene Energie und kanonischer
Impuls einer zyklischen Variable) sind niitzlich zur Bestimmung der Bahnen

3.2.5 Zwangsbedingungen

A) Holonome Zwangsbedingungen

Bsp.:
(i)Starres (ebenes) Pendel

]
o)

M

Die Behauptung, der Massepunkt hingt an einer Stange der festen Lénge L ist eine Zwangsbedingung.
|r(t)| = L ist eine Modellierung des Festkorpers Stange.

(ii) Zwei starr gekoppelte Pendel
Seien zwei Pendel durch eine Feder gekoppelt, sodass die LAGRANGEfunktion lautet:

«
L:L1+L2+5(g01 *902)2
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Abbildung 3.2: (starr) gekoppelte Pendel

Im Grenzfall « — oo: Starre Kopplung wird modelliert durch die Zwangsbedingung ¢ = ¢5. (siehe
Aufgabe 38)

Bemerkung;:

Nur selten (hier in (ii)) verstehen wir mechanische Gerite (Stangen, Federn, Schaniere etc.), welche
Zwangsbedingungen realisieren. Ziel: Allgemein wollen wir jedoch technische Gerite einfach modellieren.
Das machen wir durch Zwangsbedingungen

Definition: Sei ein mechanisches System nach LAGRANGE gegeben im f-dimensionalen Konfigurations-
raum durch die LAGRANGEdichte

l= l(QI (t)’ o 7qf(t)7q.1 (t)7 e 7Qf(t)7t) = l(q7Q7t)

Das System von n Gleichungen

Filqi(t), -, q;(1),t) =0

Fo(q1(t),---, qp(t), t) =0

kurz Fi(q(t),t)=0fir 1 <i<n (n< f) gibt n holonome Zwangsbedingungen.
Als Reaktion auf diese Zwangsbedinungen wirkt das System mit Zwangskriften Z nach auflen, d.h. auf
die mechanischen Gerite, die die Zwangsbedingungen erzwingen.

(iii) Perle auf rotierendem Ring im Schwerefeld Ein Ring mit Radius R, der sich um die vertikale
2-Achse durch seinen Mittelpunkt mit fester Winkelgeschwindigkeit w dreht, auf dem ein Massepunkt m
reibungsfrei gleitet.

Seine Polarkoordinaten lauten also:

x(t) = r(t) cosp(t) sind(t)

y(t) = r(t) sinp(t) sind(t)
z(t) = r(t) cos¥(t)

mit LAGRANGEdichte

= l:% (7'"2+7“2192+rzsin219gb2)—mgrcosﬁ

Und die Zwangsbedingungen fiir m lauten:
r(t) =R (fester Radius des Ringes)
o(t) = wt (konstante Rotation)

Die 3 Koordinaten des Massepunktes unterliegen den Zwangsbedingungen:
fiir r in Polarkoordinaten also:

Fi(r, p0,t) =12 —R>=0
Bo(r,pd,t) =@ —wt =0

Bemerkung:

119



120 3.2. LAGRANGE MECHANIK

Abbildung 3.3: Perle auf rotierendem Ring

e Koordinaten sind wegen Zwangsbedingungen nicht unabhéngig voneinander.

BFI

e Zeitunabhingige Zwangsbedingungen (d.h. alle Fi(q, t) sind Fi(q), %5 = 0) heiflen skleronom.

Zeitabhingige heiflen rheonom.

e Nicht holonome Zwangsbedingunen lassen sich nicht in Form F;(q(t),t) = 0 bringen, da sie die
Geschwindigkeiten q(¢) enthalten, so dass es keine Stammfunktion gibt.

B) Lagranges System mit Zwangsbedingungen
Satz (i): Ein System mit f Freiheitsgraden
L=1Uqr, , qp dus o dp, t)
wird durch n funktional unabhingige holonome Zwangsbedingungen.
Fi(qi,---,q5,t) =0 1<i<n<f

auf einen F' = f —n-dimensionalen Konfigurationsraum M gezwungen, der beschrieben sei durch F' lokale
Koordinaten Q, also Q1,...,QF.

Wenn in M die alten Koordinaten q durch die neuen Koordinaten Q ausgedriickt werden konnen, d.h.
q; = [i(Q,t) fiir 1. .. f so lautet die neue LAGRANGEdichte L, die das System vollstéindig in M beschreibt:

L(QaQat) :L(Qla 7QF5Q17"' ,QFat)

d d
=1 Q1:fl(Qat)7"'7 QZ:fz(Qat)a "7Qfaq1 f(Qa )7 ) afz(Qﬂf)aaaff?t

(*): i-te Komponente von ¢; = f;(Q(t), t) = ¢;(Q,t) (letzte Gleichheit als Abkiirzung)
(*x): i-te Komponente der Geschwindigkeit ¢; = %f,»(Q, t) = %qi(Q, ) = af‘ + Ej 1 (%‘]

Satz (ii): Ist das System gegeben durch L in M gelost (z.B. durch EULER, LAGRANGE, Energiesitze),
so ist das Problem mit [ geldst, und man erhélt die Zwangskréfte, indem man die q(t) = £(Q(¢), t) in die
urspriingliche EULER-LAGRANGE-Gleichung von [ einsetzen.

dn L9 o -7, 1<i<f
dt 0¢;  Og;
i (1)=1:i(Q,t)
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Dies ist die Definition der Zwangskraft, dass man in die urspriingliche EULER-LAGRANGE-Gleichug zu [,
die aus dem Q(t) bestimmten unrspriinglichen Koordinaten q(t) = £(Q,t) einsetzt.

Bew: von Satz (i) in 3.4.3
Satz (ii) gibt die Definition der Zwangskraft

Bem: Satz gibt allgemeines Losungsverfahren.
Zu Bsp (iii):

1. Formuliere [ = U — T (z.B. in Kartesischen Koordinaten)

l(q,q,t) = % 2 —U(r) = %(az2 + 9% 4+ £%)? —mgz (Ausgangspunkt)

2. Beriicksichtige Zwangsbedingungen durch Einfithrung geeigneter krummliniger Koordinaten um
Zwangsbedingungen einfach zu formulieren, hier Polarkoordinaten r, ¢, ¥ mit denen der neue
Konfigurationsraum M leicht formuliert werden kann.

3. Beriicksichtige Zwangsbedingungen, und finde neue Variable @) in M, die uneingeschréinkt variiert.
hier: Q(t) = 9(t) als Winkel zur 2-Achse.

M={Q: Q) =91)|0<Q <7} (F=3-2=1)
Die urspriinglichen Koordinaten lauten in M durch @ ausgedriickt:

z(t) = R coswt sin Q(t)
y(t) = R sinwtsin Q(t)
z(t) = R cos Q(t)

und erfiillen die Zwangsbedingungen: Zb; und Zb,
4. Stelle neues L auf (im F =1 = dimM):
L(Q, Q, t) = I(x(t) = Reoswtsin(Q(t)),y(t) = ...,& = — Rwsinwt sin Q(t) + RQ coswt cos Q(t), - - -)
= % <R2Q2 + R%w? sin? Q) —mgRcos@
5. Lose L(Q, Q, t) durch LAGRANGE / HAMILTON - Formalismus, um Q(t) aus den Anfangsbedingun-
gen Q(to), Q(to) zu bestimmen.

6. Falls von Interesse, bestimme urspriingliche Koordinaten (z, y, z) oder (r, ¢,9) aus Q(t) um Zwangs-
kraft zu bestimmen. Hier z.B. Z, (radiale Zwangskraft).

5
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N d ol ol . . 2 22 2
=G i | een = (o (@ HE Q) rrg Q)|
p=wt; p=wt;
I=Q(t) v=Q(")

=mR | Q® +w?sin®>Q+mgcosQ
~ ———— ——
0 (i1) (i11)

(7): Zentrifugalkraft fiir Bewegung entlang des Rings.
(74): Radiale Komponente (sin@) der Zentrifugalkraft bei Rotation um die Z-Achse im Abstand
Rsin Q.
(791): Radiale Komponente der Gewichtskraft
Bem:

e Genau diese Zentralkraft muss der Ring aushalten

e Behandlung von Zwangsbedingungen nach LAGRANGE einfacher, als nach NEWTON

e Alternatives Losungsverfahren zur Behandlung von (nicht-hononomen) Zwangsbedingungen ver-

wendet LAGRANGE-Multiplikatoren. (s. in Lehrbchern, wir etwa [No2])

3.3 Mathematischer Einschub

In diesem Einschub werden wir etwas Geometrie behandeln. Eine Motivation dazu liefert der néchste
Paragraph

3.3.0 Motivation

Zunichst untersuchen wir die Bewegung eines Massenpunktes auf der Oberflache einer Kugel mit dem
Radius R (entspricht sphiirischem Pendel). Fiir diese Bewegung gilt die Zwangsbedingung:

2 +y*+22=1 R=10B.dA)

Die Bahn des Punktes liegt in der Menge aller Punkte auf der Oberfliche der sogenannten ,, Finheitsku-
gel“ oder auch ,, Finheitsphdre* , die durch:

x
S = y |l eR3 a2 +424+22=1
z

definiert ist.

Somit ist die Einheitsphire der Konfigurationsraum S = M.

Es stellt sich nun die Frage, wie man in diesem Konfigurationsraum rechnet. Beispielsweise interessiert
man sich fiir die Geschwindigkeit (,,die Ableitung der Bahnkurve® ). Fiir zwei Orte in S(?):

rreM=53
ro € M =5%
I‘1+I‘2¢M
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gilt aber (i.A.). Wenn wir z.B. TAYLOR-entwickeln

_r(t2) —x(t2)
r(t) ~ 7(; — t1)2

(t—tr) +r(t) =2 v(ta)(t — 1) +x(t2)

haben wir das Problemm, dass dieser Ausdruck fiir r(¢) nicht im Konfigurationsraum liegt, r(t) ¢ M.
Somit muss geklidrt werden, wie die Geschwindigkeit v(¢) und die Beschleunigung v(t) definiert werden
muss, wenn die Bewegung ganz in S verlaufen soll.

In der Newton’schen Mechanik benotigt man die Beschleunigung!

Losung:

Die analytische Mechanik (nach LAGRANGE, HAMILTON etc.) verwendet generalisierte Koordinaten.

3.3.1 Karten und Koordinaten

Definition:

Abbildung 3.4: zur Definition von Karten

Fiir eine Menge M (Konfigurationsraum nach Lagrange) von Punkten im R™, M C R", wollen wir
Koordinaten einfiihren, um jeden Punkt aus M zu bezeichnen (,,labeln“ ). Koordinaten sind Tupeln von
f < nreellen Zahlen ¢, ...qy aus einem offenen Gebiet U < RS

Bemerkungen:

e Die Zahl f der notwendigen Koordinaten heifit Dimension von M.

q1
e kartesische Koordinaten r = | : ) leisten das Gewiinschte, wenn M im R"™ eingebettet ist, hdufig

dn
sind aber ,, krummlinige® Koordinaten viel niitzlicher als kartesische.

Definition:
Eine Karte ist eine offene Menge U C Rf mit den Koordinaten Punkt (qi,. .. .q5) € U zusammen mit
eindeutig umkehrbaren Abbildungen von U in eine Untermenge f(U) C M. (C R"™)

[ U= fU) CM; r=filq,....q) i=1...n

Was wir hier unter Karten verstehen, kann man vergleichen mit Landkarten die jeden Punkt einer geo-
graphischen Region genau beschreiben.

1. Beispiel:
M = SO Einheitskreis mit n = 2 und damit R? > (7)

s — {(";) |22+ y% = 1}
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124 3.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB

a) in kartesischen Koordinaten:
Sei U gegeben: ge]-11[=U

Eine Abbildung sei: f: x=gq y=+1-—¢>
sodass  f1(U) = {Halbkreis,y > 0}

Andere Abbildung sei fo: x=g¢q y=—1-¢2
sodass f2(U) = {Halbkreis, y < 0}

b) Karte in Polarkoordinaten:

Y1 € }0,271’[

T = COS 1 Yy = sin gy
o oo )
Bem.: S ist Konfigurationsraum des Pendels (3.3.2)

2. Beispiel:
Wir betrachten wieder die Einheitssphéire M = S in R3: S@) = 22 + ¢ 4+ 22 = 1. Damit folgt f = 2.

a) Zunichst wollen wir dieses Problem in kartesischen Koordinaten behandeln:
(q1,92) C {offener Einheitskreis (31) mit ¢} +q3 < 1} =U
2

Mit der Abbildung in die Kugel:

fi o=q, y=q, z=\/1—-¢ -4

f(u) : {Halbkugel z > 0}

b) Karte in der stereographischen Projektion fiir y = 0:

Px.y.z)

Gerade
durch Mordpol
und Punkt

Durclhsmﬁpunkt

Abbildung 3.5: stereographische Projektion ergibt sich als Durchstofpunkt der Gerade durch den Nordpol
und dem Punkt auf der Erde mit der Tangentialebene des Siidpols.

1—
Geradengleichung;: g(s) =z + (_—x;(s —x)
DurchstoBpunkt: g(q1) = -1
=>q = . also die Fliche der Karte: U =R? — 00 < gq1,q2 < 00

1-=2
. s b _ . . (2) 0
Das Bild ist: fU) = {Elnhemskugel ohne Nordpol, S*\ { 0 }}

2x 2y
q2_1—z

Umkehrabbildung:  f~': ¢ = :
-z
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c¢) Karte in Polarkoordinaten

U=-7m<p<m 0<d<m
T = cos psin
f: y=sinpsind fu) =
z = cos v
Umkehrung:
¥ = arccos z
Iy
N "] i
] 1
] N
i i
-1 0 [
Bemerkungen:

S(Q)\{$ = —Sil’l197y = O,Z = COS’l?,O S 9 S 7T}

Datumslinie

arccot% y >0
—arccot%y y <0
P
T
m—
-~ ¥
=T

e Eine Karte reicht typischerweise nicht aus, um die Einheitssphére ganz darzustellen.

e U soll eine offene Menge sein, um infinitesimale Verschiebungen dg; um jeden Punkt zuzulassen;

dadurch sind Ableitungen mdoglich.

Die Losung von LAGRANGE zum Problem, das in der Motivation gestellt wurde, lautet, dass wir nur in U
differenzieren miissen und nicht im Konfigurationsraum M. Fiir die Geschwindigkeit bendtigen wir nur

@(t) und J(t).

Da U eine offene Menge und einfache ,,flache* Teilmenge des R/ ist, konnen wir das und es ist wie gewohnt.

Definition:

Ein Atlas ist eine Sammlung von ,kompatiblen*

einer Karte dargestellt werden kann.

Zwei Karten U und U haben einen iiberlappenden Bildbereich in M : f(U) N f(U) = M # 0.

Beide Karten heiflen kompatibel, wenn die Abbildungen:

Jiflof_:
ftof:

differenzierbar und zueinander invers sind.

a4 = gi(q, - -
G = 9i(q1, - -

7‘?}0)

fur i=1,...,
af) f
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126 3.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB

Diese Formulierung ist viel komplizierter, als was man sich darunter vorstellen muss. Vergleichen wir hier
wieder mit Landkarten, so sind dort zwei Landkarten genau dann kompatibel, wenn die selbe Strecke
auf beiden Karten auch gleich lang ist, dazu muss man vielleicht auf der einen von Inch in Zentimeter
umrechnen, aber es gibt diese Umrechnungsformeln und sie sind umkehrbar.

3.3.2 Koordinatentransformationen

Der Ubergang q — q oder q — q heift Koordinatentransformation (oder auch Punkttransformation).
Diese Definition der Koordinatentransformation ist viel allgemeiner gehalten als bei der Relativitétstheo-
rie (vgl. LORENTZtransformation), die linear war.

In der analytischen Mechanik muss nur die Kompabilitdt von Koordinaten bei Koordinatentransforma-
tionen gesichert sein.

Satz:
Eine differenzierbare Koordinatentransformation mit JACOBI-Determinante % 0 im Punkt P ist lokal
umkehrbar und gibt zuléssige Koordinatentransformation in Umgebung von P .

Beweis:
Eine Koordinatentransformation ¢; = g;(q1,...,qr) = gi(q) fiir ¢ = 1... f ist im Punkt P differenzierbar,
wenn die JACOBI-Determinante J von Null verschieden ist, d.h.:

991 ... 9%
q1 aqy
a .
det agl =1l : : #0
alp d9; ... d9r
9q1 9qr /) |p

Fi(qla"'vqfﬂla"'Qf) z—gz(Q):O fiir Z:]-vaf

aufgelost werden kénnen nach den q = g(q)

Beispiel: ebene Polarkoordinaten:

T =TCosp y=rsing r=+/22+ y? —00 < ZY < 00
also: -
(p = arccot—, y # 0, p =0, y=0 —T<p<m, 0<r<oo
Yy

or  Or z Y
J=19 S ])l=||~ VY =———%#0 fiir r # ,00
‘(3“7 gfi>| ‘(f Zl VA
Fazit: Es geniigt bei einer Koordinatentransformation in der analytischen Mechanik sicher zu stellen,
dass die JACOBI-Matrix # 0 ist (fast iiberall).
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3.3.3 Koordinatentransformation zur Eliminierung von Zwangsbedingungen
Definition:

e m holonome Zwangsbedingungen (F;(q1,...,q,t) = 0) sind funktional unabhingig, wenn eine
differenzierbare Koordinatentransformation:

qi:f’i(Qla"'aQFaqF+17"'7(jfat) ’L:1f

existiert, so dass die Zwangsbedingungen lauten:

Fz(Ql(Qaq)) = Fi(Q17-'-7QFaqF+1>'-' aqf’t) =0

und die Funktionaldeterminante im Punkt P mit i = 1,... ,m:
OF; e g : .
Det 97 #0 erfillt, fir j=F+1,...,f wobeiFF=f—m und i=1,...,m
qj

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kénnen dann die m Zwangsbedingungen F; = 0 in der Umge-
bung von P eindeutig aufgeltst werden nach

g =9i(Q1,....Qrt) F+1<i<f
sodass dies eingesetzt in Zwangsbedingungen diese erfiillt.
F = F(Q(qu = g(Qat)at)7t) =0

und damit ist es gelungen auf M die alten Koordinaten q durch die neuen Q auszudriicken und die
Zwangsbedingungen automatisch zu erfiillen.

Fq,.q,)=0

Beispiel?:
M sei als Konfigurationsraum gegeben durch die Zwangsbedingung;:
F(CI17CZ2) =0

dann ist f =2 und F = 1.
Wir betrachten als Beispiel ein Pendel der festen Lénge [ = 1, zunéchst haben wir f = 2 Koordinaten
(1 & g2) mit der Zwangsbedingung;:

Flgg)=¢+4¢—-1=0

Die Zwangsbedingung ist funktional unabhéngig, also fithren wir eine Koordinatentransformation in Po-
larkoordinaten durch:

q1 = qeosQ = f1(3,Q) 0<q,0<Q<2m
¢2 = qsin@Q = f2(q,Q)

Die Zwangsbedingung lautet dann:

F(@Q)=F(fi,f2)=a>—1=0
%Fj __ OF

Und weil det =57 =2q # 0, kann man also /' = 0 und man kann nach § = g(Q) auflésen. In diesem

liegt ein Spezialfall vor, ndmlich dass ¢ = 1 = const., also unabhéngig von @ ist.

Fazit: Die Betrachtung der Funktionaldeterminanten geniigt, um die Zwangsbedingungen durch die Wahl
geschickter Koordinaten zu eliminieren.

2Dieses Beispiel wurde nicht in der Vorlesung besprochen.
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128 3.4. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSSATZE

Zur Erinnerung:

Satz iiber implizite Funktionen:
Seien U; € R¥ und U, € R™ offene Teilmengen und

FZUl X UQHRm,

(z,y) = F(z,y)

eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei (a,b) € Uy x Us ein Punkt mit

F(aab) =0.
Die m x m-Matrix
on OF,
oF _ o, F) o Oum
Oy Oy ym) "\ opy ok
By e

sei im Punkt (a,b) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung V4 C U; von a, eine Umgebung
Vo C Us von b sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : V3 — Vo C R™ mit g(a) = b, so dass

F(z,g(z))=0 firallex el

Ist (2,y) € V; x Vo ein Punkt mit F(z,y) = 0, so folgt y = g(x).3

3.3.4 Differenzierbare Mannigfaltigkeit

Definition:

Eine zusammenhéngende Menge ist eine f-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn ein
Atlas aus kompatiblen Karten existiert, so dass jeder Punkt von M in mindestens einer Karte vorhanden
ist.

Bemerkungen:

e Mannigfaltigkeiten sind Konzepte zur Verallgemeinerung des Raumes auf krummlinige Koordinaten.

e Differentation etc. wird mit den Koordinaten in den kartesischen Gebieten U C R/ durchgefiihrt.

e Der Konfigurationsraum M eines LAGRANGE-Systems ist eine f-dimensionale Mannigfaltigkeit.

3.4 Symmetrien und Erhaltungssatze

Symmetrien und Erhaltungsséitze sind Einsichten in mechanische Systeme, die aus der Formulierung als
Variationsprinzip nach LAGRANGE abgeleitet werden kénnen.
(analoge Ergebnisse gelten fiir alle Variationsprobleme)

3.4.1 Bahndeterminismus

Wir erinnern uns an die Beobachtung von NEWTON:
Durch Anfangsorte und Anfangsgeschwindigkeiten sind die Bahnen eindeutig mit der NEWTON’schen
Bewegungsgleichung festgelegt:

mv =F
natiirlich stellt sich nun die Frage, ob dies auch in der Formulierung der Mechanik nach LAGRANGE gilt.
Dazu betrachten wir die EULER-LAGRANGE-Gleichungen:

d oL 0L L . 0L . 0%L oL
Gar " ag ~ 0 i | T
dt 0¢;  9gq; 04;04; 9
Wir definieren die sogenannte LEGENDRE-Matrix:
%L
Lij=——
T 0404,

3Der Beweis des Satzes und weitere Anmerkungen z.B. in [For]
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Wenn die LEGENDRE-Matrix L;; invertiert werden kann (gemif den Rechenregeln aus der Linearen
Algebra bedeutet dies, dass ihre Determinante von Null verschieden sein muss), dann sind die EULER-

LAGRANGE-Gleichungen dquivalent zu folgenden expliziten Differentialgleichungen ater Ordnung;:

=0

f
%L 0’L 0L
- L71 - . o
ar ; (7, § 300 " 9ot~ ag,
Diese Gleichungen liefern nach den Sétzen {iber gewohnliche Differentialgleichungen eindeutige Losungen
zu den Anfangswerten:

¢ (to) = qio und Gi(to) = dio firi=1...f

Daraus folgt, dass es sich auch bei der LAGRANGE-Formulierung der Mechanik um eine eindeutige de-
terministische Bewegung handelt, fiir den Fall, dass die Determinante der LEGENDRE-Matrix von Null
verschieden ist. Dann legen also die Anfangswerte fiir Ort und Geschwindigkeit die Bahn eindeutig fest.
Bemerkung;:

Ein Gegenbeispiel, wo Variationsrechnug keine eindeutige Losung liefert, ist das Beispiel der kiirzesten
Bahn in der Ebene:

L=+ +92=/d + ¢
L 0%L
Y 04;04;

.2 ..
T —T 1
;»Lij:< g y)
-ry Yy /52 + 42
Es existziert also keine eindeutige Losung, was wir nicht erwartet haben. Uber die Geschwindigkeiten

kann keine Aussage getroffen werden.
= Gerade kann mit beliebiger Geschwindigkeit v durchlaufen werden

3.4.2 Kovarianz

Definition:

Kovariant also (form-)invariant heiflen Bewegungsgleichungen, die in beliebigen Koordinatensyste-
men dieselbe funktionale Form annehmen.

Die Idee ist, dass die Physik unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems ist.

Bemerkung:
Die NEWTON’sche Mechanik mit m# = F ist nur kovariant unter Galilei-Transformation, ansonsten treten
Scheinkréfte auf.

Satz:
Die Eigenschaft einer Kurve, eine Extremale des Wirkungsfunktionals zur LAGRANGEdichte zu sein, ist
unabhéngig von der Wahl der Koordinaten.

Dieser Satz bedeutet, dass die EULER-LAGRANGE-Gleichungen kovariant unter beliebigen zuléssigen Ko-
ordinatentransformationen (Punkttransformation) sind.
Die Kovarianz ist der grole Vorteil der Variationsrechnung!

Wir wollen im Folgenden den Satz beweisen:
Die Behauptung lautet, dass aus:

% Baqlz — 88; =0 (z.B. kartesische Koordinaten)
und (iaii - aaé; =0 (z.B. Polarkoordinaten)
die selbe Bahn folgt, wenn die Koordinaten zusammenhéngen durch Koordinatentransformation:
q=f£(Q.t)
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130 3.4. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSSATZE

und beide LAGRANGEdichten durch Einsetzten der Koordinaten verkniipft sind.

L(Q.Qit) =1 (f(Q,t),;f(Q,t),Q

Wir stellen folgende Voriiberlegungen an (mit EINSTEIN’scher Summenkonvention):

d 8f1+8fz
dtql qi = a0,

Q

da f nur von Koordinaten Q abhiingt (und Q nicht auftaucht)

N aqz‘ _Ofi _ Oqi *)

0Q; 9Q; 9Q;

da Q7 nur explizit auftaucht.
d afi i & fi
dt0Q;  0tdQ; = 0Q;0Qk

Damit folgt fiir X := %géj - aacgj:

+ ;
0Q; 3Q3 Z 0q; 0Q); Z 04; 0Q;
oL ol 8q2 * ol 0q;
d aL Prod.-Reg. i 8l 8(]1 al i 8q1
T Ao, ;(dtaq) 20, +Zi:aqg dt (6‘@)

Die letzten drei Formeln liefern:

dg;
0Q;

= = A + — | — —
dt 8@7 8Q] zz: ( dt 8qi 6qi> 6Q] zz: 8qi dt OQ] 8Q]

i 8qi o azfz Z 8 fz ' % 8(12
d00Q, ~ 00,0t 862]862 - 0Q;

da

folgt:

d oL oL <d8l81> 0q;
dtoQ; 0Q; dt9¢;  90qi) 0Q;
Somit ist bewiesen, dass die EULER-LAGRANGE-Gleichungen fiir die Q-Koordinaten gelten, weil sie fiir

die g-Koordinaten gelten.

also
dor oL . do_ o _
dt 8QJ 8QJ B dt aqz 8qi N

3.4.3 Kovarianz unter holonomen Zwangsbedingungen

In 3.2.5 wurde behauptet, dass das LAGRANGE-System 1(q,q,t) mit n Zwangsbedingungen F;(q,t) fiir i =
.,n gelost wird durch L (Q, Q, t) in der F'=f-n dimensionalen Mannigfaltigkeit (Konfigurationsraum)
M. In 3.3.3 wurden Koordinaten gefunden, so dass innerhalb von M gilt:

ql:fi(Q7q¢) Zil,,f
und alle g; durch die Q(t) bestimmt sind:
7 = gi (Q,t) fir  i=F4+1,....f

Die eingeschrinkten Koordinaten q, die iiber die Zwangsbedingungen durch die Q festgelegte Werte
annehmen, sichern uns, dass F(q(Q,q(Q,t)),t) = 0 fiir alle Q € M. Damit kénnen wir fortfahren

LQ.QH = (a(Q).0) 5 a(Q4(Qa) )
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Bei der Berechung der Bahn in der Variationsrechnung kénnen also nur die @Qy,...,Qp variiert werden,
wiéhrend die §py1, ... , r aus Q folgen und ihre Werte @ = g (Q) annehmen. Die Variation der Wirkung
unter Q;(t) — Q;(t,e) = Qi(t) +€Q;(t) (Vergleichsbahnen) lautet:

ds v KoL d oL
—|e=0 =0= dt — — — — | 0Q; (¢
Clmo—0- [ Z(an dtaQJ) Q1)

_ =
weil die q feste Funktionen der Q sind.
Zu beachten ist, dass die §Q); beliebige Funktionen darstellen bis auf Anfangs- und Endpunkte, fiir die
gilt: 6Q;(t+) = 0. % = 0 zu setzen bedeutet die ' EULER-LAGRANGE-Gleichungen zu 16sen. Folglich
gilt: !
d ol ol
dt 9g; g,

£0

3.4.4 Eichinvarianz
Die Idee ist: Beim Variationsprinzip werden Integrale miteinander verglichen. Das heif3t aber nicht, dass

die Integranden auch gleich sein miissen.

Satz: Mit einer beliebigen Funktion x = x(q,t), die nicht von ¢ abhingt, ergeben L und L = L+ %x(q,t)
die selben extremalen Bahnen.

Beweis: Der Wert der Wirkung S lautet dann:

S = / D@t /'+ dtL+/t/+ %x(q,t) dt =S+ x(a(t+),t4+) — x (q(t-),t-)

const.
Bemerkung;:

e Die hinteren Terme bilden eine Konstante, da beim Vergleich der Bahnen alle durch die Anfangs-
und Endpunkte gehen. Diese Konstante beeinflusst die Bahn also nicht.

e Das erklirt das Verhalten von L bei Eichtransformation der elektromagnetischen Potentiale ¢ und
A in 3.2.1D

Es gilt:

) ) ) d
b =¢+dx A=A-Vy und also LZL—C]&X

mit Ladung g., was also die Bahnen von Teilchen in elektromagnetischen Feldern invariant l4sst.

3.4.5 Das Noether-Theorem

Das NOETHER-Theorem beschreibt den Zusammenhang zwischen Symmetrien der LAGRANGEdichte L
und Erhaltungsgréfien

A) Erinnerung: Autonome Systeme

vgl. 3.2.4.2B
Wenn die Lagrangedichte ein autonomes System beschreibt, also wenn gilt %—f = 0, dann ist die HAMIL-
TON’sche Funktion konstant:
H = E = const.
d OH oL
H=qp—-L= st,. & —H=—=——=0
ap cons dt ot ot
%—f = 0 bedeutet, dass das System zeitlich invariant ist. Ob wir die Bewegung bei t( starten (mit den
Anfangsbedingungen qo, o) ist identisch zu der Bewegung, die bei ¢, = to + dty gestartet wird mit den
gleichen Anfangsbedingungen. Beide Bahnen sind gleich bis auf eine zeitliche Verschiebung um dtq. Sei
die eine Bahn q(t,to), dann ist die zeitlich verschobene Bahn q'(¢,t,) = q(t + dto,t0)

Bemerkungen:
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132 3.4. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSSATZE

e Hiufig ist H =T 4+ U = E die Gesamtenergie. Dann spricht man von Energieerhaltung.

e Im Falle rheonomer Zwangsbedingungen, die aber auf ein autonomes L fiihren, ist H = const. #
Gesamtenergie, weil die Zwangskrifte Arbeit leisten (siehe Perle auf drehendem Ring (...)). Das
ergibt sich aus dem Vergleich von H =T + U und @ % — L.

ges. Energie: E=T+U-= %1}2 4+ mgz = %Rz (w2 sin® Q + Q2> + mgRcosQ

H= Qgg - L(Q,Q) = %RQ (—w2 sin? Q + Qz) +mgRcos@ also H#FE

d oL
Zwangskraft Z, = — 0

— = mwR?sin 2QQ leistet Arbeit
dt aap !‘:!‘(Q,t)

B) Erinnerung: Zyklische Variable

Zu einer zyklischen Variablen ¢; (d.h. ¢; taucht nicht in L auf, g—(f = 0) gehort eine Erhaltungsgrofie, der
zugehorige kanonische Impuls:

oL ;
; = cons
Y
Beweis: EULER-LAGRANGE-Gleichung:
d oL
i =—=—=0
a? dq;

Beispiel:
in Ebene L(z,y,&,9) = % (i*4+9*)—U, seiz.B. U(z) = §x2 mit ‘3—5 = 0, also konstant entlang der y-Achse

U
{ f/ | '7‘|—
/ \
’ L)
"\-lr‘:f \._ - } }‘
X
oL
= py = 3 = my = const.

Der Impuls in y-Richtung ist konstant. Das Potential U (und damit L) ist invariant (symmetrisch) unter
Verschiebung entlang der y-Achse, d.h. unter der Abbildung y — 3’ = y + «. D.h. es gilt:

L/(lf,y/ - aaylai) = L(l’,yl,j},y/)
L #&ndert sich bei der Verschiebung (Koordinatentransformation) entlang der y-Achse nicht!
Bemerkung: Verschiebung entlang der X-Achse z — 2/ =z + (:
L/ — % ($/2 _y2> _ U(x/ _6)
# L(2'y,2"9)

da z.B. im harmonischen Fall

k k k
U =) = 52" = 520’8 = 6 # UW) = 2"
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Natiirlich gilt die Kovarianz und L'(2/,...) gibt die selbe Bahn, wie L(z). Jedoch liefert eine Symmetrie
L' = L, sofort eine Erhaltungsgrofe.

Die Idee stammt von EMMY NOETHER aus dem Jahr 1918: Wenn ein System invariant/symmetrisch ist
unter kontinuierlicher Verschiebung, dann gibt es eine Erhaltungsgrofie.

C) Noether-Theorem

Betrachtet werde eine kontinuierliche Abbildung A% des Konfigurationsraumes M (Verschiebung)
h* e M— M : g =h(q,t) i=1,....f

die nach «a stetig differenzierbar sei, fiir o = 0 die identische Abbildung g; = h{ (q,t)[a=0 = ¢ sei
und invertierbar ist, d.h. ¢; = h$* (q,t). Wenn LAGRANGEdichte L(q,q,t) bis auf eine Eichtransformation
invariant bleibt.

Llat) = D (@), 5 b (@),

=: L(q,q,t,a) Definition von L

d
= L(q,q.t — t
(@) + 5 Glata)

(mit der alten LAGRANGE-Dichte!)

Dann ist folgende Funktion J konstant:

f . _ _
) 0L (q,q,t) 0¢;(q, o, t) 0G (q, a,t) oq oG
J(a.q.t) = -———=| =p5| —5-| =const
(@.4,) ; 4 g | oa | " Poal, dal, T

J ist eine Erhaltungsgrofe, ein Integral der Bewegung.

Bemerkung:
e Zu jeder Symmetrie gehort eine Erhaltungsgrofie

° Nicht Verwechseln_mit Kovgrianz! Bei der Koordinatentransformation durch Einsetzen von
L(q, ﬁ,fy,t) = L (h*(q,t),h*(q,t),t) folgt die selbe Bahn aufgrund der Kovarianz, die Funktionen
L und L sind jedoch unterschiedlich.

Beweis: Nach der Annahme gilt fiir alle « (allerdings ist nur o = 0 benétigt):

d ) d /- ) d
—L(q,q =— |(L(q,q0t)——G(q,t =
haan -4 (Laaen- Go@na) <o
Dies ist das Gleiche wie
d /- . d d _ d - d
— (L (q,q — — G (q =— ( L(h*(q.t), — h%(q — — G (9 =
da( (@, q,ont) dtG(q,t,a)) . da( (h*(q,t), - h*(a1)?) dtG(q’t’a)>ao 0

Mit EINSTEIN’scher-Summenkonvention geschrieben sieht das folgendermaflen aus:

AL Ohe  OLdh, d 9

- ——0G(q,t =0
9 90 94 da  dida O LY

weil bei einem festen q die Ableitung % — % wird.
Die EULER-Gleichungen bringen uns:

OL _ d oL

dq;  dt 04
und es gilt:

o a ok

da  dt Oa
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Daraus folgt:

d oL aqi(ﬁatva) _ aG(Qatva)

At |94 Oa dax =0

Bemerkung:
e Dies ist ein konstruktiver Beweis!

e Er erfordert eine kontinuierliche Abbildung (Parameter o). Das Noether-Theorem liefert keine Er-
haltungsgrofien bei diskrete Symmetrien (z.B. Spiegelung)

e Symmetrie — Erhaltungsgrofie Umkehrung gilt in LAGRANGE-Mechanik nicht! (Gegenbeispiel:
RUNGE-LENZ-Vektor beim 1-Potential)(— HAMILTON Mechanik 3.5.4)
D) Homogenitat

Translationsinvarianz und Impulserhaltung (beim N-Teilchen-System)

Réumlich homogen (translationsinvariant) bedeutet, dass eine Verschiebung
r,=r;,—a i=1,--- N Teilchenindex mit a : beliebiger Vektor

die LAGRANGEdichte invariant ldsst. D.h.:

dh.  L(vr) =T(r;) — U(T)
Dies erfiillt die Zwangsbedingungen
(i) U = const. (— langweilig)

(ii) abgeschlossenes N-Teilchen-System mit nur internen Wechselwirkung; U hiingt nur von Abstands-
vektoren r; — rg ab -
U=U(ry —ror; —r3,....r; —rj,...)

= folgen drei erhaltene Grolen (da drei Verschiebungen mit a,,ay,a.)

N
Jon (w80 =) o
i=1 70T

N

N
oL Z )
i=1

i=1

z-Komponente des Gesamtimpulses wobei verwendet wurde

1

or;
r,=r;,+a rz: 0
Oay 0

Insgesamt folgt aus den drei Verschiebungen, dass fiir den Gesamtimpuls folgt:

N
P= Zpi = Zmzrl = const.
i

Der Gesamtimpuls P ist erhalten bei Homogenitdt des Raums.
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E) Isotropie des Raums und Drehimpulserhaltung

Réumlich isotrop bedeutet, dass eine Drehung um einen beliebigen Winkel o um eine beliebige Achse das
System invariant lésst.

Wihle die z-Achse parallel zur Drehachse mit Drehmatrix R,

cosa sina 0
R = —sina cosa 0
0 0 1

Es gilt also T; = ﬁa r; Damit fiir die umgekehrte Abbildung
r, = ézf'i und I..i = QZ fz

Weil RRT =1 orthogonal ist, und weil der Ort und die Geschwindigkeit als Vektoren gleich transformiert
werden. Damit folgt fir L = L(r(r)) eingesetzt:

ZL(EF) U R (F-1),..)=U(.. 5 —T...)

(*) Symmetrie, falls das Potential rotationssymmetrisch ist.

Wenn U = U(...,|t; —Tj|,...), dann ist U invariant unter beliebiger Rotation und es folgt, dass es
Erhaltungsgrofle gibt, die Drehimpuls genannt werden. Da jede Drehung in drei unanbhéngige Drehungen
um drei (nicht entartete) Achsen zerlegt werden kann, gibt es drei erhaltene Grélen — Drehimpuls L ist
ein Vektor.

— Fiir die Behauptung der Erhaltungsgrofie wird

81'1' (fi7a)
Jda |,
benotigt. Weil Ar | z und r fiir z — 0
= Ar=azXxr a—0

—>ri—>f'i—|—ozi><f'i+(9(a2)

e
r

Erhaltungsgroflie J lautet:

L, ist die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses L, dessen drei Komponenten also bei Isotropie des
Raums erhalten sind.
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F) Galilei-Invarianz und Schwerpunktsatz

Wenn ein homogenes System unter einer (speziellen) GALILEI-Transformation ¥; = r; — v¢ bis auf eine
Eichtransformation invariant ist, d.h.

E:Z%(EJFV)Q—U (os(Fi +vE) = (F5 +VE),...)
Z ()

und das System homogen ist, d.h. (x) = U(r; —r;) also

_ m; . _ _ my; -
PR G By )
= LEF) o S T (2v w4 0%t)
’ dt & 2 ’
Weil eine Eichtransformation mit G =, 5(2r - v + v2) die Bahn nicht &ndert, gibt es die 3 Erhal-
tungsgrofen

.3ri 6 m;

v=0

J= Zpit —m;r; = —M Ry = const.
i

Zur Berechnung bendétigen wir ,, Matrix® % = %(f‘ + vt) = 1t somit folgt mit dem Gesamtimpuls

p= Zi\; m;t;(t) gilt
MR(t) =Y mri(t) = pt + MR

also bewegt sich der Schwerpunkt geradlinig gleichformig (wobei M = ). m; Gesamtmasse).
Bei einer Koordinatentransformation auf das mit v = % bewegte Bezugssystem (Schwerpunktsystem)
wird R also Erhaltungsgrofle.

R(t) =Ry
und bewegt sich nicht.
3.5 Hamilton’sche Mechanik Il
3.5.0 Motivation
Weg von NEWTON zu HAMILTON!
NEWTON | EULER-LAGRANGE | HAMILTON
o d oL _ oL _ ©_O0H . o 9H
mv =F i oa o, Y 4=5%  P= "%
Forminvarianz: Galilei-Transformation KT @ =f(q,t) kanonische Trafo. qp — Q,P
unter Transformationen | (sonst + Scheinkrifte) Kovarianz unter hier Orte und Impulse
Koordinatentrafo. gleich behandelt

3.5.1 Phasenraum

Der Phasenraum ist eine 2f-dimensionale Mannigfaltigkeit, gebildet mit den kanonischen Koordinaten
(q, p) = (Position, Impuls). Erinnerung: H = H(q,p)
Die mechanische Bewegung entspricht einer Bahn im Phasenraum (q(t), p(t)) festgelegt durch die Ha-

MILTON’schen Gleichungen

O0H OH
li=—%2—3 Di=— I<i<
o 0q; i<f

und Anfangsbedingungen: q(t,) = qo ; p(to) = Po
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AP

offene Bahnen

geschlossene,
\ /}\penomsche Bahnen
[+
/"7 \\_ &:eparatnx verbindet intabile Fixpunkte

e~ und trennt geschlossene

von den offenen Bahnen

— e

v

N

"\-.\|
h\

K

{

\/\/\/

2T

Abbildung 3.6: Phasenraum am Beispiel eines Pendels

Sitze iiber Differentialgleichungen: Zu jedem Startpunkt (pg,qo) gehort genau eine Bahn, die keine
Andere schneidet.

Bsp.: Pendel im Schwerefeld

2
H—2p—+5 wi(l—cosq) =T+ U

Autonomes Problem = H = E = konst.

Die Abbildung (q(t), p(t)) die jeden Anfangspunkt (qp, po) des Phasenraums zu einem ¢ # ¢y den Punkt
(q(t),p(t)) zuordnet, heiit Phasenraumfluss.

3.5.2 Satz von Liouville

c)

e,ﬂ.fj q(i)

Der Phasenraumfluss erhilt das Volumen, d.h. fiillen die Startwerte fiir viele Bahnkurven den Bereich
D(ty) des Phasenraums mit dem Volumen Vp aus, dann fiillen die (q(¢),p(¢)) Punkte der Losungen der
HAMILTON-Gleichungen zu den (vielen) Startpunkten einen anderen Bereich D(t) aus, der aber das selbe
Volumen V (t) = V; einnimmt

Bemerkung;:
Dies ist die Grundlage der statistischen Mechanik (f ~ 1023).

Beweis:*
f
/ IT d¢f ap}

D(to) =1

4der Beweis wurde in der Vorlesung nicht besprochen!
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138 3.5. HAMILTON’SCHE MECHANIK II

Volumen fiir ¢ > tg
f
/ H t) dpi(t

mit Abkiirzungen

X = (q(t),p(t)) 2f-dimensionaler Vektor
0

X0 = (q ,pO) 2 f-dimensionaler Vektor
(%) 0 0X
= /H dX; = /H he det{axo}
D) * D(tg) ° ——————

(%)

(*): Transformation der Integrationsvariablen
(#): Funktionaldeterminante J der Transformation; die Behauptung lautet also J =1

Weil J(t) erfiillt (0.B.d.A. to = 0)

gJ(t)_g OXi(t) | d |9X(t+s)
dt C At |0X(to=0)| ds|9X;(t=0)|,_,
Kettenregel d 8X (t + 5) an( )
ds 0Xi(t) 0X;(0)|,_,
Det-Prod-Reg d
= —J J(t
700
geniigt es im Folgenden %J(t)]t:tozo zu betrachten.
Dazu muss die Funktionaldeterminante:
0X;
det {GXE) } =7
t=to+5t

betrachtet werden. Mit einer Taylorentwicklung:
(1) = X0 : 2
Xi(t) =X+ F; 6t +0(5t%)
(x) (%)
(*): Abkiirzung (kx): 0t =t — 1o

mit  Fi=X| = { ;’983))
erhélt man: X, oF,
= Funktionalmatrix a—X]Q =0;; + 6XU 5t 4+ O(6t2)
Damit folgt fiir die Determinante (nach Siitzen aus der linearen Algebra):
0X; OF, . oF,
det{aXO}—det{ i aXO (5t )}:1+;aXiQ (012
=1+ Spur { 5)1;0 } 5t + O(5t?)

(Nebenbemerkung: Beweis der letzten Gleichung siehe Entwicklungssatz der Determinante)

f . .
or; | Z 04i(to) | Opi(to)

i=1 g

Divergenz des Phasenraumflusses
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und mit den HAMILTON-Gleichungen:

(ty) = OH
qi\to api to
. OH
pz(tO) _an to

Divergenz des Phasenraumflusses

also folgt ££.J(¢) =0 J(t) und weil J(0) =1, also J(t) =1
= V()= / [T ax? =v(0)
D(to)

O
Bemerkung: Der Phasenfluss ist divergenzfrei! (Vergleichbar mit inkompressiblen Fliissigkeiten aus der

Hydrodynamik)

3.5.3 Poisson-Klammern

(= Kommutator in der Quantenmechanik)

A) Definition:

Fiir zwei beliebige Funktionen / Variablen im Phasenraum F(q, p) und G(q, p) ist die Porsson-Klammer
definiert durch:

Ef:aF oG OF oG

{FG}=

Sie ist selber eine Funktion von q, p.

B) Fundamentale Eigenschaften

Antisymmetrie {F.G} =—-{G,F}

= {(FF} =0

Linearitét mit ¢1,co = const. : {1 Fy + coFs, G} = ¢1 {F1,G} + c2 {F»,G}
Nullelement {F,const.} =0

Produktregel {F,G1G2} = {F,G1} G2 + G1 {F,G2}
JAKOBIidentitét {F, {Gl,GQ}} + {Gh {GQ,F}} + {Gg, {F7G1}} =0

C) Fundamentale Beispiele:
L {giq;} =0=1{pip;} ; {¢p;} =0
_0H . _ _0H

2. {QHH} - Op; {p77H} - T 9q;

D) Hamilton’sche Bewegungsgleichungen

Satz:
Die totale Zeitableitung einer im Phasenraum definierten Funktion F(q,p,t) entlang der durch die Be-
wegung des Systems gegebene Bahn (d.h. q(¢) und p(¢) aus HAMILTON-Gleichung) lautet:

d OF
H-Fkt.
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140 3.5. HAMILTON’SCHE MECHANIK II

Beweis:

d oF oF oF
— F = — +Z|: :|

dt 8t 8qi e + 8pi bi
e OF Z OF 9H _OF 9H
ot dq; Op;  Op; Og;
8F
—{F.H}+ 5

Fundamentales Bsp.:

i={qi, H}= ,9p1
pz—{pza H}= aq1

} =Hamilton-Gleichungen

weil %qizﬁpizo

E) ErhaltungsgréBe

Satz:

Eine Funktion F'(q, p), die also nicht explizit von der Zeit abhéingt, ist eine Erhaltungsgréfe genau dann,
wenn ihre PoissoNklammer mit der HAMILTON-Funktion verschwindet:

d oF

EF n +{F,,H} =0 & ’F(q(t),p(t)) :konst.‘

Beweis:

F) Koordinatenunabhangigkeit

Satz:

Die Poissonklammern sind unabhéngig von der Wahl der sog. ,, kanonischen Koordinaten“ , d.h. man kann
sie mit einem beliebigen Set von Koordinaten formulieren, die iiber sog. kanonischen Trnasformationen
miteinander verkniipft sind.

OF 0G  OF 0G
dq; Op;  Op; g

K(a,p) ={Fg}qp = Z

f
OF 0G  OF 0G
= 250,90, a0, ~ F9ar = K(QP)

Anwendung das Satzes iiber Erhaltungsgrofien:

1
H= 5 (Q%'Fqg) +U(q1 — q2)

Impuls: P =p; + po
{PvH} = {plvH} + {p27H} = {Pl»U} + {p?aU}

8p1 3U 8}71 3U 8U

wobei {P,H} =Y =+ = 22122 —
(P} = Z dq; Op;  Opi 0q¢;  Oq
I~

lso{PH} = -+ - 2=
also { J I 0q2
ou ou
1 - PHY=-22 _(-22) =
weil aberU =U(q1 —q2) = {P,H} o0 < 8q1) 0

= P ist also Erhaltungsgrofe!
Bemerkungen:
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e Eine Grofle F ist also eine Erhaltungsgrofie, wenn ihr Kommutator (ihre Poissonklammer) mit der
HamirToN-Funktion H verschwindet.

e Wir konnen also z.B. folgern, dass der Gesamtimpuls P eines N-Teilchensystems erhalten bleibt,
wenn:
{P,H} =0 = P = const.
OH
{H.H} =0 = H=FE = const. <:>§:O
Die Aussage, dass die Gesamtenergie E konstant ist, ist gleichbedeutend, damit, dass die Hamil-
tonfunktion nicht explizit von der Zeit abhingt.

3.5.4 Symmetrietransformation
A) Definition der Erzeugenden einer Symmetrietransformation

Sei eine kontinuierliche Abbildung des Phasenraums in sich gegeben durch eine kanonische Transformati-
on: q% = q%(q,p) und p® = p%(q,p) (mit differenzierbarer, invertierbarer Abbildung, die abhéngig vom
Parameter « ist, 9*=°(q,p) = q, p*~°(q,p) = p) Dann heifit G(q,p) die Erzeugende der Abbildung,
wenn eine beliebige Variable F(q,p) sich unter der Abbildung so transformiert, dass gilt:

d
F(q®.p® —{F
i (9*,p%) o {F,G}

q,p fest

In der PoissoN-Klammer rechts tauchen nur die Funktion / Variablen q,p auf.

Bemerkung;:
Wie beim NOETHER-Theorem wird nur die Ableitung bei @ = 0 benétigt.

B) Verallgemeinertes Noether-Theorem

Satz:

Wird die kontinuierliche Abbildung (,,Verschiebung“ ; q® = q®“(q,p), P* = P%(q,p) durch eine kanoni-
sche Transformation gegeben und ist die HAMILTONfunktion invariant, d.h. H(q%,p®) = H(q,p), dann
ist die dazu gehorende Erzeugende eine Erhaltungsgrofle. Umgekehrt ist jede Erhaltungsgrofie eine Er-
zeugende einer Symmetrietransformation.

In dieser Umkehrung liegt die Verallgemeinerung zum bisher bekannten NOETHER-Theorem, diesen
Schluss kann man nicht aus dem bekannten erhalten.

Beweis:

=0 cha H(q%,p")|o—o = {H(q,p),G(q,p)}

& G(q,p) = const.

Dabei wurde bei * die Invarianz von H wie oben beschrieben verwendet.
Im n#chsten Abschnitt ist nur noch die Aussage, dass die Verschiebung eine kanonische Transformation
sein muss, zu diskutieren.

3.5.5 Kanonische Transformation

Fiir das NOETHER-Theorem war eine beliebige Koordinatentransformation q* = q%(q,t) méglich, un-
ter der Bedingung, dass die Transformation kompatibel ist (Bedingung aus der Mathematik). Fiir die
Formulierung im Phasenraum sind allgemeinere Transformationen:

q“ =q%(q,p)

(e

p® =p“(q,p

~—
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142 3.5. HAMILTON’SCHE MECHANIK II

moglich, nur miissen diese gewisse Bedingungen erfiillen. Man hat nun mehr Freiheit, als beim LAGRAN-
GE-Formalismus, weil man die Koordinaten q und p bei der Transformation miteinander verkn” pfen kann.
(auch die Zeit t kann in den Transformationen explizit auftreten: das wird hier aber nicht betrachtet)

A) Definition:

Eine zeitunabhingige Transformation im Phasenraum:

Ejﬁ} {3 §<( >)

ist kanonisch, genau dann wenn die fundamentalen PoissoN-Klammern invariant sind, d.h.:

{Qi,Q5} ={Pi,P;} =0 & {Qi,P;} = dyj
S {405} ={pipi} =0 & {qi.p;} =6

Satz:
Kanonische Transformationen erhalten die PoIissoN-Klammern.

Beweis:

oOF 0G oOF 0G
AP} =D 55:95 ~ 9P, 90,

. Z (aF dq; , OF apj) oG
3(1] 0Q; 8p] 0Q;

_Z a(]j 8G_6qj oG +8F( )
8qj 0Q; 0P;  0F; 0Q; Opj

= {FQP).GQP)} =) qu {Qj(Q,P),G(Q,P)} + g@ {r;(Q.P),G(Q.P)} ()

{F(Q.P),G(

Verwendet man nun die letzte Gleichung fiir G(Q,P) = ¢;(Q,P) oder G = p;(Q,P) dann werden die
PoissoN-Klammern rechts zu den Fundamentalen PoO1ssoN-Klammern, wenn diese schon bekannt sind
({qi,p;} = 6;j), dann folgt:

oF oF
B und  {F(QP),F(Q,P)} = 94

{F(QP),4(QP)} = -

Diese beiden Formeln mit Ersetzung F' — G kénnen wir wieder in (x) (rechte Seite) einsetzen. Dann
folgt:

OF 0G  OF 0G
F =
e} Z dq; 8;0] 8pj 8q]

Damit ist also:
{F(Q.P),G(QP)} ={F(a,p).G(a,p)}

Bemerkung:

e kanonische Transformationen lassen die HAMILTON’schen Bewegungsgleichungen invariant. (Anwen-
dung dieses Satzes)

e Der Phasenfluss (q(to),p(to)) — (q(t),p(t) ist fiir jedes ¢ eine kanonische Transformation (ohne
Beweis).
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B) Erzeugende infinitesimaler kanonischer Transformationen

Satz:
In linearer Ordnung in « ist die Abbildung

aQ(qap) + 6(a2)

q“(q,p) =q+a 9

« _ o @ 2
p“(a,p) =p aap+5(a)

eine kanonishce Transformation.

Beweis:
“oar oG\ [ oG ,
{ai'po} ={qip;} +a H api} {qz,aqo}] + 6(a?)
= {qivpo} + 5(&2)
Bemerkung:
e Es folgt
d o o 5'F3G 6F oG\
O I S e & I

dass also G die Erzeugende der kanonischen Abbildung (q®,p®) ist, welche im verallgemeinerten
NOETHER-Theorem auftrat.

e Wie aus G die gesammte Abbildung (q%,p®) bestimmt wird, wird erst im IK4 gezeigt.

Satz:
Die Transformation gegeben durch
0G(q,
q“(a.p) =q+ aﬁ +0(a?)
p
0G(q,
p*(a,p) =p - aé?lp) +0(a?)

ist kanonisch (linear in o) (G wird Erzeugende genannt)

Beweis:

{a7.p5} ={aip;} + Hg}i,pj} - {qi,ggH +0(a?)

=9; +ozz G Sq + 0(a?)
- apzaql it = dq;0p "

= 67;j —‘rO(O& )

damit folgt fiir eine beliebige Funktion F:

d
— F(q%.p~
i (q*,p%)

Z oF dql OF dp§
J¢¢ da 6pf‘ da

_§ 0RO OF OG
- £~ 0q; Op;  Op; O

o= a=0

d
= F(q®p* —{F
=>da(q7p) {F.G}

a=0

Aus diesem Grund, wird G als Erzeugende der Transformation bezeichnet.

Dies haben wir fiir die HAMILTON-Funktion schon angewendet, mit dieser Erzeugenden G kénnen wir
also %H berechnen.

a=0
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3.6 Nadherungsverfahren und Stérungstheorie
Liste (partial) von exakt losbaren (nicht trivialen) Problemen der Physik:
o freies Teilchen (klassisch, Quantenmechanik, Quantenfeldtheorie)
e harmonischer Oszillator
e 1 Potential (KEPLER, H-Atom, SCHRODINGER)
e 2-Niveau System (PAULI, DIRAC)
e zweidimensionaler Ising Magnet (ONSAGER)

Da diese List der idealen Probleme, welche mit Physik eindeutig gelost werden konnen sehr beschrankt
ist, soll hier der Versuch behandelt werden, reale Probleme durch Stérungsverfahren mit solchen ideale
Probleme zu néhern (zu losen).

3.6.1 Asymptotische Entwicklungen und O- Symbol

o TAYLOR-Entwicklung

f(x) = f(0) +zf'(0) + %ng”(()) +... nur fir z < 1 giiltig

Fukntion f(x) genihert mit N-Term der TAYLORentwicklung = Poynomial N-ter Ordnung.

e Asymptotische Niherung
F(z.e) ~ Z cn(x)e™ kleine Parameter ¢)

hierbei ist die Koonvergenz nicht interessant. Néherung Z?f:o cn(z)e™ fiir endliche M muss nicht
Polynomial sein.

3.6.2 Multiskalenverfahren
ungeddmpfter, anharmonischer Oszillator folgt die Differentialgleichung:
- 2 2 3\ _
i(t) + wg (z+ Az? + B2®) =0
Anfangbedingungen sind z(t = 0) = t und i(t = 0) = 0 und O(z*) wird vernachléssigt. (die Auslenkung

x(t) ist klein)
Reskalieren zeigt, wo e auftaucht

y(t) === g((t)+wi (y+eAy® +eBy*) =0
mit y(0) = 1 und y = 0. Dieses Problem ist nicht eindeutig 16sbar: nicht lineare Differentialgleichung.
In dem Fall ¢ = 0 liegt ein harmonoischer Oszillator vor mit
j+wiy=0

und Losung
y(t) = Rcos(wot + 0)

die natiirliche Skala ist 7 = wqt.
Der anharmonische Oszillator hat die Potentialfukntion

1 1 1
V= wg (2502 + §Ax3 + 4BI4)
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Energieerhaltung zeigt, dass die Bewegung beschrénk ist.

1
H= Ema'c2 +V()=E

= V(@)=<FE (Weil %mx'2 > 0>

Wenn
1

§mi72 =0
1 1 1
5:52 + gA:cS + ZB:LA =0

= maximale Auslenkung x; und minimale Auslenkung z_

Gestortes Problem
Ansatz der regulidren Storungsentwicklung:

y(t) = yolt) + eyr(t) + 2ya(t) + ...
Verwende natiirliche Skala des ungestorten Problems 7y = wot

d d ez,

—_—= — —_— —_— = d2
at = an, a2 T a2 T

d2
Py—y—l—sAyQ—i—sBy:O
0

Die Storungsentwicklung eingesetzt ergibt:
(42 yo +y0) ° + (2, y1 + Ayg +y1) €' + (d2,y2 + By + 24yoys +yo) €2+ ... =0
Jede Ordnung in € wird einzeln, nacheinander bis zu gewiinschten Ordnung €™ gelost.

= &0 dzoyo—i—y():O
mit Lésung Yo = Rcos(my + 0)

1
el: a2 y1 + y1 = —Ayg = —AR? cos® (1) = —§AR2 (1+ cos(2(m +6)))
1 1
mit Losung y= —§AR2 + 6AR2 cos(2(mo + 0))
3 5
€2 d_,2_0y2 + Yo = —Byg —2Ayoy = (—4BR2 + 6A2R2> cos(ty + 0)

= ccos(7p + 0) + andere Terme

y2(710) = c7o sin(mp + 0) + nicht anwachsender Term

regulére Storungstheorie:

y(t) = —= y(t) = yo +y16 + 22> + . ..

1 1
x(t) = eR cos(wt) + £ (—QAR2 + 6AR2 cos(wt)) + &% (Cwot sin(wt) + nicht anwachsende Terme)

( : >
=
t

Term (wp(t) sin(wt)) verletzt Beschrénktheit

mit

T <r<Tq

(Resonanzamplitude)
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Multiskalenverfahren
Intelligenter Ansatz, um die Resonanzkatastrophe zu vermeiden.

To :UJot T2 252tw0

y(t) = R(72) cos(tg + 0(12))

d d ox 5 0z
&x(t) = &ﬁ(ToaTz) = wo ( +e )

mit 9y = %:

g'j—i—y—l—EAyQ—i—EQByS =0
0 2 1 2 2 2 3 _
= " (o +yo) +e' (Oyr + Ayd + y) + 2 ((20002)y0 + doryo + Byy + 2Ayoyr +y2) +... =0

€' yo = R(7)cos(to + 6)

A 1
el gy = —ER(TQ) + EAR(TQ) cos(2(mo + 0(m2)))
3 5
g2 ORys +y2 = cos(to +0) ZBRQ + EAQRQ — 2R320(72) | + sin(1p + 0) [202R)
+nicht interessante Terme

nach POINCARE:
1 R=1 3 5 9
0R=0 19 2RC 3 B

= O(TQ) = (33 — 5142) To = <2B — ]-52142) 52w0t

z(t) = e cos(wt) + 2 A ((15 cos(2wt) — i) +0()...

w=wp (1 + &2 <zB - 152142) + O(E))

Auslenkung von z(t) beschriinkt. (Frequenz hiingt von ¢ ab.)

3.6.3 Fast kreisformige Bahn in Zentralpotential

Beim KEPLER-Problem lisst sich 7(¢) und ¢(t) nicht so einfach berechnen, wie die r(¢). Wir haben eine
Potentialfunktion U (r)
LAGRANGE: +mi? — U(r)

nach (3.2.2) folgt:

0
mi = _EU (1) (Bewegungsgleichung)
LQ
Ucff. — U
(r) () + 2mr

Fiir eine fast kreisformige Bahn ist der relevant kleine Parameter o(t) = r(¢) — o. Eine TAYLORentwicklung
in € gibt:
Ut 1 82 Uett 9 1 aBUeff. 3 1 84Ueff, 4

eff.t — eff. _ — JE—
U(t) =U"(e) + Oor Q+2 ar2 © 687“39 24 ot ¢
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Die Kreisbahn hat den Radius p. Das ungestorte Problem hat ein Minimum bei o

aUeff,
=0
or 0=0
L? _ou
r2 or

1 920 et
ungestorte Frequenz: wp =/ ——5—
m  or

8(t) + wilo+ A+ Bo®+...) =0

Die Bewegungsgleichung ist

mit
1 et

1y p_1U

A= 9 [y et T 6 U e

Naherung fiir kleine maximle Auslenkung
€= —ep mit O<ex1

Dabei ist e die Exzentrizitét. (fiir die Erde ist e = 0,0167, also klein!)
Aus Vergleich mit den Multiskalen Ergebnis folgt:

r(t) = p {1 — ccos(wt) + pAe? (é cos(2wt) — ;) 4 0(53)]

3

. 5 .
mit w = wp [1 + e2p? (SB - 12A2) + 0(53)]

¢(t) durch Umformungen mit KEPLER-Gesetz.

3.6.4 Reguldre Storungstheorie

Zusammenfassung:
i+wj (z+A2z* + Ba2*) =0 r(t=0)=¢

Multiskalenverfahren:

2(t) = £ cos(wt) + 2 A <é cos (th _ 1)) +0()

2
wew (1422 (3B 242)) 40
0 87 12
KEPLER-Problem:
mi = nge“'(r) U™ (r)=U(r) + L’
or 2mr?
fiir eine fast kreisformige Bahn r(t) ~ p
r(t) —p=o(t)
damit TAYLORentwicklung um p
oU 1 aZUeff. 1 aSUeff. 1 84Ueff.
et — et vY - 2 - _
(r) (n) + or |, e+ 2 0r? 6 Ord 24 ort |, e
i . U///eff, 1 U,I//eff_
o) = wi (e +40* +Bo®) =0 A= B= o

1o )]

3 5
w = wo [1 + e2p? <8B - 12A2)]
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148 3.6. NAHERUNGSVERFAHREN UND STORUNGSTHEORIE

T+_T_:r(t:g)—T(t:O)=26p
. L L 3 3
A R T ) 154
¢ — me{ +e (2+ p)+ ecos(wt) + e (2 p) COS(Wt)]
=2 %dté(t): o (146 (24 ap +0(%)
21 Jo Ny 2

~ mp?

2

6(t) = O (t + % sinuwt) + (g _ Ap) sin(2wt) + C’)(w3))

Wenden wir diese Formlen nun explizit beim KEPLER-Problem an:

. ymM L? _ ymM B L?

Ulr)=-— w2 P T S
L L 3 b
u)o=72 QO_ > = —— sz
mp mp p p

w=uwp <1—§€2+O(€3)> Q=w

@(t) = wt + 2esin(wt) + % sin(2wt) + O(e?)

Diese Formeln sind niitzlich zum Verstindnis der Lénge der Jahreszeiten, Tagesldnge etc. (Zeitgleichung)
Periheldrehung des Merkur: Eine weitere Anwendung des Naherungsverfahrens beschreibt die Periheldre-
hung der Planeten, z.B. des innersten Planetes, Merkur. Man macht den Ansatz

Ueff. — Ueff. + 6,],,13

wobei die kleine Storung dr* z.B. durch die Gravitationsbeziehung zu einen der schwereren Planeten
entstehen kann. Z.B. der Jupiter, dessen Abstand zur Sonne P; > Py grofler sit. Ndhert man seine
Bahn um die Sonne als Kreisbahn, und néhert man die Merkur-Juppiter Anziehung nach GAUSS, indem
man iiber einen Umlauf des Jupiters mittlet, folgt

ymM  ymgm /27r dd
r 2rJo /P?+7r2—2rP;cos?

mM mm 1 r 2 r 4
fir r < Pyr ~ == - (”4(13;) ”(a))

2
Es gilt also dr® = 7VTPT37 (PLJ) WOTaUS Prrenene ~ 2 1076 /Jahrhundert folgt. Einer der ersten Erfolge

der Allgemeinen Relativitéitstheorie von EINSTEIN war die Vorhersage einer Stérung 4%, die zu einer
Periheldrehung des Merkurs von A@ym. ~ 51077 /Jahrhundert fithrt. Dies war zuvor gemessen worden,
aber unverstanden.

U(r) =
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4 Thermische Physik

4.1 Einleitung

Mechanik: eine Bewegungsgleichung pro Freiheitsgrad eines Systems; 16sen = Verhalten des Systems
makroskopische Kérper: aufgebaut aus ~ 1022 Kerne und zugehérige Elektronen

= Versuch, moglichst viele mikroskopische Eigenschaften durch makroskopische, gemittelte Groflen aus-
zudriicken:

e Druck P e spezifische Wirme
e Dichte o o Ausdehnungskoeffizient
e Temperatur 7' o Wirmeleitfahigkeit

allgemein: nur Mittelwerte (rdumlich und zeitlich gesehen)
e Messungen mit einer hohen Auflésung — Fluktuationen
e interessant z.B.:

— (Wahrscheinlichkeits-) Verteilungsfunktionen (mikroskopisch)
— Aggregatszustand als Folge makroskopischer Grofien, z.B. Temperatur, Druck oder Dichte

Weitere Groflen, weniger aus dem Alltag bekannt:

e Entropie e Enthalpie
o freie Energie e Chemisches Potential

statistische Physik: Erklarung thermodynamischer Beziehungen aus mikroskopischen Modellen

Thermodynamik: axiomatisch postuliert 4 Hauptsétze.
0. Hauptsatz der Thermodynamik:

Befinden sich zwei Korper im thermischen Gleichgewicht mit einem dritten, so stehen sie auch
untereinander im thermischen Gleichgewicht.

Beispiel 1: zwei Kupfer-Blocke:

T
T
Thermisches GG
S~ / _ _._.J.r.'-'.'-:.“
T I, Micht-Gleichgewicht (NG GW)

Beispiel 2: Verbindung zweier Gasvolumina
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4.2. DIE TEMPERATUR

P

e fcin

P H‘"‘-H- S S

Gas 2 /
A I

Aussage: Wenn sowohl der erste, als auch der zweite Kupferblock im thermischen Gleichgewicht mit dem
Wasser steht, dann stehen auch die beiden Kupferblocke untereinander im thermischen Gleichgewicht.

4.2 Die

Temperatur

e Messgerite: diverse Thermometer

e Vorschlag: PARACELSIUS (1742)

Glasrohr mit Quecksilber (Hg)

Der Trick dabei ist, die Volumensédnderung einer Fliissigkeit sichtbar zu machen. Dazu lésst
man die Fliissigkeit in einer kleinen Kapillaren, die an das feste Volumen angeschlossen ist,
sich ausdehnen.

Annahme: Wirmeausdehnung des Quecksilbers ist linear mit Temperatur 7'
L(T)=L(0) - (14 aT) (4.1)
T = 0°C: Tripelpunkt von Wasser (Koexistenz von Eis, Wasser und Wasserdampf)

T = 100°C: Siedepunkt des Wassers unter Normaldruck (P = 1013,251hPa)
Achtung: Abweichungen durch nichtlineare Terme z.B. bis etwa 1°C bei 50°C

4.2.1 Das Gay-Lussac-Thermometer

e bessere Linearitét iiber weiten Bereich, von T: Gase, insbesondere Edelgase und fiir einen besonders
weiten Bereich Helium

e bei konstantem Volumen V'
Gasdruck P linear zur Temperatur

mit

P(t) = Py(1+~-T) (4.2)
o
7T 973.16°C
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THERMISCHE PHYSIK 151

Messgerat

Heizung
Warmebad
P-ii
A
i
—— — — — -3
273,16 f 100 T[°C]
= KELVIN-Skala:
T[K] = 273,16K + T¢[°C] (4.3)
P
o
|lll .

He

Ar

TIK]

experimentelle Beobachtung: P(T') steigt invers proportional zur molaren Masse m des Gases, z.B.:
Hy: m= 2%
-4
He: m= 4m7(g
Ar: m~40-24
P 1

P

mit N: Anzahl der Gasatome bzw. Gasmolekiile
4.3 Das ideale Gas

4.3.1 ldeales-Gas-Gesetz

experimentell bei T' = const.:

P % bzw. PV = const.
mit (4.4) fithrt zum Gesetz des idealen Gases

PV =kgNT (4.5)
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152 4.3. DAS IDEALE GAS

BoLrzMANN-Konstante: ]
kg = 1,3806 - 10_23E

kpT: typische Energieskala fiir mikroskopische, fluktuierende Systeme.

molare Schreibweise:
N = NATL

mit N4 AvOGADRO-Konstante N4 = 6,023 - 1023 und n: Anzahl der Mole.
PV = kyNanT = RnT (4.6)

dabel ist R = kg N4 die ideale Gaskonstante R = 8,314ﬁ
diese Gleichung gilt nur fiir ein ideales Gas!

mit molarem Volumen V: -
PV =RT (4.7

bei P = 1013,25hPa und T = 273,16K (Normalbedinungen, also mittlerer Druck auf Mehreshéhe)

=  V=2241

GroBenordnung der Dichte idealer Gase (Luft etc.) unter Normalbedingungen: ~ 1%
mittlerer Abstand der Gasteilchen ~ 2 — 3nm

e Variablen P, T, V von Stoffmenge unabhingig — intensive GroBen
e V', n — extensive Grofien

Zustandsdiagramme eines idealen Gases
id. Gas

Achtung: fir T —0 =" V -0, P—0

F

A

i — — )

Abbildung 4.1: Isotherme (7' = const.); Hyperbeln im P — V-Diagramm

g ,
i S p o= p
B =P
L
. PN — _.}

T

Abbildung 4.2: Isobare (P = const.); Geraden im V — T-Diagramm

aber:

e endliches Eigenvolumen der Gasteilchen = V # 0
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153

...__} T

Abbildung 4.3: Isochore (V' = const.); Geraden im P — T-Diagramm

e endliche Kriifte zwischen Gasteilchen = P # 0
= (4.5) gilt nicht fiir tiefe Temperaturen, fiir kleine Volumen bzw. groie Driicke

o Giiltigkeitsbereich von speziellen Gasen, z.B.

ideales Gas

¢

- }
401 platm]

e nicht beriicksichtigt:
Phaseniibergiinge Gas — Fliissigkeit — Festkorper
(siehe Kapitel (4.4) bzw.( 4.5))

4.3.2 Barometrische Hohenformel

Versuch: TORRICELLI'sches U-Rohr

Ah=7a60mm
- fur
F : f073,.25hPa
=/ atm
£1013,25mbar

Das Gewicht der Atomsphiire fiithrt zum Luftdruck Py und driickt die Quecksilbersédule nach unten, sodass

der Hohenunterschied Ah zustande kommt.
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154 4.3. DAS IDEALE GAS

ny
"y
77772
A

P(h+ dh) < P(h)
mg
g —
QAdhA = —godh

M.

wegen PV = const. fiir eine konstante Temperatur (!) und ¢ = 7

r P P
= — = const. = —> = 0=07%5 = dP:f@gPdh
0 0 B P

d

Integration von —Pl = —%(’) g dh liefert:
Qo0
InP=——gh+
n ) g c

mit P(h =0) = Py = ¢ = hP,

209

— 29y _h
P =PFPye Po" = Pye *ro
Barometrische Hohenformel

ho = 8330.

Mt Everest eh”

I ;
2 b1 : '
dp L. : :
B : 1 .
5.5 9 ﬂﬁ‘;[km |

Dabei wurde die Annahme gemacht, dass die Temperatur iiberall konstant ist, was unrealistisch ist! In
der Realitdt nimmt die Teperatur meist mit der Hohe ab. Fine bessere Niherung liefert die ,,Standard-

Atmosphdire* mit T' = 15°C auf Meereshohe und einem Gradienten von 6,5%.

4.3.3 Mikroskopisches Modell des idealen Gases

e crster vereinfachter Einblick in kinetische Gastheorie von MAXWELL und BOLTZMANN

e mikroskopisches Modell fiir das idelae Gasgesetz — Akzeptanz ,, Atomhypothese*
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THERMISCHE PHYSIK 155

-50¢ -40° -30° -20* <10 ©0* 10 “C

Abbildung 4.4: Standardatmosphiire

A) Mittlerer Druck (P)

Modell:
e ideales Gas besteht aus sehr kleinen harten Kugeln mit dem Radius r¢
e Wechselwirkungspotential:

_J oo fur r <2rg
vir) = { 0 sonst

e Annahme: mittlerer Abstand r > ry Teilchengrofie
= Kugeln fliegen nahezu unbeeinflusst statistisch verteilt durcheinander (typische (r) a 3nm,
ro ~ 0,1nm)

e Kugeln stoflen nur mit Wéanden des Behiilters — Reflexion
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156 4.3. DAS IDEALE GAS

e Anzahldichte: ng = %

e davon fliegen n, mit v, Richtung dA
= Reflexion nd Impulsédnderung 2muv, auf die Wand

N _ E _ g 2muy - z
dA dt dA
mit
~ Anzahl der Teilchen auf dA
“7 Zeit
z = ngv, dAdt

2
x

= P =2mngv

e nur normale Komponente v, fithrt zu Impulsiibertrag

e Isotropie des Systems:

mit
(vg) == 1 /OO N (vg )y dvg
N —00
N(vg) : (Geschwindigkeits-) Verteilungsfunktion
beachte: (v2) #0 = % /_Z N (vg)v2 do,

= mittlerer Druck :

1
(P) = 3 no2m(v?) = n,m(v?)
<~
nur v, >0
vt =g g+l = (0%) = () + (vy) + (o)
Isotropie: = (v2) = (vi) = () = (v2) = §v2
1 2 2N
damit: (P) =P = §n0m<02> = gnO%@Q} = §V<Ekm>

2
= 3N(Bin) = PN
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Vergleich mit der Zustandsgleichung des idealen Gases:

Nkgp=PV  (P)=P

3
= <Ekin> = ikBT

Damit erhalten wir das Ergebnis, dass die Temperatur proportional zur mittleren kinetischen Energie der
Teilchen ist. Damit ist dies eine mikroskopische Definition der Temperatur!

Dabei hatten wir f = 3 Freiheitsgrade der Translation betrachtet. Aus der statistischen Physik bekommt
man das Ergebnis, dass allgemein pro Freiheitsgrad, der quadratisch in HAMILTONfunktion (Energie)
eingeht, gilt:

(Ekin) = %kBT (4.8)

klassischer Gleichverteilungssatz

Beispiele fiir Freiheitsgrade:
e Translation FE; — 0 e Rotation FE; ~ 1meV
e Vibration E; ~ 10 — 100meV e elektronische Anregung FE; ~ 1leV

Bemerkung;:
Hier hilft also das Prinzip der ,kleinen Schwingungen um die Ruhelage“, da oft angenommen werden
darft, dass die potentielle Energie (auch) quadratisch genihert werden kann.

Komplikation durch die Quantenmechanik:

e Energie in mikroskopischen Systemen besitzt diskretes Energiespektrum FE;
= keine thermische Anregung; Freiheitsgrad fir kT < E;
Vergleich dazu: kT = 26meV bei 300K

B) Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

Ziel: Berechnung der Anzahl dN,, von Teilchen im Geschwindigkeitsintervall (v,v + dv).
Sei dN, Anzahl der Teilchen in (v,,v, + dv,). Damit ist die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Teilchen

in (vg,v, + dvg) zu finden:
dN,

N
Dabei ist p die Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. die Verteilungsfunktion.

=: p(vy) doy

Symmetrieeigenschaften von p fiir ein isotropes System:
v, ist Aquivalent zu —v, = es existiert eine Funktion f mit

p(v) dv, = f(vF) dv,
p(vy) dv, = f(vi) duy
p(v,)dv, = f(v2)dv,

wegen Isotropie gilt selbiges entlang der y- und z-Achse. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei v-Komponenten
in einem bestimmten Intervall liegen, ist
dNgy- dN, dN, dN.

P(Vg,Vy,0,) dug dvy, dv, = N - N N N - f(vg)f(vg)f(vz) dv, dvy dv, (4.9)

mit dN,,. als Anzahl der Teilchen in Element dv des v-Raumes. Jedes Teilchen hat (ungeféhr) den
Wert v, der durch den Punkt im v-Raum realisiert ist.
= Anzahl der Punkte im Element (v,,v, + dvg,v, + duy):

AN,y = N f(02) f(vy) dvg do,

Suche nach Funktion f:
Trick: Drehung des Koordinatensystems so, dass

a) v, =0 und
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4.3. DAS IDEALE GAS

dv, dy

- o e e ow E -

dv,

Abbildung 4.5: 2-dimensionales Beispiel des Geschwindigkeitsraums

b) keine Anderung dN,,

v
X .
vf = ’Ui -+ vg
F2)f(0)) = f(vF +v;) f(0)

berechne Funktion:
o f(0)sei @ = af(z+y) = f(x)f(y) mit z := v} und y := v}
e x+yseil=af(§)=f(z) fly)

e nach z ableiten: a%% =af'(§) = f'(z)f(y)

e nach y ableiten: a%% =af(§) = f(z)f'(y)

daraus folgt:

f@)f'(y) = f'(x)f(y)
f'x) _ ['(y)

= =
fl@)  fy)
v? ist unabhéingig von v, (linke und rechte Seite miissen konstant sein (genauso f'(y)
f'(x)
= = —7y = const.
f(x)

= f(x) = f(0)e™ 7" = ae™7*

J@) = ae

158
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Normierbarkeit von f = v >0
(4.11)

Fiir die Dichte der Teilchen im Intervall (v,v + dv) folgt:
ANz = Dale™ v

dv, dv, dv,
(4.12)

p(v)dv = abe ™ dv

e Isotropie:
=

(3-dimensionale GAussfunktion)
der Teilchen mit Geschwindigkeitsbetrag in (v,v + dv) wobei v = |v]|.

e Anzahl dfvv s
p(v) dv-Volumen einer Kugelschale mit Radius v und Dicke dv
..In:L~

W

¥

I=

dv

2
= N, = Nale " 4mv? dv

p(v)dv = drav?e " du
N = / dN = 47ra3/ dvv2e ™’

v 0
—_—

17
173
v 2
%
= o' =(2) (4.13)
0
Berechnung von ~:
(Ekin) = <1mv2> _ 1 1mv2 dN, = 27ra? /oo dovte™ " = §k T (4.14)
kin 9 N 9 v 0 9 B .
NPV
T kT
(4.15a)

Wl

771’1/2 2
e2sT = dv

m
N, = 47N
Ny = dm (27rk:BT>
(4.15b)

3
2 9 — mo?
Ve 2kpT

p(v) = 4m <2kBT

Dies nennt man die MAXWELL’sche Geschwindigkeitsverteilung
(4.16)

wahrscheinlichste Geschwindigkeit: % =
2kpT
= UN = ;

mittlere Geschwindigkeit: o = [ p(v) dv
_ [8kT  2vy,
v = =
™m

159
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160 4.4. REALE GASE

mittleres Geschwindigkeitsquadrat:

> kT
172:/ v*p(v) dv \/1772:\/3 B \/ng
0 m 2
Bemerkung: v,, < v < Vo2

da p(v) nicht symmetrisch um wv,,, hochenergetische Ausldufer

Beispiel: N5 bei T' =300K:
m(Ny) = 4,67 - 10~ *°kg
Daraus folgt:
® U, = 422%
o U =476
o Vo2 =517

Vergleich: Schallgeschwindigkeit v, = 330%
Messung p(v) im Experiment:

e Generation Molekularstrahl

e mechanischer Geschwindigkeits-Selektor

4.4 Reale Gase

Wie kommen Gase aus beliebigen Anfangsbedingungen heraus fiir spitere Zeiten in das thermische Gleich-
gewicht mit MAXWELL’scher Geschwindigskeitsverteilung?

— Stofe zwischen den Gasteilchen

= Thermalisierung

=0 1= = Liperm
P(V) PV} PV

LA e

BorLTzMANN-Gleichung

4.4.1 StoBquerschnitt und mittlere freie Weglange

Wie weit fliegt ein Teilchen im Mittel ballistisch, bis es durch Stofl mit anderen Teilchen abgelenkt wird?
Streuquerschnitt o beim Stof harter Kugeln

@5'@

G verdinntes System
;.J;’ e mit Dichte n
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StoB fiir r < 2rg = 0 = (21,)%*7
= Gesamtfliche Fg der Target-Teilchen im Volumen FAx

Fg=nAzFo (4.18)
N
damit ergibt sich der Stolquerschnitt auf dem Weg Ax:

F
?B =nolAx

Anzahl der Teilchen AN, die einen Stof3 erfahren haben
AN = —NnoAzx

Anzahl der Teilchen, die nicht gestreut wurden:

z
[

N(z) = Noe ™% = Nge~

1
l=— mittlere freie Weglidnge im Gas
no

Beispiel: Ny bei 300K und P = 10°Pa mit o = 45 - 10~ '6cm?
= [~7-107m = 70nm

= ballistische Flugzeit:
7~ 1,5-107% = 150ps

Streurate:
1 11

7 150 ps

4.4.2 Diffusion als Beispiel fiir einen Transportprozess

Abbildung 4.6: ,random walk“der Gasteilchen

im Gleichgewicht: Isotropie
= kein mittlerer Massenstrom j in ausgezeichnete Richtung.

jetzt: Dichte der Teilchen sei 1-dimensional ortsabhiingig n(x)
Daraus folgt ein effektiver Massenstrom j, in Richtung der z-Achse durch fehlende Isotropie.

Foe® ot s g & @ ' .

‘1-‘ ‘.‘_r}‘ [] r ’

tii " . - [ }
X

Da mehr Teilchen zur Verfiigung stehen im dichteren Bereich, bewegen sich die Teilchen eher von dem
Bereich der hoheren Dichte in den Bereich der niedrigeren Dichte.
Fick’sches Gesetz:

Kv)dn an

. = — 4.1
Jz 3 dx dx (4.19)
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162 4.4. REALE GASE

mit Diffusionskonstante D = M; mit { = £ und (v) = \/7 %

3 no
= Diffusionskonstante fiir das ideale Gas:

_ 1 /8kpT
~no\V 9mm
Erhaltung der Gesamtmasse
= Kontinuititsgleichung:
on(zt) 0
—jz(t) =0
ot 0 (®)
= Diffusionsgleichung:
on(z,t) 9’n
———==D— 4.20
ot Ox? (4.20)

analog gilt fiir drei Dimensionen:
Fick’sches Gesetz: j=—Dgradn
Kontinuitétsgleichung % +divj=0
Diffusionsgleichung %?t) = DV?n(r,t)

4.4.3 Van-der-Waals’sche Zustandsgleichungen
Gase bei hoher Dichte (z.B. bei hohem Druck oder tiefer Temperatur)

I) Eigenvolumen der Gasmolekiile nicht mehr klein gegeniiber Gasvolumen V'
= Korrekturgrofle b in der idealen Gasgleichung

P(V —b)=RT

e b ist abhéngig vom ,, Volumen“ der Gasteilchen bzw. physikalischer ausgedriickt von der Form und
Stérke des Kraftpotentials zwischen diesen
= spezifisch fiir jedes Gas

o fiir das Modell harter sphérischer Kugeln ist b = 4NV, mit V, = %7‘87‘(‘

IT) Potentielle Energie der Teilchen durch die gegenseitige Kraftwirkung nicht mehr vernachléssigbar im
Vergleich zu (Eg;y,)

e im Inneren des Volumens:

e
¢y
o [

Die Krifte kompensieren sich

e am Rand des Volumens, also an einer Wand

(Fi) #0
keine Kompensation an der Begrenzungswand
= Korrekturterm in der idealen Gasgleichung durch den sog. Binnendruck

(P+ Pp)(V —b) = RT
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e Binnenkraft auf einzelnes Teilchen an der Grenzflache:

Fp; occnFy o< o

e der Binnendruck ist proportional zur Kraft Fp auf das einzelne Teilchen und zur Teilchendichte o

a

Pp o Fpip o 0 éPB:W

mit Parameter a: Stoffkonstante, abhéngig von Art und Stérke der Wechelwirkung der Gasteilchen
= VAN-DER-WAALS-Zustandsgleichung;:

a

(re

) (V—=b) =RT (4.21)

Verlauf der Isothermen P(V)
fiir ' = const. in der VAN-DER-WAALS-Gleichung am Beispiel CO4 (wichtig: fiir jedes Gas individuell)

P[10°Pa] I'=300K
80

7

60T \T=270K

T=370K

" V110° em®/mol]

.
[
)
o
LI 8
b=

X

Abbildung 4.7: Isotherme im VAN-DER-WAALS-Gesetz am Beispiel von COq

hohe Temperaturen (z.B. T = 370K): Verlauf der Isotherme nahe der eines idealen Gases

T. = 300K: Plateau in der Isotherme; bei P,, V. — ,kritischer Punkt*
e T < T,: Bereich in VAN-DER-WAALS-Isotherme mit

oP

o 01
v o

T'=const.

— multistabil!?

e experimentell: Der Druck P steigt von hohem Volumen V kommend kontinuierlich bis Punkt A und
bleibt dann konstant auf einem Plateau ABC.
Physik: Kondensation von Gas zu Fliissigkeit von

c B A

100% Flissigkeit Koexistenz 100% Gas
Gas - Flissigkeit

% v N

Koexistenz zweier Phasen.
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164 4.5. THERMISCHE EIGENSCHAFTEN DER MATERIE

e fiir noch kleinere Volumen sehr steiler Anstieg des Drucks wegen der geringen Kompressibilitit A
(V—b)

Dies war ein erstes Beispiel fiir den Phaseniibergang von zwei Aggregatzustinden.
Moglichkeit der Phasenseparation als

e kritisches Phénomen bzw. Instabilitdt oder

e spontane Brechung der Symmetrie

Dies war in unserem Modell nicht vorgesehen. Daher kommt auch die Abweichung zweischen Theorie und
der Realitét.

Einstellen von | Gber Kolben

v

T Warmebad (grofy) mit

. I'=const. einstellbar

z.B. liber Heizung
Messen von P(1) mit Manometer

Abbildung 4.8: Experimentelle Bestimmung der Isotherme

4.5 Thermische Eigenschaften der Materie

4.5.1 Spezifische Warme

aus (4.3.3) wissen wir, dass T' < (Ejin)

= zur Erhohung der Temperatur eines Korpers (Gas, Fliissigkeit, Festkorper) muss Energie zugefiigt
werden. = Wérme(-Energie) AQ

experimentell: fiir einen Korper mit der Masse M:

AQ =c-MAT =cM(T, — Ty)

Dabei ist ¢ die spezifische Wirme. Auerdem ist C = c¢M,,, die molare Wirmekapazitit und cM die
Warmekapazitét.

Beachte:
e c ist eine Funktion der Temperatur, keine Materialkonstante

_ 1d@
“TMmar

e Erwirmung von Bremsen eines KFZ ist ein Beispiel fiir die Umwandlung von makroskopischer
kinetischer Energie in mikroskopische kinetische Energie, also Warme

o Die Energieform Wirme ist speziell, da wir keine mikroskopische Kontrolle iiber 10?3 Freiheitsgrade
eines makroskopischen Korpers besitzen.

= Wiérme kann nicht vollstindig in andere Energieformen zuriickgewandelt werden. Dies wird uns auf
den 2. Hauptsatz der Thermodynamik (4.6.2) fithren.
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A) spezifische Warme eines einatomigen Gases

Wir betrachten N Teilchen im Volumen V. Nach dem Gleichverteilungssatz wissen wir:

3
(Egin) = §NkBT

Die innere Energie U ist die gesamte mikroskopische Energie der Teilchen, also kinetische (Fy;y, ), Rotations-
(Erot), Vibrations- (E,;p), elektrischer (E,) und potentieller Energie (E,y). Dabei hat ein ideales, ein-
atomiges GAS nur drei Freiheitsgrade der kinetischen Energie:

= U= ngT

es gilt in diesem Spezialfall:
dU = d@

1 /dU
=— | —= 4.22
- v M ( dar ) V =const. ( )

= spezifische Warme des idealen Gases bei konstantem Volumen:

_ 3 Nkp

— 4.23
v =300 (123)
3 N 3
= CV = CVMMOI = §ENAkB = §R (424)
Fazit: Die molare Warmekapazitit eines idealen Gases ist nicht temperaturabhéngig.
Erwérmung eines ideales Gases unter konstantem Druck:
1 /d
P = const. P =7 <dg)1)_const, (4.25)
beim idealen Gas: PV = RT = V steigt bei zunchmender Temperatur unter konstantem Druck.
= Das Gas muss Expansionsarbeit leisten, um sein Volumen V' gegen den Druck P zu erhchen.
|AW| = |F - Ax| = |AF - Az| = |P - AV|
Konvention: an System geleistete Arbeit ist positiv definiert.
= AW =—-PAV mit AV >0
= dU =cy AT — AW
AW muss zusétzlich zu cy AT als Warme zugefiihrt werden
= Ccp >cCy
AQ = cy AT + PAV = AU
Po=RT — AVngT
AT ~ VT UAT
cp=cy+R (426)

Definition: Adiabatenkoeffizient: kK = <&

cv

e fiir das ideale Gas: Kk = %

e allgemeines System mit f Freiheitsgeraden: k = %
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B) Gas mit mehr als 3 Freiheitsgraden

f>3

1. Kugelteilchen mit endlichem Radius
3 Freiheitsgrade der Translation und 3 Freiheitsgrade der Rotation

= f=6 = ¢y =3R

warum bei He: ¢y = %R ?

Die Translation liefert 3 Freiheitsgrade; die Rotation ist die Bahnbewegung der Elektronen.
— quantisiert! E; =~ 10eV

= Anregung bei 300K ist vernachlissigbar

2. Zweiatomige Molekiile (Hg, O2, Nj)

® firans = 3 ist wie gewohnt

e Rotation um die y- und z-Achse beinhaltet eine Bewegung schwerer Kerne, also sind dort die
Quatisierungsenergien klein ~ kgT
Rotation um die z-Achse: Elektron (siche Helium)
also ist bei relevanten Temperaturen: f.,; = 2

e zusitzlich: Vibration, Schwingungen der Kerne relativ zueinander entlang der Bindungsachse

— =3
O-etet-O
N N

Freiheitsgrade eines harmonischen Oszilators:
einen Freiheitsgrad fiir die mittlere kinetische Energie und ein Freiheitsgrad fiir die mittlere poten-
tielle Energie.

=  fris=2

Die Quantisierungsenergien sind moderat = kg7

3. Mehratomige Molekiile NOs: f = 12

C) Festkorper

geringe Kompressibilitdt
= cy~RcCcp==c

alle Atome sind durch chemische Bindungen fixiert (Einkristall: regelméfige Anordnung in einem ,,Git-
ter®).
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<
R A
3 : +‘-Jit;rati0n
=7
5 +Rotation
- lllrl 5
Trar]slation
! = =3
{ ] ! foely
200 400 B0 san TIK]

Abbildung 4.9: Freiheitsgrade am Beispiel des Stickstoff-Molekiils

= keine thermischen Freiheitsgrade durch Translation bzw. Rotation
= nur Vibrations-Freiheitsgrade

Wir haben drei Schwingungs-Richtungen fiir jedes Atom = 2-3 =26

=3R (4.27)

DULONG-PETIT-Gesetz

typische Quantisierungesenergien von Gitterschwingungen (Phononen): E; < kT

Der Verlauf ¢(T') im dielektrischen Festkorper z.B. Silizium

L
RA
3t 16
24
A CeT) =0
1 * Quantisierung der Energie
= 3. HS der Thermodynamik

! : ' : 2
o 200 3000 00 'T[l{]

Versuch:
3 Kugeln aus Stahl (Fe), Messing (Cu+Zn) und Aluminium mit der selben Masse und identischer Tem-
peratur
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Aluminium

7 7/ //’E

Farafin

Im Aluminium-Stiick sind mehr Atome bei gleicher Masse vorhanden. Daher ist die Warme-kapazitét
hoher und die Kugel schmilzt tiefer in das Wachs ein.
Fazit: Wirmekapazitéit ist mit Teilchenzahl, nicht mit Masse bzw. Dichte verkniipft.

4.5.2 Adiabatische Zustandsdnderung im idealen Gas

im thermischen Gleichgewicht: PV = RT
= kanonische Zustandsdnderungen auf der Fliche im P — V — T-Diagramm

P g

|sobare:
J;— — const.

T

|sotherme:
P "= const.

|sochore:
fr )
L const,

Abbildung 4.10: kanonische Zustandsdnderungen auf der Fliche im P — V — T-Diagramm

adiabatische Zustandsinderung:
kein Wirmeaustausch mit der Umgebung: AQ = 0

e gute Isolation des Systems von Aulenwelt (z.B. DEWAR-Gefif})

e schnelle Zustandsidnderung im Vergleich zu einer charakteristischen Zeit 7 fiir die Warmeleitung
(z.B. Verbrennungsmotor)
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Die gesamte Kompressionsarbeit dW = P dV fiihrt in diesem Fall zu einer reinen Erhohung der inneren
Energie dU, weil keine Energie abflieBen kann an den Behiilter oder das Umfeld. Dabei muss im Versuch
darauf geachtet werden, dass das Gasvolumen eine einheitliche Temperatur hat. D.h. die Thermalisierung
iiber Stofe zwischen den Gasteilchen muss schnell sein.

cpdl =dQ =0
dQ = PdV 4+ ¢y dT
= Erwédrmung fiir den Fall dV < 0. mit

T dT dv
P=— —_— = — R
TR G e 7

integrieren: ¢y InT = —RInV + const.:
In (TCV VR) = const.
mit R =cp — cy:
In (ch VCP_C") = const.
TCVV% = const.

Pf/'
mit 7

TV*~! = const. PV" = const. (4.28)

Adiabatengleichung

4.5.3 Anmerkungen zu Phaseniibergdngen

e verschiedene Aggregatzustinde eines spezifischen Stofes: Phase

Festkorper
Fliissigkeit

} Oberflache
Gas . . ..
keine definierte Oberfliche

Plasma

e innerhalb eines Aggregatzustandes konnen sich eventuell mehrere Phasen ausbilden, die sich in
physikalischen Eigenschaften unterscheiden
— Kiristallstruktur (kubisch-hexagonal)
— Leitféhigkeit (Leiter-Supraleiter, Isolator-Leiter)

— magnetische Suszebtibilitdt (papmagnetisch - ferromagnetisch)

Viskositét (viskose Fliissigkeit - Superfluid)
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i P
Ysolid  solid-Liqui
P Py A2 Solid-Liquid
=~ . e |
/ ~<| v S
Critical |~ P o
~ Bl i . -
Liquid
f
L T Critical
= ~
\ <
~ ~
& &
g =
Wiz 7]
~ (7]
~ . E
. o

Copyright © 2006 Pearson Education, Inc., publishing as Benjamin Cummings

Abbildung 4.11: P — V — T-Phasendiagramm von Wasser

e Ordnungsparameter: fiir Zustand charakteristisches Maf§ S(T',P,V)

e Phaseniibergang: Sprung im Ordnungsparameter!

Beispiel 1: IsolatorMetall-Ubergang in VO,

Leitfahigkeit
=1, &
a[(2em) | . - .
[{€2em) ] I=340K
4]
10 Kristallstruktur:
10° » kubisch
o = monoklin
"t
10t :
4 .
1071 '
-6 !
10 H :
" . i Eama o s T11-
10 T . — =107 /TIK]
1 2 34 5 6 7 8 9]0

Beispiel 2: Schmelzen von Eis unter
e konstantem Druck P = 1013hPa
e konstanter Stoffmenge M
e konstanter Energiezufuhr

I T<T.=273,16K: Eis
. . o J
inkompressibel, ¢y =~ cp = 2300_kgK
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T[K]
F 1

Abbildung 4.12: Phaseniibergéinge von Wasser

II Phaseniibergang fest - fliissig mit Koexistenz bei T' = const.
= keine Anderung (Ep;,)
= Erhohung (Epo)
latente Wiarme (hier: Schmelz(wérme)-Energie fiir das Herausbrechen aller HoO-Molekiile aus Eis-
kristall)

QL =NAE =33 10Si
kg

III, IV Fliissigkeit mit ¢y ~ ¢y = 4190kgiK

IIT zwischen 0°C und 4°C: Abnahme des Volumens mit Zunahme der Temperatur
— Anomalie des Wassers

IV normales Verhalten von Fliissigkeiten

V Phaseniibergang Fliissigkeit - Gas (Wasserdampf) am Siedepunkt bei T = 373K mit latenter Wérme
Qr=2,3- IOG%g (Faktor 7 hoher als beim Schmelzen)
Allgemeines Phasendiagramm:
komplizierte Flichen im P,V,T-Raum
Phasendiagramm von HO in P — V — T-Raum:

o Tripelpunkt Tr bei der Koexistenz von drei Phasen moglich ist, z.B. T = 273,16K bei Pr ~ 103Pa
fir HQO
Die Variation von V hat keinen Effekt auf T', nur das Volumensverhéltnis Fis-Wasser-Dampf éndert
sich (Eis und Wasser sind inkompressibel) — Tripellinie
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-

T.oter e | Gas

77

T
Wasser

172

o kritischer Punkt bei der Temperatur Tc = 374°C in HyO, oberhalb dessen keine Unterscheidung
bzw. keine Koexistenz von Fliissigkeit und Gas mehr moglich ist.
— homogene ,, Fluidphase® (siehe 4.4.3)

o Dampfdruck-Kurve: Gleichgewicht zwischen Fliissigkeit und Gas
Allgemein gibt es zwei Ordnungen von Phaseniibergéingen:

e Phaseniibergéinge 1. Ordnung
— sprunghafte Anderung des Ordnungsparameters
— Koexistenz zweier Phasen ist moglich

— die latente Wéarme @Q; # 0

e Phaseniiberginge 2. Ordnung
— kontinuierliche Anderung des Ordnungsparameters
— keine Koexistenz zweier Phasen

— fiir die latente Warme gilt Q@ =0
Beispiele:

1. Ordnung 2. Ordnung

e Fa

/’r “‘normal”

| B4

H5O Anomalie -

Te ! .
c,. c,.
4 Divergenz 1
| ~
!—'—-.. —_—
—
Te r A

Abbildung 4.13: Beispiele zu Phaseniibergéinge der 1. und 2. Ordnung
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Q1 # 0 Koexistenz Q1. = 0 keine Koexistenz

z.B. Schmelzen von Eis z.B. @ Ubergang von fliissigen
bzw. gasformigen Wasser — Fluid
mit T > 374°C
e Aufheizen eines Ferromagneten
ohne dufleres Magnetfeld — Paramagnet
(Fe: T = 1043K)

4.6 Die Hauptsatze der Thermodynamik

4.6.1 Der erste Hauptsatz der Thermodynamik
e 3 ZustandsgroBlen P, V', T, die den Gleichgewichtszustand eines Systems festlegen

e Verdnderung eines Systems vom Zustand 1 (P,V1,T1) zum Zustand 2 (P,V5,T5): Ubertrag von
Wérme AW und / oder mechachnischer Energie AW

e Volumenénderung bei konstantem Druck

AW = —PdV (4.29)

e gesamte Arbeit von Zustand 1 zum Zustand 2

Va
W= /V PV (4.30)

o verschiedene Wege von 1 nach 2 mit unterschiedlichen Funktionen P(V)

= allgemein:
Va

Va
WA:—/ PA(V)dV7éWB:/ Pp(V)dV

Vl Vl
= W ist abhingig von Weg und keine Zustandsvariable wie P, V', oder T

jetzt: Kreisprozess entlang geschlosener Bahn

P.il
1

:-'I/

Die am System geleistete Arbeit ist AW = W — Wy, die im Phasendiagramm eingeschlossene Fléche.

Energiebilanz vom Prozess 1—2
AU =U; —U; = AQ + AW (431)

1. Hauptsatz der Thermodynamik
e Energieerhaltung
e Axiom, nicht tiefer begriindbar
im Kreisprozess: Anfangs- und Endtemperatur sind identisch
= AU=0 = Wp-W,=Q

Wirme ist konvertierbar in makroskopische, mechanische Arbeit, aber eine Maschine, die eine Kreispro-
zess durchlduft kann nicht mehr Arbeit leisten, als ihr an Warme zugefiihrt wird.
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,,Es gibt kein perpetuum mobile 1. Art“

Ein Kreisprozess mit identischem Hin- und Riickweg, also W4 = —Wpg = @ = 0 ist ein reversibler
Prozess, da nach Durchlaufen eines Zyklus keine Verdnderung in der Umgebung zuriickbleibt.

4.6.2 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Auch dieser Hauptsatz ist axiomatisch und basiert auf unwiderlegten Erfahrungstatsachen. Die Beobach-
tung ist, dass bestimmte Prozesse zeitlich nur in eine Richtung ablaufen.
Beispiele:

 Gas Gas -

e Fin Gas verteilt sich im Gefafl nach der Wegnahme der Trennwand und ist hinterher homogen
verteilt

e beit=0:T) > 1T = tgew: T1>T3>1T5
dquivalente Formulierungen fiir den zweiten Hauptsatz
e Wirme flieBt immer vom wéirmeren zum kélteren Korper.

e Ein geschlossenes System strebt immer dem Gleichgewichtszustand zu. Dieser liegt auf einer Zu-
standsflache.

e Arbeit kann vollstindig in Wirme, aber Warme nicht vollstindig in Arbeit umgewandelt werden.
e Der thermische Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine 7 ist immer kleiner 1
e Die Entropie S eines geschlossenen Systems kann nur zunehmen oder konstant bleiben AS > 0

Alle diese Formulierungen sind untereinander dquivalent! Keine der Formulierungen kann aus dem 1.
Hauptsatz erklart werden.

= wir brauchen eine weitere Zustandsgrofie : Entropie S (4.7)

4.6.3 Der Carnot-Prozess

Gedankenexperiment (von CARNOT, 1824)
reversibler Kreisprozess in vier Schritten mit dem Arbeitsmedium des idealen Gases

I. Isotherme Ausdehnung des Gasvolumens von (Py,V1,T1) nach (P,V2,T1) unter Ankopplung an ein
Wirmebad T3

II. adiabatische Ausdehnung auf (Ps,V5,T%)
III. isotherme Kompression auf (Py,Vy,T5)
IV. adiabatische Kompression zum Ausgangspunkt

Prinzip der Realisierung;:
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ET
5T

.Ill-; -

Abbildung 4.14: P — V-Diagramm des CARNOT-Prozesses

I

~ Warmebad 22
V222
abwechselnd

Foe T schaltbare
Isolation bzw.
Warmekopplung

T itles,

P
T —

Warmebad

A

(unrealistische) Annahme: alle vier Schritte laufen genau entlang der Zustandsfliche des Arbeitsmediums,
also exakt im thermischen Gleichgewicht und damit voll reversibel.
= Energiebilanz:

I. T'=const. = U = const. = d@Q = PdV

Ve V2 qv Vi
AQ = PdV = RTy — = RT\In—2 = AW,
v w V Vi

einflieBende Warme entspricht einer Expansionsarbeit von 1 nach 2

II. dQ =0, dU = —PdV <0, AU = U(ty) — U(T})

Ts
AW23 =-AU = Cv/ dT = Cy (T2 — Tl)

T
III. wie bei I, nur in umgekehrter Richtung

= AQ3 = RIyIn % = —AWs4
3

IV. wie bei II, nur mit umgekehrten Vorzeichen

= AWy = —Cy (T2 — Tl)
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Gesamtarbeit fiir einen Umlauf mit AWs3 = —AWjyy:

AW, o = AWio + AWy

Vi V3
=RI'In —+ Rl5In —
1nV2+ QnV4

iiber die Adiabatengleichung (4.28)

Tl‘/zlf@—l — TQ‘/SH—l
T2V4&—1 _ Tlvln—l

T k—1 rk—1
L L_ (W _ (N IR 4]
T Va Vi i Vi

= AW,pm = R(Ty = To) In 3% < 0
— Wirmekraftmaschine

e entnimmt Wirme AQ12
e verrichtet Arbeit AW, .
= Der Wirungsgrad der CARNOT-Maschine:
AW,..., R(Ti—T5)In %
T AQn T R

T -Ty
=z

(4.32)

damit ist ne < 1,7 >0

Wiarme AQs4 geht ungenutzt an Bad 1h

nc steigt mit Ty — Ty = T’

alle vier Schritte sind reversibel, damit ist der Prozess auch umgekehrt méglich.

= Wirme im Bad T (kélter) in Bad 77 (wirmer) gepumpt; — Wirmepuknmpe bzw. Kéltemaschine

Spezifizierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik:

keine periodisch arbeitende Maschine hat einen Wirkungsgrad n > BT;ITl =Tc
Begriindung: CARNOT-(Kélte)-Maschine CM und hypothetische Maschine M mit n > n¢ arbeiten gegen-
einander.

| Kéltebad T, |

Die CARNOT-Maschine braucht AW, um A@Q; an 1 abzugeben, bei Aufnahme von AQ5 aus 2.
[AQ1| = |AQ2| + |AW]

Falls M mit n > n = AQ < AQ,
Das System aus M und CM erwérmt Warmebad 1 durch Abkiihlen von Kaltepad 2.

Daraus folgt ein Widerspruch zum 2. Hauptsatz! = 7¢ ist der maaximale Wirkungsgrad einer Wiarmekraftmaschine
weitere Formulierung des 2. Hauptsatzes:
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,,Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die ohne duflere Energiezufuhr ein Wérmereservoir
abkiihlt und dabei gewonnene Energie vollstindig in mechanische Arbeit umwandelt.*

kurz:

Es gibt kein perpetuum mobile zweiter Art

4.7 Irreversibilitdt und Entropie

4.7.1 Reversibilitiat und Irrevisibilitat

Stoprozess zwischen zwei makroskopischen Kérpern mit anfangs identischer Temperatur T

e clastisch

Erhaltung makroskopischer kinetischer Energiec = T’ = T Dieser Prozess ist zeitlich umkehrbar,
bzw. reversibel

e inelastisch

¥

L
AN

mtme e @v%—i— @vg = T'>T
2 2 2
Umwandlung von makroskopischer kinetischer Energie in mikroskopische kinetische Energie, also
Wéarme
— Prozess irreversibel

Die Irreversibilitéit folgt aus der Anregung vom System mit vielen Freiheitgraden, also viele Moglichkeiten
fiir den makroskopischen Gesamtzustand. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Prozess riickwérts ablauft, ist

verschwindend gering.

Beispiel: Gasteilchen im Volumen V' versameln sich spontan in einem Halbraum %?
v
J 2
. ',:
- |
S
A B

Abschétzung: Wahrscheinlichkeit Wy (B) ~ (3)
R

Zeit, nach der ein einzelnes Teilchen den Halbraum wechselt: A7 ~ )
= Zeitraum At, in dem Zustand B im Mittel einmal agenommen wird:
AT vV

_ 2N

AR B W)
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mit V = 11, (v) = 4003, N = 10?3
022

At ~ 10*

Vergleich mit dem Alter des Universums: ~ 5 - 10'7s
= Wir brauchen quantitatives Maf fiir die Anzahl von Zusténden und damit als Kriterium fiir Irrever-
sibilitét.

— Entropie S

e irreversible Prozesse: Entropie nimmt zu AS > 0

e reversible Prozesse: Entropie bleibt konstant AS =0

4.7.2 Entropie

a) reversibler Prozess, z.B. CARNOT

P;I

2T

J'_:"'

J'_:"

BT :
— — >,
S ¢ I 4 }

von 1 nach 3 iiber verschiedene Wege: 1—2-3
1—4—3
o %: reduzierte Warmemenge
e CARNOT:
1%
A =RT1In—=
Q12 1hn g
V3
A = RTyIn —=
Q43 21n VZ;
A
- ‘ Q12 _ ’AQ43
Tl T2

= die reduzierte Warmemenge ist unabhéngig vom Weg

— Definition: dS = % ds Anderung der Entropie.
Damit ist S eine Zustandsgrofie!

o CARNOT: AS = 52 = £RIn {2
= insgesamt ist AS = 0 bzw. S = const., damit ist es ein reversibler Kreisprozess

b) Erfahrung: Bei irreversilen Prozessen in abgeschlossenen Systemen nimmt die Gesamtentropie S immer
zu bzw. AS > 0

e Beispiel 1: 2 identische Korper mit unterschiedlicher Temperatur 77 und Ts
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thermischer Kontankt

Warmemengen:

Q1 =mcly
Q2 = ch2

durch Warmestrom nach Kontakt: mittlere Temperatur 77,

aus AQr =mC(T,, —T1) und
—AQ2 = mC (T — Tp) und

AQr = -AQ>
T, - T+ T
2
Entropiednderungen:
T, T,
™ d ™ dT
AS, :/ @1 = mc/ —
T1 T T1 T
T,
=mCln>-2" <0
mC In T <

Tm
ASQ = 777/6’111?2 >0

T2
AS =AS; +ASy =mCln =2

T
(Ty + T»)?
=mClhnh— >0
mC In AT T, >
o Beispiel 2: (siehe 4.7.1).
F; K

V=F+F
Entropieiinderung nach Offnen der Membran aus CARNOT:
\%
AS=Rln— >0
n "

vergleiche die Wahrscheinlichkeit nach Offnen, dass alle Teilchen in V; sind:

(V' (Ve o R
= k‘BanN:Rln%
v
= —Rln— = —-A
anl S
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180 4.8. FORMALE ASPEKTE DER THERMODYNAMIK

= statistische Interpretation der Entropieinderung AS:

W (V1)
Vv

Wi (
———
1

Wx (V)
Wi (V1)
‘A/Qachher

AS = —kB In

:kBln

:kiBh’l

vorher

AS ist also ein logarithmisches Ma$ fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein System vom Zustand 1 (hier:
alle Teilchen in V7) in den Zustand 2 (hier: alle Teilchen im Gesamtvolumen V') iibergeht.

= absolute Definition der Entropie:
S = kB In WN

W: ANzahl an Realisierungsmoglichkeiten des Systems

4.7.3 Dritter Hauptsatz der THermodynamik

Kann man die absolute Entropie als Fukntion der reduzierten Warme definieren?

/—+S

Die Entropie ist Null am absoluten Nullpunkt fiir reine Systeme.
daher: Axiom; die Begriindung liegt dann in der Quantenmechanik.
Aquivalente Formulierungen fiir den dritten Hauptsatz:

e Ein reines Stoffsystem (keine Mischungsentropie) besitzt bei T = 0 nur eine einzige Realisie-
rungsmoglichkeit mit W =1
= S(0)=kplnW =0

e Es ist prinzipiell unméglich, den absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0K exakt zu erreichen.

e Die Wirmekapazitiit jedes realen Systems verschwindet mit Anndherung an den absoluten Null-
punkt:
lim Cy =0
70"V

(vgl. 4.5.1)

4.8 Formale Aspekte der Thermodynamik

4.8.1 Gibb’sche Fundamentalform
A)

makroskopischer
K.arper

~ 107 Freiheitsgrade

Starten wir von den Messgrofien

o Energiefliisse (Leistungen) in / aus dem System
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e Anderungen makroskopischer Messgrofien, extensive Variablen

z.B.
E innere Energie
1% Volumen

Ny Teilchenzahl der i-ten Spezies
auflerdem noch @ als Ladung oder magnetisches Moment M usw.

Beispiel: Kompression einer ,, Gasfeder*

L Lange &
e e—
400 Kraft F

1‘-uf'-:rll.u'nenl-"

F=—-Ap
dVv
ds = —
T A
Leistung gegen Druck des Gases:
e _ v
a — Pa

dt interessiert nicht — Arbeit AW = —pAV

B) Es treten in der Thermodynamik zwei neue Probleme auf.
I Dissipation (Reibungsverluste), die Energieerhaltung verletzen, irreversible Prozesse

IT Selbst ohne Dissipation (Da Reibung proportional zur Geschwindigkeit ist, gibt es eine Niherung von
sog. quasistatischen Prozessen, welche reversibel sind (z.B. CARNOT-Prozess)) reichen die vertrauten
Mengengréfien E, N, V nicht aus, um alle Energiebeitréige zu beschreiben. (Grund: weil die wenigen
Makrovariablen den 10?3 mikroskopischen Freiheitsgraden gegeniiberstehen)

Neu:

Wirmeéinderung AQ

nete extensive Makrovariable S } mit dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik

AQ

ds =2 —=
Sz T

dabei ist < bei irreversilen und > bei reversiblen Prozessen und 7' die Temperatur.

C) Thermodynamik (mechanische / phénomenologische Beschreibung von Materie) leistet
(i) Energieerhaltung wiederhergestellt

(ii) Gleichgewichtszusténde zu charakterisieren

(iii) reversible Prozesse zwischen Gleichgewichtszustdnden quantitativ zu beschreiben

(iv) Dissipation zu charakterisieren

D) Wichtigste Postulate (Hauptsétze)

(i) isolierte Systeme verdndern sich spontan, bis sie in Gleichgewichtszustéinden (zeitunabhingig, un-
abhéngig von der Vorgeschichte, ohne Massentransport) vorliegen

(ii) Gleichgewichtszustéinde konnen mit wenigen makroskopischen Variablen beschrieben werden E, N,
V, S (Entropie), [@, N,...,X]

(iii) Erster Hauptsatz: Energieerhaltung

dE = AW + AQ
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182 4.8. FORMALE ASPEKTE DER THERMODYNAMIK

A0 wer—AaW

EZ0+W
(Q und W sind keine Zustandsvariablen! mathematisch: es gibt keine Stammfunktion @ und W
— ff AQ ist wegunabhingig)

(iv) Zweiter Hauptsatz: Entropie und Dissipation.
Es gibt eine extensive Variable S = S(FE,V,N) (Funktion der extensiven Variablen) die monoton mit
E anwiéichst, und bei adiabatischen Prozess (d.h. AQ = 0) von Zustand A nach Zustand B erfiillt.

SB - SA = ASadiab >0

wobei AO
ds > —=
- T

Wobei AS,4., = 0 nur fiir reversible Prozesse gilt. Irreversible Prozesse S > S4 konnen bei

adiabatischer Isolierung, also nicht umgekehrt laufen.

Bemerkung: System mit 1022 Freiheitsgraden durch wenigen Varriablen beschrieben. Bei irreversiblen
Prozessen geniigen die Makrovariablen nicht, da viele mikroskopische Freiheitsgrade die Energie erhalten;
da wir diese nicht kontrollieren kénnen, kann der Prozess umgekehrt werden.

E) Aus Betrachtung der Energiefliisse gewinnen wir ein Postulat, dass GiBB’sche Fundamentalform fiir
(reversible Anderungen zwischen) Gleichgewichtszustinden gilt:

dE=TdS —pdV +» pidN;+...+£dX
i=1
v: Zahl der chemischen Komponenten und v = 1 im Folgenden, also:
dE=TdS —pdV + pdN
GIBB’sche Fundamentalform
Folgerungen:

(i) Gleichgewichtszustand erfiillt
E =E(S,V,N)

innere Energie ist eine Funktion (nur)(aller) externen Variablen

(ii) intensiven Variablen:

E N
% =T(S,V,N)=T Temperatur
OE(S,V.N)
—_— = N)=— Druck
FTG p(S,V,N) D ruc
w = u(S,V,N) = p chemisches Potential

zu zeigen ist, dass T, p und p den vertrauten Konzepten entsprechen.

T : Klassisch: iiber die thermische Geschwindigkeit $m(v?) = kT
p: (Kraft / Fliche) in klassischen Gasen und Fliissigkeiten, Sto8e an der Wand; vgl Aufgabe 56

(iii) Zweiter Hauptsatz: weil

9S(E.V.N) _ 0E(S,V.N)
0<—%5  ~ a5 7"

kann die GiBB’sche Fundermentalform auch geschrieben werden als:

_1 p H
dS = ZdE + 5 dV — ZdN

also
S = S(EV.N)
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4.8.2 Zustandsgleichungen

Die funktionalen Zusammenhinge z.B. T = T(S,V,N) auch p = p(S,V,N) heiflen Zustandsgleichungen
fiir ein spezielles System und legen die innere Energie E(S,V,N) bis auf Integrationskonstanten fest

2B, E(SV.N) = / dS' T(S' . V.N) + G(V.N)
—_— Y=

oFE *
EE}
x: Funktion von V und N.
Beispiel: Ideales monoatomes (f = 3) Gas:
N
Vv
E(T,V,N) = ngTN T =T(E,N,V)
p(S,V,N) oc V"

mit den ersten beiden Zustandsgleichen folgt fiir das ideale Gas:
2F

EV,N)= -
p(E,V,N) 37

Bemerkung: Wihrend also E(S,V,N) die vollstindigen Informationen der Thermodynamik ber das
System enthélt, gibt E(T,V,N) nur die Ableitung einer Funktion F(7T,V,N), welche die selbe Information,
wie E(S,V,N) enthilt:

BT VN)/T = ~E(LV,N)/T°

= F(T\V,N) = —T/ AT E(T' ,V,N)/T"® + G(N,V)
T

4.8.3 Homogenitdt und Gibbsfunktion

Die Mengengroen E, S, V, N wachsen linear mit den Systemghrofien an.

VAV
V| e AV E—=AE
A=) N AN
545

Fiir den Gleichgewichtszustand folgt also
E(AS,AV,AN) = AE(S,V,N)
Die Energie ist also eine homogene Funktion erster Ordnung der extensiven Variablen.
Abkiirzungen im Folgenden: AS = S/, A\V = V', AN = N'.
OEdS' 0B AV OF AV’
95" dx  oV’/ dA  ON' dA
AL TS VNS — p(S' VNV + (S VNN = E(SV.N)

= E(S,V,N)

Q

Vergleich fiir A = 1:
=S V=V N=N

E(S,V,N) =T(S,V,N)S — p(S,V.N)V + u(S,V,N)N

EULER’scher Beziehung gibt GiBB’sche Funktion E(S,V,N) weil diese nur von den extensiven Variablen
abhéngt.
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184 4.8. FORMALE ASPEKTE DER THERMODYNAMIK

4.8.4 Gibbs-Duhem-Beziehung

Aus GiBBsfukntion und GiBBS’sche Fundamentalform folgt die Beziehung zwischen intensiven Grofien:
(betrachte totales Differential):
E=TS—-pV+uN
dE=T7dS —pdV + pdN +5dT —Vdp+ Ndu
mit dE=7dS —pdV —udN GiBBs’sche Fundamentalform

= SAT-Vdp+Ndu=0

also du = % dp— % dT d.h. p = p(T,p) chemisches Potential ist eine Funktion nur von 7" und p (genauso
T =T(p,u) oder p = p(T'p))

4.8.5 Maxwell-Relationen
Weil partielle Ableitungen vertauschen, gilt:
0 OE(SV.N) _ on(SV.N)
9V ON OV
O?E (S,V,N )|
oV ON

0 OE(SV.N) _ 9p(SV.N)

=aon —av ON

Die beiden letzten partiellen Ableitungen konnen nun gleichgesetzt werden. Dies liefert Beziehungen

zwischen partiellen Ableitungen, die sogenannten MAXWELL-Relationen'.

4.8.6 Beispiel Ideales Gas
A) Sackur-Tetrade Gleichung der Gibbsfunktion.
Zustand des dealen Gases p(E,V,N) = 2£

S(EV.N) _ 9p(S.V.N) _ OS(EV.N)
v oy PEVN R
3,0S(EV.N) _ L OS(EV.N)
2 ov B OF

damit S(E,V,N) = %(V 3 E) wobei X(z) eine unbekannte Funktion darstellt. Dies ist so, weil die partiellen
Ableitungen ergeben:

OE ov 3

wobei ¥ die Ableitung % mit z = EV3 darstellt. Weil nun aber gilt

0S (E,V,N) 1 Nkp o2
— = =>'Vs3
OF T(E\V,N) 2E
folgt fiir die Stammfunktion:
dS 3 Nkn 3 Nkg
dr  2EV: 2 =z

Dies kénnen wir integrieren und erhalten
3
S(e) = 5Nkp -In -

Zo

wobei ¢ Integrationskontante ist. Auflosen von S = $(EV 3) ergibt fiir das ideale Gas

E(S,V.N) = VO

1Dieser Teil ist nicht in der Vorlesung besprochen worden.
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Dieses Ergebnis erfllt noch nicht die Homogenitiit, also dass E(AS,A\V,AN) = AE sein soll, weil wir noch
nicht verwendet haben, dass C' eine Funktion von NN ist. Aus der Homogenitdtsbedingung folgt ndmlich

C(N) = CoN3

Fiir die Energiefunktion haben wir damit

E(SV,N) = Co — e (3 vE5)

Aus der statistischen Physik erhalten wir die Werte fr Cy zum Beispiel fr spinlose Fermionen:

_3n
T drom

oo

Co

B) Chemisches Potential

pESVN) = — o 3N  3i,N?

Nach GiBBS-DUHEM soll pu = p (p,T") sein, wobei gilt:

_GE(SV,N) 2 E
TSV-N) = =55 =3 Nkp
_OE(SV.N) 2E

also:

5 S
N—kBT'<2—W>

Nach Auflésen der Entropie und mit der Zustandsgleichung haben wir:

S 3, (B (VN\_3 (3keT (kpT)?
kBN72 C()N N 72 200 P

fithrt auf das Ergebnis

w(T,P)=kpT - {lnP— ;lnT—l—T}

Nach allgemeiner Definition ist 4 die reversible Anderung inneren Energie bei Anderung der Teilchenzahl,
wenn S und V konstant bleiben. Fiir p — 0 werden alle Gase ideal, und dabei gilt: © — —oo. Dies
beschreibt, dass ein Gas ins Vakuum expandiert, denn alle Teilchen streben von hohem p zu niedrigem.

4.8.7 Thermodynamisches Gleichgewicht und thermodynamische Extremalprinzipien
A) Maximumsprinzip der Entropie

Nach dem zweiten Hauptsatz nimmt die Entropie bei irreversiblen Prozessen zu. Dies fhrt zu einer Defi-
nition eines Gleichgewichtszustandes als Zustand mit maximaler Entropie.

Definition:

Innere Hemmung (:H) sind Einschrinkungen der inneren Verteilung extensiver Variablen bei Konstanz
der gesamten extensiven Grofle. Ein Beispiel ist ein festes Volumen V' mit der inneren Hemmung in Form
einer Wand, die das Volumen in V; und V5 unterteilt, so dass V = V; 4 V5 gilt.
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186 4.8. FORMALE ASPEKTE DER THERMODYNAMIK

iH 4
S(E,V.iH)
1
2
Ebene der E
Gleichgewichiszustande >
S(E V)

hr

Gedankenexperiment: Prozess 1 sei ein reversibler Weg, bei dem die innere Hemmung unter Zufluss
von Arbeit und Abfluss von Wirme errichtet wird. Prozess 2 beschreibe die freie Relaxation des Systems
bei adiabatischer Isolierung, wenn iH entfernt wird. In unserem Beispiel wire das das Entfernen der
Wand zum Zeitpunkt ¢ = 0, so dass Teilchen von Vj nach V5 gelangen konnen.

Der zweite Hauptsatz besagt nun, dass beim Prozess 2 die Entropie zunimmt:

S (B.X)>S(BX,iH)|

Der Gleichgewichtszustand hat die maximale Entropie verglichen mit allen Zustédnden mit innerer Hem-
mung.

B) Thermisches Gleichgewicht und Temperatur

S, S,

i.A. der Energieaustausch verhindert

Bei diesem Experiment gibt es eine Verbindung, ber die beide Subsysteme nach Abschalten der inneren
Hemmung Energie austauschen kénnen, nachdem die innere Hemmung F = F; + FE5 in Subsysteme
aufgeteilt hatte. Mit 6.5; und 0F;, den Variationen von S; und FE; relativ zum Gleichgewichtszustand,
gilt:
051 (Eq,X) . 055 (Eq,X)

8E1 aEQ

Wegen F = const. muss 0E; = —§E5 sein. Mit der GiBBSschen Fundamentalform gilt:

08 =951 465 =

8S; (E;,X) 1

oF; T; (E;,X)
Und damit folgt

1 1
== . T E
65 (Tl T2> 6 1 <O

da S im Gleichgewichtszustand offensichtlich maximal ist. Da sowohl d 7 < 0 als auch dF; > 0 moglich

ist, muss im Gleichgewichtszustand gelten:
Fazit:

Die Analyse einer kleinen Abweichung §FE und 0S5 vom Gleichgewichtszustand zeigt mit dem zweiten
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Hauptsatz, dass T' = g—g im ganzen System gleich sein muss, wenn interner Energieaustausch moglich ist.
Damit ist verifiziert, dass T' dem Konzept der Temperatur entspricht.

In welche Richtung fliet nun die Energie, wenn zu Prozessbeginn T} # Ts gilt? Betrachten wir die (immer
positive) Entropieproduktion:

AS =AS; +ASy >0
Fiir kleine AF gilt also

051 055
— AF — AFE — — — | AFE
0< 9, 1+8E2 y = 0< < ) 1

e Wenn T7 > Ty ist, ist AE; < 0, Ey verringert sich.
e Wenn T < 15 ist, ist AF, > 0, E; wéchst.

Die Energie fliefit immer vom wéirmeren zum kélteren. Mit analogen Betrachtungen zeigt man, wenn
nach Wegnahme der Wand (¢H) freier Volumenaustausch moglich ist, dass iiberall p; = ps gelten muss
und das System zum Druckausgleich strebt. Aus Sicht der nun frei austauschbaren Teilchen muss im
Gleichgewicht ebenfalls p1 = po gelten.

Fazit: Im Gleichgewicht haben die intensiven Gréflen iiberall den selben Wert.

P4
H=1 rﬂﬂssig
kritischer Punkt
H = Hrest Gas-Flissigkeits-Koexistenzlinie
Tripelpunkt Haas(T.p) =ty o (1.p)
H=Haas
Eai l,.-'

Abbildung 4.15: Phasendiagramm, GI1BBS’sche Phasenregel

C) Stabilitdt des Gleichgewichtes und thermodynamische Koeffizienten

2 Durch Weiterfhrung der Rechnung in B erhalten wir:

(7 -7 (.2 ! 4 1 ) 2 3
0= ( >5E1 * 2 <3E1 Ty (B, X) * 0E; Ty (EQ,X)) (6E1)* + O ((6E1)%)

welches nach dem zweiten Hauptsatz < 0 sein muss. Hieraus kann nun eine Forderung an % % im
Gleichgewichtszustand gewonnen werden. In diesem muss ndmlich neben 77 = T5 auch gelten:

0

S0 _1 _LOT(EX) 1 (OE(TX)\T'_ 1 1
OE T (E,X) T OE T2

- aT T T2 Ox

wobei C'x die spezifische Wirme bei konstantem X = VN ist. Fiir unseren Fall lésst sich daraus ableiten:

Die spezifische Wéarme muss immer positiv sein. Ein Zustand mit negativem Cy hétte bei T3 > Th
einen negativen Energiefluss von 1 nach 2, damit wrde ein Temperaturunterschied gréfer werden und das
System konnte nie ins Gleichgewicht.

2Dieser Teil, bis zum Ende des Skriptes, wurde in der Vorlesung nicht besprochen.
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4.8.8 Thermodynamische Potentiale
A) Wirmebad

Ein isoliertes System bestehe aus zwei Subsystemen, die extensive Variablen austauschen kénnen. Hierbei
sei Subsystem 2 sehr viel kleiner als Subsystem 1. Wir haben gesehen, dass die intensiven Variablen beider
Subsysteme gleich sind, und in diesem Fall im Wesentlichen durch das viel grofiere System 1 bestimmt
sind. Zur Beschreibung von Subsystem 2 wollen wir daher intensive Variablen als unabhéngige Variablen
einfithren anstatt wie bisher die extensiven Groflen E, S.. ..

[B] Legendre-Transformation

Sie erlaubt es, konjugierte Variablen in energieartigen Ausdrcken auszutauschen. Die Gibbssche Funda-
mentalform der inneren Energie E (S,V,N) lautet:

dE=TdS —pdV +p dN
Schreibt man dieses um in die Helmholtz-Freie-Energie F' = E — T'S, so erhélt man:
dF =dE-TdS-SdT'=-SdT" —pdV +pdN
Damit haben wir die beiden neuen Beziehungen, die nicht mehr explizit von S abhéngen:

OF (T,V,N)

F(TV.N) wnd S(TWV.N) = =%

C) Helmholtz-Freie-Energie F

Sie beschreibt Systeme bekannter Temperatur ber die Beziehung FF = E — T'S. Setzt man diese in 4.8.2
ein, so erhilt man:

oT T T oT T2 o T T2 T2

Als Beispiel sei die Energie des Idealen Gases gegeben durch:
3
E(T,V,N) = §NkBT
D) Enthalpie H
H = E + pV mit dem Differential

dH =T dS+V dp+ pu dN

Sie beschreibt Systeme bei konstantem Druck aber variabler Temperatur, wobei zusézzlich gilt:

~ OH (S;p,N)

Vv p

E) Freie Enthalpie (Gibbs-Free-Energy)
G(Tp,N)=E—-TS—pV =u(Tp) N

mit dem Differential
dG=-SdT'+V dp+ pu dN

Beschreibt Systeme bei einem bestimmten Druck und einer bestimmten Temperatur.

F) GroBkanonisches Potential ()
O=FE-TS—uN=—-p(T,u)-V

mit dem Differential
dQ=-SdT'—pdV — N du

Dieses Potential beschreibt Systeme bekannter Temperatur, die Teilchen frei austauschen kénnen.
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