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Kapitel 3

Analytische Mechanik

Wir erinnern uns an die NEWTON’sche Formulierung der Mechanik. Die NEWTONschen
Grundgleichungen fiir N Massenpunkte lauten:

N
mi, = F 4y Pt firi=1,... N (3.1)
——~— ~—~~ =
* kK

*kk

*: Impulsdnderung
**. wirkende externe Kraft
*#%*: von Teilchen auf Teilchen ausgeiibte interne Krifte

Dies sind also f = 3N inhomogenene Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die zu-

sammen mit den Anfangsbedingungen die Bahnen r,(t) beschreiben.

Das Neue an der Formulierung der Mechanik nach LAGRANGE, HAMILTON usw. (wird
analytische Mechanik genannt) leistet dasselbe: Allerdings ist sie hiufig leichter 16sbar.
Das Prinzip der Anayltischen Mechanik wird in der sogenannten ” Technische Mechanik”
vor allem von Ingenieuren verwendet.

3.0 Prinzip der Variationsrechung

e Liegt der analytischen Mechanik zugrunde, wurde dort weiterentwickelt (siehe Fer-
matsches Prinzip und andere Anwendungen) und wird in fast allen Gebieten der
modernen Physik (Feldtheorie etc.) verwendet.

e Konzepte der analytischen Mechanik werden verallgemeinert zur Quantenmechanik
und allgemeinen Relativitatstheorie

e Das erste mal taucht in analytischer Mechanik die Beziehung zwischen Symmetrien
und Erhaltungsgrofien auf

Literaturtips:
e Jelitto TheoPhys 2

e Skript IK 3 WS 03/04 (Hompage von Prof. Scheer)
e Landau-Lifschitz Vol 2

e Arnold Mechanics
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3.0.1 Grundziige der Variationsrechnung

Motivation und klass. Beispiel:

Abbildung 3.1: Kiirzeste Verbindung

Gesucht ist die kiirzeste Verbindung zwischen den beiden Punkten (3} ) und (33)!

Definition einer Bahn:
Eine Abbildung C : I — R/ mit I : [t4,tp], die durch f stetige und stetig differenzierbare
Funktionen ¢;(t) mit 4 = 1... f gegeben ist (Abkiirzung ¢(t) € R/) heifit Bahn (¢ wird
spéter hiufig die Zeit sein). -
Hier bedeutet dies also, dass z(t) und y(¢) durch zweimal stetig differenzierbarebare Funk-
tionen gegeben sind, mit z(t,) = 4 , Y(ta) = Ya , x(tp) = xp und y(t,) = y, Die Lange der
Bahn ist L(C) = ff ds mit dem Inkrement der Bogenlidnge ds.
Wir betrachten die Tangente ¢(t). Mit dieser folgt:

As = [g(t)| At (3.2)

10 = [ anfier - [ aE

Untersucht werden soll, wann dieses Integral minimal wird. Dazu parametrisieren wir zur

Abbildung 3.2: Umparametrisieren

Vereinfachung die Bahn nach x um(ohne Diskussion), wie in Abbildung (3.2) dargestellt.
Voraussetzung ist, dass x(t) umkehrbar (injektiv) zu ¢(z) ist.

dt dz\

dx

T

= dt =

. dydr

_dyde . dy _ .,
Y a Ta

Ty
to

:>L(C):/dt\/x'2+j:2y’2:/dx\/1—|—y’2 (3.4)

t1

Gesucht ist diejenige Funktion, welche y(x) minimiert.
L ist ein sogenanntes Funktional L[y(x)]

Definition eines Funktionals:
Ist eine Abbildung vom Raum der Bahnkurven C in R gegeben durch die Auswertung der
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Aufsummierung einer sogenannten Dichtefunktion L = R/ x R/ x R — R entlang der
Bahn C:

tp

Slg()] = / dt L (q(t),q4(t).t)

ta

Falls die Bahn C' durch ¢(t) gegeben ist, ist also L = L(t) und es ergibt sich S durch
Integration:

tp

S:/dt L(t) (3.5)

la

Die Variationsrechung bestimmt somit eine Bahn C' (oder q(t)), so dass S minimal oder
maximal wird. (allgemein: stationér). die Abhéngigkeit von ¢, — ¢, interessiert nicht.

3.1 Die Euler’schen Gleichungen

Gegeben ist ein eindimensionales Bahnfunktional:

ty

smmszmewm>

123

fiir eine eindimensionale Bahn, die durch ¢_ bei ¢_ und ¢, bei ¢, geht.

Dh.C: t]| g=q(t) firt. <t <tymitq(t_) =q_undq(ts) = qy. q(t) sei zweimal stetig
differenzierbar und L stetig differenzierbar nach seinem Argumenten. Wir vergleichen die
Bahnen ¢(t) = qo(t) + €h(t), wobei h(t_) = h(ty) = 0 gelten muss,damit alle Bahnen
q(t) durch die Endpunkte gehen. Ansonsten ist h(t) eine (in einer kleinen e-Umgebung
beliebige) Funktion.

Welches ¢o(t) fithrt auf die Entwicklung von S:

Slgo(t) + eh(t)] = Sp + &S’ + O(e?)
fiir beliebiges h(t) mit S’ = 07

Bemerkung:
Dieses Problem lasst sich behandeln, in dem man das Minimum von S(¢) ermittelt.

t4

smw+dmn:/wL@wwwmmmw+%ww

i/w{ummwm+%

t_

eh(t) + oL

9=40,9=4qo 8q

5h(t)} +0(e?)

9=490,9=4qo

Bei Variaiton von h(t) ist h(t) auch fest, aber erst wenn wir alle Terme ~ h(t) zu-
sammenfassen, konnen wir S” = 0 fiir beliebiges h(t) folgern. Dies geschieht mit partieller
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Integration:

" d oL

oL
eh(t) dt 94

94 | 4= g0.i=do .

N J/

=0, da ﬁgmdterm

= S[qo] +¢

T4
Jao (2 )
i aq 9=40,4=4o

damit der Term linear fiir alle h(¢) verschwindet, muss letzte Klammer entlang der
gesamten Bahn 0 sein.

9=490,4=4o

oL d OL

52 - ~ 5 g -t =0 (36)

dies nennt man die EULER - Gleichung Beispiel: Kiirzeste Bahn in der Ebene.

Weil ds = /de? + dy? = day/1 + y'? ist, gilt:

zB
d
L= [ @iy @) wie = (3.7
x
zA
In unserem Beispiel ist
L(y(x)y (z).x) = L) = vV1+y? (3.8)
Die EULERgleichung bedeutet hier:
oL d 0L
= 2 (3.9)
dy  dx Jy
Und da die erste Ableitung % = 0 ergibt, haben wir:
d ¢ y
0—— —==0 = ———— = konst. = ¢ 3.10
dr (/1 + y2 V1+y? (310
Es folgt also fiir die erste Ableitung:
2
Y(@)?=c-1+y(2)?) = y(@@)P= = konst. = ¢? (3.11)

1—¢2

Damit erhalten wir, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine Gerade ist:

y(x) = yo + 1w (3.12)

Setzen wir nun die Randwerte ein, so erhalten wir:

(@) =ya+ LA (@ - ay) (3.13)
I —TA

Bemerkungen:

e Die kiirzeste Bahn wird auch als Geodéte bezeichnet. Auf diesem Prinzip basiert
die Formulierung der allgemeinen Relativititstheorie, bei der g, eine Funktion des
Ortes ist.
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0
e Eine Variable ¢; (wie hier y), diein L (g, ¢,t) mit ¢ = [ : | nicht explizit auftaucht,

ar
d.h. g—; = 0 (hier: ‘3—5 = 0 ) heifit zyklische Variable und die zugehorige GroSe,
oL

der sogenannte verallgemeinerte (kanonische) Impuls, p := 55 = konst. ist

eine Erhaltungsgrofie (in unserem Beispiel: g—yL, = konst.).

Verallgemeinerung auf eine Bahn im R/:

Theorem:

Die Bahnkurve C im R/, gegeben durch (¢,t) : ¢ = q(t), d.h. ¢; = ¢(t) fiir i = 1,...,f, sei
zweimal stetig differenzierbar fiir t_ <t {t+, sie ist Extremalkurve des Funktionals

S= /ﬁ at L( q(t), g(t), t) (3.14)

Bemerkung:
Das heifit, Sg] ist stationér bei festen Randpunkten ¢(f-) = ¢ und ¢(t;) = ¢, mit der
Dichte:

L: RFEXxR xR—R (3.15)

mit gewissen Glattheitsbedingungen an L. Das Funktional ist genau extremal dann, wenn:

oL doL_
dq¢;  dt 0g;

Dies sind die EULERgleichungen.

fiir alle i = 1,....f (3.16)

Beweis:
Die f Vergleichsbahnen ¢(t,e) erfiillen ¢(t,e = 0) = g(t). Wobei ¢(t) die extremale Bahn
ist. Ebenfalls gilt, dass alle Vergleichsbahnen durch die Randpunkte gehen:

qtee) = qlte) = q,

Desweiteren soll ¢(t,e) entwickelbar sein:

q(te) =q(t) +¢ g—g + 0(?) (3.17)
Dann ist ...
%S [q(te)] =0 (3.18)

... S also extremal.

t

t f
e=0 N / dt i—1 (8% 88
t =

ds

de

=0 8ql Oe

)

Wegen Z¢;(t,e) = 2L 2q;(te) = 2 Lg;(t,e) lisst sich die Zeitableitung partiell integrieren:
gen 52 ?: ot ot De
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t
- +dtzf:aqi(t,o>. OL(g.4t) 4 OLlga)Y  [{~oL aat0)]
N Oe dq; dt dq; 8ql Oe . N

de |__, —

da qi(t,e)]s. = g4 folgt 9ai( ti dailtre) — (), Die grofle Klammer muss also fiir jeden Index i einzeln

0 ergeben.

doL d 9 , L~ 0L
aag 4t og 129D = Grag, +j21 93,0q Z aq aq

= Die Euler-Gleichungen sind gekoppelte implizite Differentalgleichungen zweiter Ord-
nung.
Beispiel: Kiirzeste Bahn

)
;e 3

4
x(4)
(7 ) \

73

Ya 4

X4 xg

Abbildung 3.3: Kiirzeste Bahn

ds = /da? + dy? = dt\/(ddf) + (%) — dvdt
Ny / D T 0 (3.19)

ta

also haben wir:
swin=o((0), (9).) <1 () = VT a0
== y(t) y(t)
Die EULER-Gleichungen hierfiir lauten:

d oL d L oL T

=0=— = ———— = konst. 3.21
dt 9¢  dt /32 +_y Oz e (3:21)
und doL d oL '
Y Y
dt 0y dt \/i2 + 2 dy E 2 7 ons ( )
Damit erhalten wir also die Beziehung:
d .
VY2 yonst. (3.23)
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Wir erhalten wieder eine Gerade: |y’ = konst.

Die selbe Bahn/Kurve ergibt sich aus der Variationsrechnung fiir beliebige Parametrisie-
rung.

Beispiel: Kiirzeste Bahn in Polarkoordinaten:

x(t) = r(t) cos p(t)

= T =7Ccosp—rpsing
y(t) =r(t)sinp(t) = y=rsinp+rpcosy

also ist die Geschwindigkeit in ebenen Polarkoordinaten nichts anderes als:

e (3.24)

Es folgt fiir L:

LiC) = / "t Vgl (3.25)

ta

Umparametrisieren ergibt:
rB . ' ng
LIC] = / dr /141292 mit ¢ = . (3.26)
TA r

Die kiirzeste Bahn folgt nun aus der EULERgleichung mit

L(p(r),¢ (r),r)=+1+1r2p? (3.27)

Eingesetzt ergibt dies:

oL d OL oL d r2y’

Op  dr 0y’ Op dr (/1 + r2¢’2 €= o (3:28)
Um ¢(r) oder ¢/(r) zu finden, ist ein grofierer Rechenaufwand als zuvor notwendig. Das
liegt an der ungeschickten Wahl unserer Koordinaten. Das Ergebnis bleibt natiirlich eine

Gerade.

3.1.1 Klassisches Beispiel: Die Brachystochrone

Historisches Problem: Gesucht ist die Kurve, auf der ein Teilchen unter Einwirkung
der Schwerkraft am schnellsten von A nach B kommt.

Abbildung 3.4: Welche Bahn ist die schnellste?
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Eine Bahn, auf der das Teilchen zuerst stark beschleunigt und dann mit groflerer Ge-
schwindigkeit entlanglauft ist womoglich schneller als die kiirzeste Bahn. Wir ermitteln die
Zeit zum Durchlaufen der Bahn mit dem Bogenldngenelement ds und der Geschwindigkeit

(1)

weil ds = |v| - dt, wobei v aus der Energieerhaltung bestimmt werden kann:

tc] = /A " ds (3.29)

v

E = konst. = %112 —mgz =0 (3.30)
wenn wir am Punkt A v = 0 und 2z = 0 festsetzen. Damit konnen wir v = /2¢gz ersetzen:
/ B ds \/ 2 + 22

vV 2gz ng

Durch Umparametrisieren mit ¢t = ¢(z) folgt:

L[C] = J__ ?gpy [ (3.32)

(3.31)

1 2
L(a(e), 2 ), a) = 1 (3:33)
Batpemum oL — d oL _ 0 wobei 2/ = dz
0z dx 9z Cde

-1 d Z
‘/1 2 _——_— =
<~ +z (223/2) dz /Z (1+Z/2>

weiteres Differenzieren fiihrt zur Differentialgleichung fiir z,

2
,,_dz

dz?

welche sehr kompliziert zu l6sen ist. Wichtige ”Message”: Verwende nicht die Euler-
Gleichung wenn es auch einfacher geht!

Wichtiger Trick: Energieerhaltung

Multiplikation der Euler-Gleichung mit 2/, und danach anwenden der Produktregel liefert:

8z dr 92"
o pOL_L 0L 0L,
82 0z’ 82’2_
L L L
& 044z, a—d—z—i oL _, (3.34)

Oz do 82 dx, dz © 9z
)
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=0, weil gilt:

Die Klammer * entspricht: = % L(z(z), 2 (z),z) genau dann, wenn 2&

d oL 0z OL dz 0L
qp e, 2@) ) = oo ot o T e

wenn also 2& = 0 ist, dann folgt aus (3.34):

d , OL
0= L—
dx ( 82’)
Somit ergibt sich aus der Euler-Gleichung;:
Genau dann, wenn 2¢ = 0, d.h. wenn L nicht explizit vom Bahnparameter (hier x, spiter

oz
t) abhéngt, gilt:
& 4 (L -2 8_L) =0
dx

also:

oL
E:L—Z’T = konst.
z

was ein grofler Vorteil ist, weil in £ = f(z,2’) nur erste Ableitungen (hier z, 2/, in der
Mechanik nur r,7 = v nicht ¥ = a) auftauchen.

In unserem Beispeil ist:

/ 1+22 -1
2 : - te = konst. mit einer Linge a
Vz(1 4 27?) z V2a
—1
& z2(1427%) =2a
(14 272)
- dz / 2a ]
—_— =y = -
dz z
Trennung der Variablen:
de = [ d
/ e / : 2a —z
Variablensubstitution: a(l—cost¥) < dz=asind dv
1— v,
= x—xo—/dﬁasinﬁ w
a (14 cosv)
sin? ¥ 19 Lo U
= d9 sind —19 =2a [ d¥ sin® —
cos? ¥ 2

=a (¥ — sin?)

D.h. mit der Parametrisierung der Bahn durch 9 ist die Brachystochrone gegeben durch:

=a(l — cos?) (3.35)
r=a (¥ —sind)+ g (3.36)
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WMa, WMo

1a |
O=r

Abbildung 3.5: Schaubild einer Zykloide

Sie ist ein Stiick einer Zykloide, die man durch Abrollen eines Rades mit Radius a erhélt:
(Abb.3.5)

xo und a sind zwei unbekannte Integrationskonstanten, die aus den Bedingungen bei A
und B folgen. () =x1; x(e) =x9; 2z(h)=2z; 2(02) =2

3.2 Lagrange Mechanik

3.2.1 Prinzip von Hamilton

(A) Newton’sche Bewegung eines Massepunktes im Potential
Nach NEWTON ist die Bahn des Massepunktes verkniipft mit
Bahn: ¢~ r(t) € R®

Geschwindigkeit: v(t) = —r(t) = r(¢)

kinetischer Impuls: p(t) = mu(t) mit der Masse m

0 0
p=muy= % % vi = % T T := kinetische Energie % vi=T

) 0
Kraft aus Potential: F = ~5 Ul(r(t),t)

r

d
= gegebene NEWTON’SChen—Gleichung:E P=F
ist aquivalent zu:
& daT Ulr(t),t)| = T —U(r(t),t)
at or N T N

(%) - ()

(*): =0 weil U nicht von v = 7 abhéngt
(**): =0 weil T nicht von r abhéngt
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Im Vergleich erkennt man, dass die NEWTON-Gleichung der EULER-gleichung zur (LAGRANGE)-
Dichte

entspricht.

Das HAMILTON’sche Prinzip besagt, dass die Bewegungsbahnen des Massepunktes (Pa-
rameter m) die ”Extremalen” der "Wirkung” S = fttj dt L(r(t),v(t),t) sind.

Bemerkungen:
e Das Prinzip heifit auch ”Prinzip der kleinsten Wirkung”
e In der Mechanik heiflen die EULER-Gleichungen = EULER-LAGRANGE-Gleichungen

(B) Die Einstein’sche Bewegung eines Massepunktes im Potential

Alles identisch zu (A). Nur dass der Impuls p die trége Masse enthélt.

Die Bahnen eines Massenpunktes der EINSTEIN’schen Mechanik im Potential U sind Ex-
tremalen der Wirkung

g — 7L(Z(t),2(t)7 t) = 7 dt (_mCQ@ - U@))

t_ t—

Wiederholung;:

e Wir haben gesehen, dass die folgenden beiden Gleichungen &dquivalent sind:
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e Das NEWTON’sche Kraftgesetz fiir ein Teilchen der Masse m:

ist dquivalent zum Variationsproblem zur Wirkung:

S = /t+ dtL([(t),Q(t),t)

die extremal wird, fiir die physikalische Bahn, und mit L = Zv* — U(r,t) folgen die
EULER-LAGRANGE-Gleichungen:

oL _or
dt v Or

e Die EINSTEIN’sche Formulierung lautet:

L:—mCQ\/1—U—2—U(r)
c? .

(C) Newton’scher Massenpunkt in elektromagnetischen Feldern

Wir untersuchen nun ein Teilchen der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld (E
und B -Feld). Dazu betrachten wir die LORENTZ-kraft:

F(r(t),v(t),t) = q[E(r(t),t) +v(t) x B(r(t),t)]
wobei die Felder aus Potentialen bestimmbar sind:

E(ﬁ t) = _V(I)(fa t) — O A(fa t)

und B(r,t) =V x A(r, t)
Bemerkung:
e ® ist ein skalares Potenital, A ein Vektorpotential.
e Die Potentiale sind jedoch nicht eindeutig. Dieselben £- und B-Felder, die sich aus ¢

und A ergeben, folgen auch aus  und Awenn A=A+Vy und &=3>o—-0x.

Die LORENTZ-Kraft lautet also komponentenweise (man verifiziere dies durch Einsetzen
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der Felder):

— mu, =q | —0,P — 0 A; +v, (0, A, — @Aml —v, (0, A, — a””Az),

=B, =B,

=q |0y (=P + v, Ay + v, A,) + 0,0, Ay —0,v, Ay — OLA, — 0y Ayvy — 0, A0,

d,.
“de At

F=q- (E4+vxB)
DA OA, OA,

d €T
= amvx - |:_az (¢ - v:cAz - UyAy - UzAz) - atAx - O Uy — ay Uy — G V,
=—q-Pﬂ¢—yu®+~%Ax (3.37)

Damit kann man nun das Impuls-Kraftgesetz dgp = F'in die Form einer EULER-LAGRANGE-
c

Gleichung bringen, indem man analoge Betra Hungen fiir p, und p, anstellt.

d 0
—%my+%®=7%QW—¢+yu®

dt
d o 9
< dow %@2+QA'Q—Q¢&@%ﬂ =35 —mﬂdﬂ¢)+qmw-é@uhw+f§ﬁ@)
v — r g
Fazit:

Die NEWTON’sche Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt mit der Ladung ¢ im E-
und B-Feld ist die Extremale zur Wirkung mit der LAGRANGEdichte:

IXLQJ)Zz§v2+qynéﬁiﬂ¢)—q¢ﬁiﬂ¢) (3.38)

*

Bemerkung zum Term *: Dies ist ein weiteres Beispiel fiir das Konzept der linearen Kopp-
lung.

Offen bleibt die Frage nach der fehlenden Eindeutigkeit der Potentiale ¢ und A, welche
als ” Eichkonvention” bezeichnet wird. Der Ubergang von ¢,A nach ¢,A heiBt Eichtrans-
formation und &ndert L zu L:

Fiir die Eichtransformation gilt:

s

=A-Vx & $=0+x

Somit lasst sich die LAGRANGEdichte L schreiben als:
lﬁ:%f+myﬂ+%rvx—ﬂﬂﬂdx
=L+q@x+uv V)

=L=1L+ q%x(f(t),t) (3.39)
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Die letze Beziehung folgt dabei iiber das totale Differential:

M) = Sy nt D

JR— r —_— — )] JR—

Q) or XTET X
Fazit:
Die Fichtransformation der elektromagnetischen Potentiale ist verkniipft mit der Addition
eines totalen Zeitdifferentials auf die LAGRANGEdichte:

L=1L+ %X(E(t)at)

L=L- %X(Z(t),t) (3.40)

Bemerkungen:

e Spiter wird im Abschnitt ”Symmetrieeigenschaften” von LAGRANGE-Dichten die
daraus folgende Konsequenz fiir die Bahn behandelt. Speziell wird dort der Frage
nachgegangen, ob die Bahnen eindeutig sind oder nicht.

e Die Ersetzung von Zv? nach mc?y/1 — % in der LAGRANGE-Dichte L beschreibt
nach Einstein Teilchen in elektromagnetischen Feldern auch relativistisch.

D) konservatives N-Teilchensystem (nach Newton)
Zunéchst betrachten wir die Newton’sche Beschreibung fiir Bahn r, Bahntangente (Ge-
schwindigkeit) v und Impuls p mit der Masse des i-ten Teilchens m;:

IS (t)

f2(t)
t—r(t) = c R3

fN(t)

A (t) r (t)

(%) (t) o (t)
t—u(t) = = e R

QN(t) fN(t)

p, () myv, (t)

Bg<t) My (1)
t— ]_J(t) = . =

p ()  \myuy(t)
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konservatives Kraftfeld bedeutet:

I (f(t))
F, (Z(t))
P )
Fo(e(t)
wobei: 5
Fy= 5 U(rlt) = -V

mit einem(!) Potential U fiir alle Teilchen.
Wir wollen zwei wichtige Beispiele behandeln:

o externes Potential

N
Ulr) = U () = 3 U (x,) (3.41)
wobei UCXt- gegeben ist, z.B. als Gravitationspotential.

e nternes Potential

N i—1

= Ut = NSt ) (3.42)

=1 j=1

Damit das zweite Newton’sche Axiom (actio=reactio) erfiillt ist, muss U™t (Ar) =
Uint'(—Af) sein.

Damit folgt fiir die Kraft auf ein Teilchen «, die von allen N — 1 anderen Teilchen
ausgeht:

N i—1

Eiant. _ Ulnt Z Z 5 Ulnt . )

i=1 j=1 —¢

a—1 i N i
aUlnt. aUmt.
=-> o (Lo —15) + 5 (i — o) (3.43)
j=1 —a i=at1 —a .

*ist der Beitrag fiir i = «
* ist der Beitrag fiir j = «
Die Newton-Gleichungen %Bi = I, sind dquivalent zu:

[z 30

= (-U(EHZ 2%;) (3.44)
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Fazit:
Die Bahnen des konservativen N -Teilchensystems nach NEWTON sind die FExtre-
malen zur LAGRANGEdichte:

3.2.2 Elementare Beispiele

(A) Eindimensionale konservative Systeme
Ein Massenpunkt, dessen Position ¢(t) € R in einem gegebenem Potential U(q) variiert,
sei modelliert durch

L:T—U:Eq'Q—U(q) (3.45)
was zur EULER-LAGRANGE-Glichung:
ou
| = ——— 3.46
mi=—5 (3.46)
fiihrt.
Beispiel:

Ein starres Pendel im Schwerefeld hat den Freiheitsgrad des Winkels ¢
1
T = 5M12q2 und U(q) = Mgz = Mgl(1 — cosq)
Fiir ein Pendel der Léange [ = 1 folgt:

1
L= ém(f —mg(1l — cosq)

Da U(q) zeitunabhéngig ist (22 = 2L = 0), gilt Energieerhaltung. D.h.

d (0L Cd, om, _d _
E(qﬁ_q_L>_dt(qm 54 +U(q>)_dt(T+U)_O

_dm o, L 3_U._. . 8_U B
—dt(Qq +U(q))—mqq+8qq—q(mq+aq =0

die Gesamtenergie £ = T + U = %qz + U(q) ist zeitlich konstant. Der Massenpunkt
benoétigt also At =ty — ¢ um von ¢; = ¢(t1) nach ¢ = ¢q(t2) zu kommen.

(3.47)

to
q2
t2_t1:/dt:/ﬂ:/ da
b o \JEE-U(g)

da nach Energieerhaltung gilt: ¢ = /2(E — U(q))
Bemerkung:
Fiir diese Rechnung wurde keine Kraft benotigt.
Da %42 > 0 ist, erfolgt die Bewegung im Bereich gegeben durch U(q) < E
Wir wollen nun eine Diskussion verschiedener Bahntypen anschliefen (vgl. Abbildung
3.6):
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Abbildung 3.6: Gleichgewichtspunkte

o (i) £ sei Unin, G €1 0, ¢ = Gmin
Da U,,;, ein lokales Minumim ist, folgt aqu F=0
Dieser Punkt (¢ = g ist ein Gleichgewichtspunkt.

L4 (11) Umzn < E < Umax (q < Qmax)
hier ist ¢(¢) # 0. Im Allgemeinen jedoch gibt es zwei Umkehrpunkte ¢, und ¢_ an
denen die Geschwindigkeit verschwindet, ndmlich die Punkte, fiir die gilt:

Ulg:)=Ulq-)=E

— geschlossene Bahnen: ¢; < ¢(t) < ¢, die anharmonische Oszillationen darstellen

mit der Periode:
/ /2
— E Ulq

Also ist die Bewegung periodisch: ¢(t + T') = q(¢

=T =2 (3.48)

o (ili) £ = Upge und ¢ =0 und ¢ = ¢naz
Da U, lokales Maximum ist, haben wir ein labiles Gleichgewicht

o (iv) E > Uz, es gibt nur noch einen Umkehrpunkt, an dem £ = U(q)
Das Teilchen lauft nach ¢ — o0 fiir t — oc.

HIER FEHLEN NOCH DIE ABSCHNITTE B UND C, ich hoffe dass ich die am
WE rein gestellt bekomme

(D) Bewegung im konservativen Zentralpotential U(r(t),t) = U(r).

Behauptung:
Wenn also ein Teilchen im Potential nur radiale Kréfte spiirt...

oUu oU or oUu r
E:_FZZ_W@:_EF (3.49)

.. dann ist es im wesentlichen nur ein eindimensionales Problem, weil unser Modell:

L(x(1).2(1)) = 57 = U(r) (3.50)
lautet
Es gibt eine extremale Wirkung, wenn gilt:
d ou r
- =— Q7" 3.51
at " or r ( )

Daraus folgt Drehimpulserhaltung.
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d d oU 1
L= qgrxp=mixitrxp 5, (Lxr) =0 (3.52)

Es liegt also eine ebene Bewegung vor:

r-L=r-(rxp)=0 (3.53)

Deshalb liegt r in der Ebene senkrecht zu L durch den Ursprung. Wir wéhlen L =1 - 2.
Die Bewegung erfiillt also z(t) = 0.

Ebene Polarkoordinaten:
Mit der Wahl der z-Achse parallel zu L folgt...

z(t) =r(t)-cosp(t) & y(t) =r(t)-sinp(t) (3.54)
und fiir die Geschwindigkeit:
i+ % =7+ r?p? (3.55)

Damit ergibt sich fiir die LAGRANGEdichte:

L= % (2 4 122 — U(r) (3.56)

weil nun ¢ eine zyklische Variable ist, d.h. g—i = 0 gilt, folgt:
0L

| = PR = mr?p = konst. (3.57)

wobei [ der Betrag des Drehimpulses ist, wie man leicht durch Einsetzen verifiziert. Die
verbleibende EULERgleichung lautet:

doL oL L, U
PR ki s = (3.58)
Daraus folgt:
> U 0 12 0
o= — = — = - — eff
s or or (U+ 2mr2) (97’U (3:59)

Wir haben die Gleichungen nun auf ein radiales Problem mit dem effektiven Potential
(wobei der Bruch den Zentrifugalterm darstellt)

l2

2mr?

Utry=U(r)+ (3.60)

zuriickgefithrt. Damit haben wir lediglich ein eindimensionales Problem zu 16sen, fiir wel-
ches die Energieerhaltung gilt.
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E= % 72 4+ U (1) (3.61)

Der Beweis dafiir ist:

d ouers | L oud
EE mri + e r—r-(mr—i— 5 )—0 (3.62)

Zur Bestimmung von r(¢) verwenden wir die Integrabilitét von E(r,7) und [(I,r,¢).

3.2.3 Axiome und Grundbegriffe der Lagrange-Mechanik

Die Formulierung der Mechanik nach LAGRANGE erfolgt mit dem HAMILTONschen Ex-
tremalprinzip fiir Bahnkurven zur LAGRANGEdichte L.

1. Axiom:
Ein mechanisches System entspricht einer Bahn C im Konfigurationsraum M.

C: {tg:g=q(t) firt_ <t <t;;qgeR} (3.63)
Bemerkungen:
e Die Begriffe werden noch sauberer definiert.
e Der Parameter ¢ ist die Zeit

e Fiir N Teilchen ist der Raum M C R3¥ und wird als Konfigurationsraum (Positionen-
oder Lageraum) bezeichnet. Die Erklarung fiir f < 3N folgt in § 3.2.5

e Die Dimension f von M ist die Zahl der Freiheitsgrade.

e Falls f Koordinaten ausgewahlt werden (qi, ... , ¢r), mit denen jeder Punkt von M
dargestellt werden kann, heiflen die ¢ = (g1, ... , ¢s) generalisierte Koordinaten.

2. Axiom:
Die Dynamik ist bestimmt durch die Angabe einer Dichtefunktion L (q(t),¢(t),t) (unter
gewissen Regularitdtsbedingungen), so dass die Bahnen C des Systems Extremalen des
HAMILTON’schen Wirkungsfunktionals S = [” Hdt L(q(t),q(t),t) sind.

Bemerkungen:
e Die Angabe von L heifit Modell des Systems
e S heifit Wirkung, daher kommt der Name des ”Prinzips kleinster Wirkung”

e Diec EULER-LAGRANGE-Gleichungen (zweiter Art) lauten hierzu:

oL d OL
dq; At O¢;

(3.64)
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e Die p; = g—é heiflen (generalisierte oder kanonische) Impulse

e Im Allgemenen (zum Beispiel in magnetischen Feldern) stimmen kinetische und
kanonische Impulse nicht iiberein:

p=mu+qA#mu

e ¢; und p; heiflen zueinander konjugierte Variablen.
Wichtige bisher schon besprochene Eigenschaften der Bewegung (= von L) sind:

e Zyklische Variablen: Eine Variable ¢; ist zyklisch wenn gilt: g—; = 0. Dann ist der

g—.L = konst.
qi

e Energieerhaltung: Hangt L (q(t), g(t), t) nicht explizit von der Zeit ab, d.h. L (¢q(t), ¢(t),t) =
L (q(t),¢(t)) und damit 2 = 0, dann ist

zugehorige kanonische Impuls zeitlich konstant: p; =

f
oL
=S¢ =1L .
> i %, (3.65)

i=1

eine Erhaltungsgréfie und %E = 0. Oft entspricht F der Gesamtenergie des me-

chanischen Systems.

3.2.4 Hamilton’sche Funktionen
3.2.4.1 Hamilton’sche Gleichungen

Das System der f EULERgleichungen sind f Differentialgleichungen zweiter Ordnung;:

4oL oL
dt 0¢; 0q;

(3.66)

Die zum System der Variationsrechnung gehoren.

S = /tt+ At L (g(t), a(t). 1) (3.67)

ist dquivalent zu den 2f Differentialgleichungen 1. Ordnung:

oH s

Sl =) = —(% 5 g (3.68)
oH 1

% pilt) = palt) = —% (3.69)

wobei die sogenannte HAMILTONsche Funktion H von den zueinander konjugierten Varia-
blen ¢ und p = g—s abhéngt:
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H(q

25

(3.70)

Bei der Berechnung von H muss ¢ = ¢(q,p,t) gefunden werden durch Invertierung von

0

P — L a'at
Pi= g7 (¢,4,t)

Beispiel:
Eindimensionale Bewegung im Potential. Laut Newton gilt:

Die kinetische Energie 7" und die potentielle Energie U sind gegeben durch:

T = %q’Q und U =U(q)

Die LAGRANGE-Funktion lautet dann:

L:T—UIEQQ—U(Q
Der Impuls p ist nichts anderes als:
oL .
_ 2 _
p a4 q
Dessen Invertierng lautet damit also:
.1
q=—p
m

Die HAMILTON-Funktion sieht dann folgendermaflen aus:

. 1 2
H=jp-L="L —pyu@q)=2+U(@=T+U
m 2m 2m

Mit dieser lassen sich die Newton-Gleichungen folgendermafien ausdriicken:

. 0H 00U
e T
. OH p
(T

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)
(3.80)

Mit den selben Anfangsbedingungen legen die HAMILTON-Gleichungen und die EULER-
Gleichungen die selben Bahnen fest. Zum Beweis betrachten wir das totale Differential:
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_OoH oH oH

und vergleichen es mit dem Differentlal

oL oL oL
dX(q,¢,p,t) =dp-¢—L)=——d dp — —dt — — | dg 3.82
(¢.¢.pt) = dlp-¢— L) 94 g+ddp——5 +(_ aq> q (3.82)
Behauptung:
Ist dH = dX, dann muss p = g—{; sein, genau so wie %—Ij = —%—f und ¢ = %—g. AuBerdem

gilt mit diesen Beziehungen:

: d d oL
Q—EQ—$8—Q—* (3.83)

Mit der zugehorigen EULER-Gleichung ist dies:

oL oH

e il 3.84
* = 5 9 (3.84)
3.2.4.2 Energieerhaltung
Aus dem totalen Differential von H folgt:
dH  OH .+3H .+8H_ n +8H_ oL (3.85)
at ~ag 1Ty P T RATd T G = '

Wenn die HAMILTONsche Funktion (bzw. die LAGRANGE-Dichte) nicht explizit von der
Zeit abhingt (also —%% = %If = 0), dann ist H insgesamt eine Konstante, die man héufig
einfach Gesamtenergie nennt.

Jedes Variationsproblem kann nach LAGRANGE mit L oder nach HAMILTON mit H be-

rechnet werden.

3.2.5 Zwangsbedingungen
(A) Holonome Zwangsbedingungen [Zb]

Bsp.:

(i) Starres Pendel
Die Behauptung, der Massepunkt hingt an einer Stange der festen Lange L ist eine
Zwangsbedingung. |r(t)| = L ist eine Modellierung des Festkorpers Stange.

(ii) Zwei starr(*) gekoppelte Pendel
(*): oder auch durch eine Hooksche Feder mit Federkonstanten o — oo

Dies ist ein Bsp., wo die Zwangskraft (harmonische Feder) bekannt ist und fiir
a — oo (starre Kopplung) die Zb ¢ = ¢y produziert.
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e
ghnsg mit
"3

~ Linge L

Abbildung 3.7: Starres Pendel

T sy

Hoouw'scug

+1,
] FEDER

Abbildung 3.8: Gekoppelte Pendel

Abbildung 3.9: Perle auf rotierendem Ring

(iii) Perle auf rotierendem Ring im Schwerefeld
Ring, der sich um die vertikale 2-Achse durch seinen Mittelpunkt mit fester Win-
kelgeschwindigkeit w dreht, auf dem ein Massepunkt m reibungsfrei rutscht.
Seine Polarkoordinaten lauten also:

x(t) = r(t) cosp(t) sinQ(t)
y(t) = r(t) sinp(t) sin Q(t)
z(t) = r(t) cosQ(t)



28 KAPITEL 3. ANALYTISCHE MECHANIK

Und die Zb fiir m lauten:
(fester Radius des Ringes)

(konstante Rotation)

Bemerkung:
Nur in (ii) verstehen wir alle Kréfte. Allgemein modellieren wir jedoch technische Geréte

durch Zwangsbedingungen

Definition: Sei ein mechanisches System gegeben im f-dimensionalen Konfigurations-
raum durch die LAGRANGEdichte

und dem System von n Gleichungen

Fl(ql(t)’ T Qf(t), t) =0

Fo(qi(t),---, qp(t), t) =0

= Fi(q(t),t) =0fir 1 <i<n (n< f) gibt n holonome Zwangsbedingungen.
Als Reaktion auf diese Zwangsbedingunen wirkt das System mit Zwangskraften Z nach
auflen, d.h. auf die mechanischen Gerite.

~

Abbildung 3.10: Auftretende Zwangskrifte zu Abb.(3.9)

Zu Bsp.(iii): Die 3 Koordinaten des Massepunktes unterliegen den Zb:
- fiir r = (2, 9, 2)T (in Kartesischen Koordinaten)

= L:%(:b2+g)2+z'2)—mgz

Zb: Fi(z,y,z,t) =2 +y* +2° — R* =0
Fy(z, y, 2, t) = (x coswt + y coswt)” + 2> — R2 =0
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- fiir r in Polarkoordinaten

= L:% (7*2+r2Q2+rzsin2Q¢2>—mWCOSQ
Zbl F1<r7907Q7t):T2_R2:O

F(r,p, Q) =p—wt=0

Bem.:

e Koordinaten sind wegen Zb nicht unabhéngig voneinander.

e Zeitunabhiingige Zb (d.h. alle Fi(q, t) sind F(q), 2 = 0 heiBen skleronom. Zeitabhsingi-
ge heilen rheonom.

e Nicht holonome Zwangsbedingunen lassen sich nicht in Form Fj(q(t),t) = 0 bringen,
da sie die Geschwindigkeiten ¢(t) enthalten, so dass es keine Stammfunktion gibt.

(B) Lagranges System mit Zwangsbedingungen

Satz (i): Ein System mit f Freiheitsgraden

L:L(q17 7Qf7Q1; 7Qf7t>
wird durch n funktional unabhéngige holonome Zwangsbedingungen.

auf einen ' = f —n - dimensionalen Konﬁgurationsraum M gezwungen, der beschrieben
sei durch F' lokale Koordinaten @1, -+, QF.
Wenn in M die alten Koordinaten ¢ durch die neuen Koordinaten ) ausgedriickt werden
konnen, d.h. ¢; = fi(Q1, -, QF, ) fir 1 <i < f so lautet die neue LAGRANGEdichte L,
die das System in M vollstétndig beschreibt:

L(Q1,+, Qr, Q1,-+ , Qp, 1)
d d d
=L(fi, -, fl(QW)t),-+ fr Eflv"' ; Efi(Q(ﬂ?ﬁfH : Effy t)
(%) (+%)
(*): i-te Komponente von ¢; = f;(Q(t), t)

(**): i-te Komponente der Geschwindigkeit —¢; = fz(Q t) = 6f’ + Z] 1 (%;
Satz (ii): Ist das System in M gelost, so erhilt man die Zwangskrifte, indem man
die ¢(t) = f(Q(t), t) in die urspriingliche EULER-LAGRANGE-Gleichung einsetzen.

d oL oL
dan =22 — 7  1<i<
& 06 oui| sisf

q

Bew: von Satz (i) in 3.4.3
von Satz (ii) gibt die Definition

Bem: Satz gibt allgemeines Losungsverfahren.

Zu Bsp (iii):
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1. Formuliere [ = U — T (Zwangsbedingungen in Kart. Koord.)

l=—7—U(r) = %7‘»2 —mgz (Ausgangspunkt)

2. Beriicksichtige Zwangsbedingungen durch Einfiihrung geeigneter krummliniger Ko-
ordinaten, hier Polarkoordinaten r, ¢, ); mit denen der neue Konfigurationsraum
M lautet:

M={Q|-7<Q <~} Winkelvariationsbereich
Die urspriinglichen Koordinaten lauten:

z(t) = R coswtsin Q(t)
y(t) = R sinwt sin Q(t)
2(t) = R cos Q(t)

und erfiillen die Zwangsbedingungen: Zb; und Zb,
3. Stelle neues L auf:
L(Q,Q,t) =1(--- , & = —Rwsinwtsin Q(t) + RQ coswt cos Q(t), - - - )

= % <R2Q2 + R%w?sin? Q) —mgRcos@Q

4. Lése L(Q, Q, t) durch LAGRANGE/ HAMILTON - Formalismus, um Q(t) aus den

Anfangsbedingungen Q(to), Q(tp) zu bestimmen.

5. Falls verlangt, bestimme urspriingliche Koordinaten (x, y, z) oder (r, ¢, Q) aus
Q(t) um Zwangskraft zu bestimmen. Hier Z, (radiale Zwangskraft).

\ RunQ

N

Abbildung 3.11: Radiale Zwangskréft zu Abb.(3.9)

z,

d ol ol Polarkoord. (7‘ B (Qz + 2 sin? Q) r+ g cos Q)

dt or Or
d ol l :
womit Zyp = — 6_ — 8— =mR | Q* +w?sin®>Q+mgcosQ
dt or  Or ~  ——— N —

r=R; p=wt; Q(t) (1) (I1) (111)
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(I): Zentrifugalkraft fiir Bewegung entlang des Rings.

(IT): Radiale Komponente (sin )) der Zentrifugalkraft bei Rotation um die z-Achse
im Abstand Rsin Q.

(III): Radiale Komponente der Schwerkraft

Bem:
e Genau diese Zentralkraft muss der Ring aushalten

e Alternatives Losungsverfahren verwendet LAGRANGE-Multiplikatoren. (s. in Lehrbiichern,
wir etwa NOLTIN, ” Grundkurs Theoretische Physik” Band 2)

3.3 Mathematischer Einschub

In diesem Einschub werden wir etwas Geometrie behandeln. Eine Motivation dazu liefert
der néchste Paragraph

3.3.0 Motivation

Abbildung 3.12: MP bewegt sich auf Kugel

Zunéchst untersuchen wir die Bewegung eines Massenpunktes auf der Oberflache einer
Kugel mit dem Radius R = 1. Fiir diese Bewegung gilt die Zwangsbedingung:

2t =1

Die Bahn des Punktes liegt in der Menge aller Punkte auf der sogenannten ” Einheitskugel”
oder auch ” Finheitsphdre”, die durch:

T
S = y| eR® a4+ 24+22=1 (3.86)
z

definiert ist.
Somit ist die Einheitsphire der Konfigurationsraum S = M.
Es stellt sich nun die Frage, wie man in diesem Konfigurationsraum rechnet. Beispielsweise



32 KAPITEL 3. ANALYTISCHE MECHANIK

interessiert man sich fiir die Geschwindigkeit (”die Ableitung der Bahnkurve”). Fiir zwei
Orte in S@:

ry=r(1) und 1y, =r(t)
liegt jedoch die Verbindungsgerade:

o) =+ Pt ¢ 5%
lo — 1
N——

to—t
2_} ly(t)

nicht auf der Oberfliche der Einheitskugel.

Somit muss gekliart werden, wie die Geschwindigkeit v(¢) und die Beschleunigung v(t)
definiert werden muss, wenn die Bewegung ganz in S verlaufen soll.

In der Newton’schen Mechanik benétigt man die Beschleunigung!

Losung:

Die analytische Mechanik (nach Lagrange, Hamilton etc.) verwendet generalisierte Koor-
dinaten.

3.3.1 Karten und Koordinaten
(A) Definition:

Fiir eine Menge M (Konfigurationsraum nach Lagrange) von Punkten im R™ (vgl. Ab-

-

Abbildung 3.13: Zur Definition von Karten

bildung 3.13) M C R" wollen wir Koordinaten einfithren, um jeden Punkt aus M zu
bezeichnen (”labeln”). Koordinaten sind Tupeln von f reellen Zahlen (mit f < n) aus
einem offenen Gebiet U < R/

Bemerkungen:

e Die Zahl f der notwendigen Koordinaten heifit Dimension von M.

q1

o kartesische Koordinaten r = leisten das Gewiinschte, haufig sind aber ”krumm-
af
linige” Koordinaten viel niitzlicher als kartesische.
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Definition:
Eine Karte ist eine offene Menge U C R/ mit den Koordinaten (qi, . . . qr) € U zusam-
men mit eindeutig umkehrbaren Abbildungen von U in eine Untermenge f(U) C M.

fUw— f(U)CM; ri= filar,. .. .qr)

firi=1...f.
Was wir hier unter Karten verstehen, kann man vergleichen mit Landkarten die jeden
Punkt einer geographischen Region genau beschreiben.

Beispiel:
Wir betrachten wieder die Einheitssphire M = S in R3: S©®) = 22 + 4?4+ 22 = 1. Damit
folgt f = 2.

e Zunachst wollen wir dieses Problem in kartesischen Koordinaten behandeln:

(q1,q2) C U

Mit der Abbildung in die Kugel:

T=q, y=q, 2=\/1-d—a¢

e Nun behandeln wir das selbe Problem in Polarkoordinaten. Es gilt also fiir die

¢
L%

/

U

Abbildung 3.14: Einheitssphére in Polarkoord.

Koordinaten (s. Abbildung 3.14):

—T<p<T O<v<m
x = cos psin
y = sin @ sin ¢

2z = cosv
Bemerkung:

Die Losung von LAGRANGE zum Problem das in der Motivation gestellt wurde liefert,
dass wir nur in U differenzieren miissen und nicht im Konfigurationsraum M. Fiir die
Ceschwindigkeit benstigen wir nur ¢(¢) und 9(t).

Da U eine offene Menge und einfache ”flache” Teilmenge des R/ ist, konnen wir das und
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Abbildung 3.15: Datumslinie

es ist wie gewohnt. In Abbildung 3.15 betrachten wir wieder das selbe Beispiel. Hier ist
f(U) nicht die ganze Einheitssphére, sondern nur:
fU) =8P~ fa

—sind,y =0,z =cos? |0 <9I <7}
Es fehlt die sogenannte Datumslinie (bei p = )
Umkehrung:

In Abbildung 3.16 ist die Umkehrung dargestellt. Mathematisch erhilt man sie mit

e ‘

VA

Q

O o /

d

7‘\
2 e
T

Abbildung 3.16: Umkehrung
folgenden Formeln:

¥ = arccos z

arccot% firy >0
e={ 0 firy =0
—arccotg firy <0

Bemerkungen:

e Eine Karte reicht nicht aus, um die Einheitssphéire ganz darzustellen.

e U soll eine offene Menge sein, um infinitesimale Verschiebungen dg; um jeden Punkt
zuzulassen; dadurch sind Ableitungen moglich.
Definition:



3.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB 35

e Ein Atlas ist eine Sammlung von "kompatiblen” Karten, so dass jeder Punkt von
M in mindestens einer Karte dargestellt werden kann.

e Zwei Karten U und U haben einen iiberlappenden Bildbereich in M : f(U)Nf(U) =
M # 0. Beide Karten heiien kompatibel, wenn die Abbildungen:

Abbildung 3.17: kompatible Karten

Ji_l o f C ¢ = Gilq, - - ,qr) (3.87)
ftof: @=gla,. .. .q5) (3.88)

differenzierbar und zueinander invers sind.

Diese Formulierung ist viel komplizierter, als was man sich darunter vorstellen muss.
Vergleichen wir hier wieder mit Landkarten, so sind dort zwei Landkarten genau dann
kompatibel, wenn die selbe Strecke auf beiden Karten auch gleich lang ist, dazu muss
man vielleicht auf der einen von inch in Centimeter umrechnen, aber es gibt diese Um-
rechnungsformeln und sie sind umkehrbar.

3.3.2 Koordinatentransformationen

Der Ubergang ¢ — ¢ oder ¢ — ¢ heifit Koordinatentransformation oder auch Punkt-
transformation. Diese Definition der Koordinatentransformation ist viel allgemeiner ge-
halten als bei der Relativitétstheorie (vgl. Lorentztransformation).

In der analytischen Mechanik muss nur die Kompabilitdt von Koordinaten bei Koordina-
tentransformationen gesichert sein.

Zunéchst wollen wir folgenden Satz beweisen:

FEine differenzierbare Koordinatentransformation ist lokal umkehrbar.

Beweis:
Eine Koordinatentransformation ¢; = ¢;(q1, . ..,qr) = ¢i(¢) fir ¢ = 1... f ist im Punkt P

differenzierbar, wenn die JACOBI-Determinante J von Null verschieden ist, d.h.:

gy
81 q1
Det{g\p}z SN £0
045 o0 .. oy

0q1 aqf P
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Aus dem Satz iiber implizite Funktionen (vgl. Mathematik) folgt dann, dass die f Glei-
chungen fiir die g;:

E(q_la cee 7q_f7q17 .- Qf) = CYZ - gz(q) =0
fir +=1.f

(d.h. F; = 0 fir ¢ = 1..f) in einer Umgebung von P eindeutig nach ¢; = g;(g)auflosbar
sind.

3.3.3 Koordinatentransformation zur Eliminierung von Zwangs-
bedingungen

Definition:

e m holonome Zwangsbedingungen (F;(q, . . . ,q;,t) = 0) sind funktional unabhdngig,
wenn eine differenzierbare Koordinatentransformation:

¢ = fi(Q1,....Qr.drs1,-...qsrt) i=1.f

existiert, so dass die Zwangsbedingungen lauten:

Fi(.q(Q,9) - ..) = Fi(Q1, - .Qr.Gry1, - - - s :t) (3.89)

und die Funktionaldeterminante im Punkt P mit 1 <3 < m:

F.
Det {g 1}750 erfiillt, fir F4+1<j < fwobei F'= f —m
4d;

Nach dem Satz iiber iiber implizite Funktionen konnen dann die m Zwangsbedingungen
F; = 0 in der Umgebung von P eindeutig aufgeldst werden nach

G = gi(Q1,....Qr,t) F+1<:i:<f

und damit ist es gelungen auf M die alten Koordinaten ¢ durch die neuen () auszudriicken.
Wir wollen dies an einem Beispiel (s. Abbildung 3.18) veranschaulichen:

Abbildung 3.18:
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ot / /

e T 2,
Q \‘J%

Vv 9,

Abbildung 3.19: Pendel

M sei als Konfigurationsraum gegeben durch die Zwangsbedingung:

F(q1,42) =0

dann ist f =2 und F' = 1.

Wir betrachten als Beispiel ein Pendel der festen Lénge [ = 1, zunéchst haben wir
f = 2 Koordinaten (¢; & ¢2) mit der Zwangsbedingung:

Flggp)=q¢+¢—1=0

Die Zwangsbedingung ist funktional unabhéngig, also fithren wir eine Koordinatentrans-
formation in Polarkoordinaten durch:

¢ =qcosQ = f1(q,Q) 0<q,0<@Q<2m
¢ = qsinQ = f(7,Q)

Die Zwangsbedingung lautet dann:

F@Q)=F(fi,f2)=¢—-1=0

Und weil Det{%l;i} = %—1; = 2G # 0, kann man also ' = 0 und man kann nach g = ¢(Q)
auflosen. In diesem liegt ein Spezialfall vor,ndmlich dass ¢ = 1 = const., also unabhéngig
von (@) ist.

Fazit: Die Betrachtung der Funktionaldeterminanten geniigt, um die Zwangsbedin-

gungen durch die Wahl geschickter Koordinaten zu eliminieren.

3.3.4 Differenzierbare Mannigfaltigkeit

Definition:
Eine zusammenhédngende Menge ist ein f-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, wenn ein Atlas aus kompatiblen Karten existiert, so dass jeder Punkt von M in
mindestens einer Karte vorhanden ist.

Bemerkungen:
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e Mannigfaltigkeiten sind Konzepte zur Verallgemeinerung des Raumes auf krummli-
nige Koordinaten.

e Das Problem des Differenzierens (Geschwindigkeit, Beschleunigung), welches wie
wir uns erinnern das Motiv des Kapitels war, ist dadurch gelost, dass in der Karte
U differenziert wird, d.h. in der LAGRANGE-Dichte tauchen ¢, (¢), ... ,Gs(t) auf.

e Der Konfigurationsraum M eines LAGRANGE-Systems ist eine f-dimensionale Man-
nigfaltigkeit.

Die Einheitskugel S ist beispielsweise eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit den
Polarkoordinaten 1, ¢ als 'Karte’. (Um die S vollstéindig zu beschreiben sind allerdings
mindestens zwei Karten notwendig.) S ist der Konfigurationsraum vom sphérischen
Pendel. Es gilt:

T = % (7’“2 + 7292 + r?sin? 19@2)

mit der Zwangsbedingung: r(t) = R =const., d.h. die Kugel an der Pendelstange kann
sich "frei” auf der Oberfliche der Kugel mit dem Radius R bewegen.

3.4 Symmetrien & Erhaltungsséitze

Symmetrien und Erhaltungssétze sind Eigenschaften mechanischer Systeme, die aus der
Formulierung als Variationsproblem abgeleitet werden kénnen.
(analoge Ergebnisse gelten fiir alle Variationsprobleme)

3.4.1 Bahndeterminismus

Wir erinnern uns an die Beobachtung von NEWTON:
Durch Anfangsorte und Anfangsgeschwindigkeiten sind die Bahnen eindeutig mit der
NEWTON’schen Bewegungsgleichung festgelegt:

mo = F

natiirlich stellt sich nun die Frage, ob dies auch in der Formulierung der Mechanik nach
LAGRANGE gilt. Dazu betrachten wir die EULER-LAGRANGE-Gleichungen:

d oL OL PL 0L
— — =0 = 7 — — 3.90
dtdg; 0 Z aqzaqj 94,05, Z aqzaqj VT 40t dg (30)
Wir definieren die sogenannte Legendre-Matrix:
0?L
J a q; a Qj ( )

Wenn die LEGENDRE-Matrix L invertiert werden kann (geméfl den Rechenregeln aus der
Linearen Algebra bedeutet dies, dass ihre Determinante von Null verschieden sein muss),
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dann sind die EULER-LAGRANGE-Gleichungen &dquivalent zu folgenden Differentialglei-
chungen 2terOrdnung:

L Lo
I~ ' _9h) 02
4+ L (Z 200 T 9.0t at> 0 (3.92)

Diese Gleichungen liefern nach den Sétzen iiber gewthnliche Differentialgleichungen ein-
deutige Losungen zu den Anfangswerten:

gi(to) =¢q) & di(to) =¢)

firl<i<f

Daraus folgt, dass es sich auch bei der LAGRANGE-Formulierung der Mechanik um eine
eindeutige deterministische Bewegung handelt, fiir den Fall, dass die Determinante der
LEGENDRE-Matrix von Null verschieden ist. Dann legen also die Anfangswerte fiir Ort
und Geschwindigkeit die Bahn eindeutig fest.

Bemerkung:

Ein Gegenbeispiel ist das Problem der kiirzesten Bahn in der Ebene:

L=\/#"+9"=\/d + &

0?L
q;04;
2 —iy 1
jé:(—l‘ .Qy)'—S
Yy vy (i’2 + y2) 2

Es existziert also keine eindeutige Losung, was wir nicht erwartet haben. Uber die Ge-
schwindigkeiten kann keine Aussage getroffen werden.

3.4.2 Kovarianz

Definition:

Kowvariant also (form-)invariant heilen Bewegungsgleichungen, die in beliebigen Ko-
ordinatensystemen dieselbe funktionale Form annehmen.

Die Idee ist, dass die Physik unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems ist.
Bemerkung:

Die NEWTON’sche Mechanik mit mo = F ist nur kovariant unter Galilei-Transformation,
ansonsten treten Trigheitskrifte auf.

Satz:

Die Eigenschaft einer Kurve, eine Fxtremale des Wirkungsfunktionals zur LAGRANGEdichte
zu sein, st unabhdngig von der Wahl der Koordinaten.

Dieser Satz bedeutet, dass die EULER-LAGRANGE-Gleichungen kovariant unter beliebiger
Koordinatentransformation (Punkttransformation) sind, wenn diese kompatibel ist.

Die Kovarianz ist der grofle Vorteil der Variationsrechnung.

Wir wollen im Folgenden den Satz beweisen:

Die Behauptung lautet, dass aus:

da o
dt d¢;  9q;
d 0oL oL

dt 8@1 8@1 N
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die selbe Bahn folgt, wenn die Koordinaten durch:
= fi(Qt) 1<i<f

verkniipft sind, und:
LQQ) =1 (@) S Q)5 11(Q0 . (@)

wobei [ = [(q,4,t).

An dieser Stelle soll ein Beispiel eingeschoben werden, um die Bedingungen zu veran-

schaulichen: )
Wir betrachten in der Ebene den Ubergang von kartesischen Koordinaten zu Polarkoor-

dinaten:
T T m
[ ot sei: T = — (&* 492
<<y> (y) ) y (47

Dann liefert die Standardkoordinatentransformation:
T =Tcosyp = fl(raSO)
y =rsing = fao(r,e)
= Lingigt) = 2 (S 4 ((8)0(6) i £ (1) ()
r,e,r,e, - 9 dt 1 \r P ) dt 2\ P
= = (2417

Die selbe Bahn folgt aus:

a_do_ o dal

or dtoir Jdy  dtdy
und:

oL dor_, oL doL

or dtor  dp dtoy

Nach diesem Beispiel fahren wir nun fort mit dem Beweis:
Wir stellen folgende Voriiberlegungen an:

d . 8fz 3fz
% =i Z

N 8fz o
0Q; 0Q; 0Q;
da Qj nur explizit auftaucht.
Oy _ Ph N~ P
0Q; 0roQ; - 0Q;0Qx

*

Qx Yok
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Damit folgt fiir %B%Lj — (,%j =0

ol 0q¢; « ol 0g;
a@j Z aii aggj - Z 2 acgj
~ == () 6+ S ()
Die letzten drei Formeln liefern:
a6~ o0, = G~ ow) a6 + S 3 (e~ )

und weil nun:

i@qi 0% n % f; 0, 2 9q;
At0Q; ~ 0Q;0t £~ 9Q;0Q, "~ Q)

folgt:

AL 0L (40 oty
dtoQ,; 0Q; dt9q;  9q;) 0Q;
Somit ist bewiesen, dass die EULER-LAGRANGE-Gleichungen fiir die @Q-Koordinaten gel-

ten, weil sie fiir die g-Koordinaten gelten.

3.4.3 Kovarianz unter holonomen Zwangsbedingungen

In § 3.2.5 wurde behauptet, dass das Lagrange-System L(q¢1,...,q7,¢1,..-,4f,t) mit m Zwangs-
bedingungen F;(qi,...,qr) gelost wird durch L (Q, Q, t) in der F'=f-m dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M (Beispiel: Perle auf Ring mit dem Winkel Q). In § 3.3.3 wurden Koordi-
naten gefunden, so dass innerhalb von M gilt:

q;i = fz (Qla"'aQFaqF—la"'aqf) 1<i< f (393)
und alle g; durch die @ bestimmt sind ( beispiel Pendel: r = 1):

4 = 9i (Q1,-...QF) F+1<i<f (3.94)
Bei der Berechung der Bahn in der Variationsrechnung konnen also nur die Q;,...,Q) p ver-
wendet werden, withrend die G4, ... , ¢ aus () folgen und ihre Werte g = g (¢) annehmen.

Die Variation der Wirkung unter Ql( ) Qi(t,e) = Qi(t) + ¢ - 6Q;(t) Vergleichsbahnen
lautet:

ds v oL d oL ' (oL 4 oL
e _0_/ at S (- Y - ] 6
le=o . pa <8Qj dt @QJ) I j:FH(@qj dt 9g; | <~

=0
(3.95)
Der letzte Faktor ist 0, da die g durch die @ festgelegt sind. Also koénnen die Euler-
Lagrange-Gleichungen nur fiir die ; gefolgert werden. Zu beachten ist, dass die 0Q);
beliebige Funktionen darstellen bis auf Anfangs- und Endpunkte, fiir die gilt: 6Q;(t+) = 0
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3.4.4 Eichinvarianz

Die Idee ist: Beim Variationsprinzip werden Integrale miteinander verglichen. Das heifit
aber nicht, dass die Integranden auch gleich sein miissen.

Satz: Mit einer beliebigen Funktion x = x(g,t), die nicht von ¢ abhingt, ergeben L
und L = L + £ X(g,t) die selben extremalen Bahnen.

Beweis: Der Wert der Wirkung S lautet dann:

R ty R ty ty d
5:/ dtL:/ dtL+/ XAt = S x (gt 1) < X (glt). 1) (3.96)
t t t ~ -

— — — -~

konstant

Die hinteren Terme bilden eine Konstante, da beim Vergleich der Bahnen alle durch die
Anfangs- und Endpunkte gehen. Diese Konstante beeinflusst die Bahn also nicht. Das
erklart das Verhalten von L bei Eichtransformation der elektromagnetischen Potentiale ¢
und A in § 3.2.1

3.4.5 Das Noether-Theorem

Das NOETHER-Theorem beschreibt den Zusammenhang zwischen Symmetrien der La-
grangedichte L und Erhaltungsgréfien

(A) Erinnerung: Autonome Systeme § 3.2.4
Wenn die Lagrangedichte ein autonomes System beschreibt, also wenn gilt %—% = 0, dann
ist die Hamiltonfunktion konstant:

A d OH oL
H_Q.E—L—konst. & EH_W__E_

Dies bedeutet, dass das System zeitlich homogen ist. Ob wir die Bewegung bei ¢, starten
oder bei ty + At oder erst iibermorgen ist belanglos und macht keinen Unterschied.

0 (3.97)

Bemerkungen:

e Hiufig ist H =T+ U = FE die Gesamtenergie. Dann spricht man von Energicerhal-
tung.

e Im Falle rheonomer Zwangsbedingungen, die aber ein autonomes L liefern, ist H =
konst. # Gesamtenergie, weil die Zwangskrifte Arbeit leisten (siehe Perle auf dre-

hendem Ring). Das ergibt sich aus dem Vergleich von H =T + U und . g—g — L.

(B) Erinnerung: Zyklische Variable
Zu einer zyklischen Variablen ¢; (d.h. ¢; taucht nicht in L auf, g—; = 0) gehort eine
Erhaltungsgrofie, der zugehorige kanonische Impuls:

)
94

Di = konst. (3.98)
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Abbildung 3.20: Potential unabhéngig von y

Beispiel : L(z,y,&,9) = 2(i? + %) — U, sei z.B. U(z) = £ mit g—;‘ =0:

oL
= p, = T my = konst. (3.99)
Der Impuls in y-Richtung ist konstant. Das Potential U (und damit L) ist invariant (sym-
metrisch) unter Verschiebung entlang der y-Achse, d.h. unter der Abbildung y — y + «.

U(r)y = U(x)y=y+a (3.100)

Die Idee stammt von EMMY NOETHER aus dem Jahr 1918: Wenn ein System invari-
ant/symmetrisch ist unter kontinuierlicher Verschiebung/Abbildung, dann gibt es eine
Erhaltungsgrofie.

(C) Noether-Theorem
Wenn die Lagrangedichte L (g, ,t) unter einer kontinuierlichen Abbildung h* des Konfi-
gurationsraumes M (Verschiebung)

h* s M — M : ¢ =hi(qt) (3.101)

die nach « stetig differenzierbar sei, fiir o = 0 die identische Abbildung A{* (¢,t)|a=0 = ¢

sei und invertierbar ist, d.h. wenn ¢; = h (Q, t). Wenn also L bis auf eine Eichtransformation
invariant bleibt...

L=1L (é (Q,t),ﬁ“(g,t),t> (3.102)
. . d
L(q,q,0,t)=L(q,4,t) + - G (¢ 1) (3.103)

.. wobei die Gleichheit die Bedingung der Symmetrie ist, dann ist folgende Funktion J
konstant:

f . A N
OL(q,q,t) 0qi(q,a,t 0G (¢, o, t
J(q,4,t) = Z g Q ) 2 G.1) Mh:o = konst. (3.104)
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J ist eine Erhaltungsgrofle, ein Integral der Bewegung.

Bemerkung:

Nicht verwechseln mit Kovarianz! Bei der Koordinatentransformation durch Einsetzen
von L (q, Q, a,t) =1L (ﬁa(g,t),ﬁo‘(g,t), t) folgt die selbe Bahn aufgrund der Kovarianz, die
Funktionen L und L sind jedoch unterschiedlich.

Beispiel: L = T in der Ebene mit L = 2(i* + 3°) sieht bei Koordinatentransformation
zu Polarkoordinaten eindeutig anders aus:

L= %(iﬂ + 2% (3.105)

Das NOETHER-Theorem gilt nur fiir Félle, in denen der Unterschied nur einem Term der
Form %G entspricht.

Beweis: Nach der Annahme gilt fiir alle « (allerdings ist nur a = 0 benétigt):

d (., d
— | L(q,q,a,t) — —= G (q,t =0 3.106
i (Laien-geartm) (3.106)
Dies ist das Gleiche wie
d (-, .. d . _d ~a, d sa,. d . B
@ <L (gvg 7t> - EG@J:@)) - @ (L (ﬁ (gat)u Eh (g7t)t> - EG(gvta(I))a:O =0
(3.107)
Mit EINSTEIN-Summenkonvention geschrieben sieht das folgendermaflen aus:
oL dhe oL dh, d d
C— — - — —G(q,t =0 3.108
90 do 93 do @ daC @t Y (3.108)
Die EULER-Gleichungen bringen uns:
oL d oL
- 3.109
und es gilt:
dh,  d dhg
= — 11
da dt da (3.110)
Daraus folgt:
d [0L 9q(qta) OG(gto
A oL Dalate) 9G] (3.111)
dt | 0g; oo Oa 00

was zu beweisen war.



3.4. SYMMETRIEN & ERHALTUNGSSATZE 45

Wiederholung: Noether-Theorem

)Y L(gq,0) = ()

>

L(g,

(*):q=1q(qt ) mit « : kontinuierlicher Parameter

Annahme

. d
(o) =" L(g, 4, 1) + 4 Glg 1 @)

Bem.:
e Dies ist ein konstruktiver Beweis!

e Er erfordert eine kontinuierliche Abbildung (Parameter «). Das Noether-Theorem
liefert keine Erhaltungsgrofien bei diskrete Symmetrien (z.B. Spiegelung)

e Symmetrie — FErhaltungsgrofie Umkehrung gilt nicht! (Bsp.: RUNGE-LENZ-
Vektor beim Potential £-Potential)(— Hamilton Mech.)

(D) Homogenitit des Raums
Translationsinvarianz & Impulserhaltung (beim N-Teilchen-System)

R&umlich homogen bedeutet, dass eine Verschiebung
—a 1 <i<N mit a : beliebiger Vektor

das System invariant lésst.(Das sind eigentlich 3 Verschiebungen mit Parametern a,, a,, a.)
d.h.
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Erinnerung an Bsp.:
L(w,y,&,9) = 5 (&° +§°) = U(2)

ist invariant fir y —y —a,
aber nicht fir = —x — a,
damit U dies fiir beliebiges (!) a erfiillt, muss (wenn nicht U =konst. gelten soll)

U(fl; e 7TN) = U(fl — Iy — Iy,

U darf nur von dem Teilchenabstandsvektoren abhéngen.
YT erhaltene GréBen (Bem.: Eichfunktion G = 0 gilt hier)
N
oL Or,
Ja , ”t — — . —_—
L, 7,1) Zl 5. D
oL
;

-
2.3

N
i=1

x-Komponente des Gesamtimpulses

Der Gesamtimpuls P ist erhalten bei Homogenitit des Raums

(E) Isotropie des Raums & Drehimpulserhaltung
Réumlich isotrop bedeutet, dass eine Drehung um einen beliebigen Winkel o« um eine

bel. Achse das System invariant ldsst.
mit Drehmatrix R,,

z — Achse || Drehachse

Wihle
cosae —sina 0
R, = sinaw cosa O
0 0 1
Es gilt also
fi = Ra Tz
T, = RaT, (weil 7, ein Vektor ist)

und auch

Damit folgt fiir die Kinetische Energie:
~ m.
T=Y iR R
; 2 —

T

=
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Fiir die orthogonalen Matrizen R, gilt
. 1 00
(R)') Ry'=R.R.=1=(010
00 1
also folgt fiir die LAGRANGE-Funktion:
= Z@ﬂ— Ry ey = o), Ry My — 1), -+
(;) " o U
(*): Bedingung: invarianz
U ist invariant, wenn
Ulry =g,y =1, -+ ) = Uy — 1o, [ry — 18], )
also U nur von den Absténden zwischen den Teilchen abhéngt.
= Es gibt die Erhaltungsgrofie wobei wir di benstigen. Aus Abbildung (3.21)

da a=0

Abbildung 3.21: Schaubild

folgt:

weil Ar Lr, &z fira—0
und |Ar| =71, sina
also Ar=zxr, (siche Abb.3.21)

und J lautet
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L. ist die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses L, der also bei Isotropie des Raums
erhalten ist.

(F) Galileiinvarianz & Schwerpunktsatz

Wenn unter einer (speziellen) Galilei-Transformation 7, =1r,—V t die verschobene
Lagrangedichte lautet

—Z 7‘ +V U(ﬁ +Kt,f2+Kt)
s

und das System homogen ist, d.h. (x) = U(r; — ry, 7y — 13, +)
also

L= Z%H—U+Z QV-i+V?)

d i
:L+527(2z-g+v2t)

i

also L auf Eichtransformation symmetrisch ist, dann gibt es die 3 Erhaltungsgréfien

i

= m;T.t —mur, = B, = const.
L) L) =20

= R =R,+ Pt (bewegt sich geradlinig gleichformig)
<~
Schwerpunkt

Bmi bewegte Bezugssystem (Schwerpunktsystem)

i

Bei Transformation auf das mit v = 5=

wird R also Erhaltungsgrofle.
Wiederholung:

e Translations-Invarianz

und

e Rotationssymmetrie

und L invariant

= L:Zfix]_)i:konst.
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‘ Newton ‘ Euler-Lagrange-Gl. ‘ Hamilton’sche-Gl
2 _ d oL _ oL _ . OH . . _ OH
my” =k Eadi_a%_o g_a_g’z—?_a_q

Galilei-Trafo.

Forminvarianz: KT ¢ = f(q,t) | kanonische Trafos qp — ¢, p’

3.5 Hamilton’sche Mechanik 11

3.5.0 Motivation

Weg von NEWTON zu HAMILTON!

3.5.1 Phasenraum

Der Phasenraum ist eine 2f-dimensionale Mannigfaltigkeit, gebildet mit den kanonischen
Koordinaten (q,p) = (Position, Impuls).

Die mechanische Bewegung entspricht einer Bahn im Phasenraum (q(t), p(t)) festgelegt
durch die

Hamilton-Gl. G =

und die Anfangsbedingungen:  ¢(t,) = g, ; p(to) = p,

Satze iiber Differentialgleichungen:
Zu jedem Startpunkt gehort genau eine Bahn, die keine Andere schneidet.

Bsp.: Pendel im Schwerefeld (sieche Abb.3.22)

2
szp—mqt%wg(l—cosq):T—i-U

SIS 7

s

Abbildung 3.22: Pendel im Schwerefeld

Autonomes Problem = H = E = konst.
Die Abbildung (gq(t),p(t)) die jeden Anfangspunkt (g ,p,) des Phasenraums zu einem
t

t # to den Punkt (q(t),p(t)) zuordnet, heilt Phasenraumfluss.
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U=~CA-conq) )

b 4
L3G. qi1), Piny B STARTPY,
a L]
0 3 % SSTRRTPUMLT

OFFEME i s““‘-‘“’ﬂ.lk

BAnrep

Eru,,  GECuLegoe
Bauvep
B,

Abbildung 3.23: a) Funktion fiir das Potential U b) Phasenraum

P4 MEPGE VO ANFALGSPUNGLTEM,
DR VO LUMEN ¥ AUSTULLT

? A VOLUMEP V()

LY

l‘

t= ty

q
+ >4
30\ go - q(ﬁ)b °

J~PrasErRMAMTFLASS "

v

Abbildung 3.24: Phasenraumfluss

3.5.2 Satz von Liouville

Siehe Abb.3.24.

Der Phasenraumfluss erhélt das Volumen, d.h. fiillen die Startwerte fiir viele Bahnkurven
den Bereich D(ty) des Phasenraums mit dem Volumen Vj aus, dann fiillen die (g(¢),p(t))
Punkte der Losungen der HAMILTON-Gleichungen zu den (vielen) Startpunkten einen an-
deren Bereich D(t) aus, der aber das selbe Volumen V' (t) = V4 einnimmt Bemerkung:
Dies ist die Grundlage der statistischen Mechanik (f ~ 10%3).

Beweis:

;
Vo = / 11 d¢ an?

D(to) i=1
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Volumen fiir t > tg
/ H dgi(t) dpi(t)
D(t) "

mit Abkiirzungen

(*): Trafo. der Integrationsvariablen
(**): Funktionaldeterminante der Trafo.

Betrachte nur ¢t —ty; t =1ty + 0t und berechne %

t:to‘
Dazu muss die Funktionaldeterminante:

0X
det {8X0 }

betrachtet werden. Mit einer Taylorentwicklung:

?

t=to

Xi(t) =X+ F, 6t +0(6%)
(x) (%)

(*): Abkiirzung
(*%): 6t = t — £,

erhalt man:

. . 8X
= Funktionalmatrix axb = dij + 8X0 5t + O(61?)

Damit folgt fiir die Determinante:

0X OF ,
det{aXO}—det{(SU—i—a 5 6t +0(t%) }_1+Zaxo

} 5t +O(t?)

OF
=1+ Spur {8X]Q

(NB: Beweis der letzten Gleichung siehe Entwicklungssatz der Determinante)
f . .
OF; 0q;(t op;(t
Spur{ }:Z Gito) P(O):(*)

X7 — g’ op?

(2
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und mit den Hamilton-Gleichungen:

(1) = 28
gi\lo) = apZ o
oH
5(to) = —
p(o) Bg; 1o

-
Divergenz des Phasenraumflusses

ZaXO fo) =0

also folgt fiir die zeitliche Anderung des Volumens:

V() = 0 1.0 0X
or
/ H dg; dp; Spur{aXO} 0

also % =0 und da ¢ beliebig war, gilt % = 0.

t=to

Bem.: Der Phasenfluss ist divergenzfrei! (Vergleichbar mit inkompressiblen Fliissigkei-
ten aus der Hydrodynamik)

3.5.3 Poisson-Klammern

(= Kommutator in der Quantenmechanik)
(A) Definition:

Fiir 2 Variablen im Phasenraum  F(q,p,t) und G(q,p,t) ist die Poisson-
Klammer definiert durch:

Sie ist selber eine Funktion von ¢, p,t.

(B) Fundamentale Eigenschaften
1. Antisymmetrie {F,G} = —{G,F}
2. = {FF}=0
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3. Linearitdt mit ¢y, co = konst. 1 {c1F) + coF2, G} = ¢ {F1,G} + ¢ {F, G}
4. Nullelement {F, konst.} =0

5. Produktregel {F,GH}={F,G} H+G {F,H}

6. Jakobiidentitat {F, {G,H}}+{G, {H,F}}+{H, {F,G}} =0

(C) Elementares Beispiel:

L Agqt=0={pip;} ; {apj}=20;
2' {QHH} - g_i ; {szH} — 31]1

(D) Hamilton’sche Bewegungsgleichungen

Satz.:
Die totale Zeitableitung einer im Phasenraum definierten Funktion — F'(q,p,t) ent-

lang der durch die Bewegung des Systems gegebene Bahn (d.h. g(t) und ]_)(t)_aus H-GI)
ist

d oOF
H—Fkt.

Bew.:

f
d OF . OF ] . OF
Bl A el S el “
TR {8quZ+_ap¢pJ "o

H-GlI. OF OH OF 0H OF

dq; Op;  Op; 0q; i ot

weil %qi = %pi =0
(E) Erhaltungssitze

Satz.:

Eine Grofle  F(g,p) ; (% =0) , die also nicht explizit von der Zeit abhéngt,
ist eine Erhaltungsgrofle, wenn ihre Poissonklammer mit der HAMILTON-Funktion ver-
schwindet::

{FH} =0
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Bew.:

(F) Koordinatenunabhiingigkeit

Satz.:
Die Poissonklammern sind invariant unter den sog. ”kanonischen Transformationen”.

Wiederholung:
Poisson-Klammer:

oOF 0G OF 0G
F
ey = Z dq; Op;  Op; Oq;

fiir zwei Variablen F,G im Phasenraum.

Bewegungsgleichung;:
d —F t oF FH
SE(t) p(0) = S+ ()
Erhaltungsgrofle:
F(q(t),p(t)) = const. = {F.H}=0
Bemerkungen:

e Eine Grofle F ist also eine Erhaltungsgrofie, wenn ihr Kommentator (ihre POISSON-
Klammer) mit der Hamiltonfunktion H verschwidnet.

0H
{HH} =0 = H = F = const. (:)W_O
Die Bedingung, dass die Gesamternegie E/ konstant ist, ist gleichbedeutend, damit,

dass die Hamiltonfunktion nicht explizit von der Zeit abhéngt.

e Wir konnen folgern, dass der Gesamtimpuls P eines N-Teilchensystems erhalten
bleit, wenn:
{Q,H} =0 = p=const.

3.5.4 Symmetrietransformation

(A) Definition der Erzeugenden einer Symmetrietransformation

Sei eine kontinuierliche Abbildung (d.h. wir kénnen nach dem Parameter, der auf-
taucht, differenzieren)des Phasenraums in sich gegeben durch: ¢*(¢,p) & p*(¢,p) (mit
differenzierbarer, invertierbarer Abbildung, die abhédngig vom Parameter « ist, ¢*=° =
q, p"‘*o = p) dann heiit G(g,p) die Erzeugende der Abbildung, wenn eine beliebige
Variable F ( ,p) sich unter ‘der Abbildung so transformiert, dass gilt:

d%ﬂga,ga) — {F.G} (3.112)

a=0
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In der PoissoNn-Klammer rechts tauchen nur die Variablen ¢,p auf.

Bemerkung: o

Wie beim NOETHER-Theorem wird nur die Ableitung bei o = 0 benétigt.

(B) Verallgemeinertes Noether-Theorem

Satz:

Wird die kontinuierliche Abbildung durch kanonische Transformationen gegeben und
ist die Hamiltonfunktion invariant, d.h. H(q“p“) = H(q,p), dann ist die dazu
gehirende Erzeugende eine Erhaltungsgréfie. o

Umgekehrt ist jede Erhaltungsgrofie eine Erzeugende einer Symmetrietransformati-
on. In dieser Umkehrung liegt die Verallgemeinerung zum bisher bekannten NOETHER-
Theorem, diesen Schluss kann man nicht aus dem bekannten erhalten.

Auch wenn dieses Konzept hier nur angesprochen wird, so wird es in der Quanten-
mechanik benotigt werden.

Beweis:

Wegen der Invarianz der PO1SSON-Klammer unter kanonischer Transformation gilt:

{H(¢".p"),G(¢*p")} = {H(a.p),G(ap)}
= 0= d% H(q".p")|,_o = {H(ap).Glg.p)}

< G(q,p) = const.

Dabei wurde bei * die Invarianz von H wie oben beschrieben verwendet.

Im néchsten Abschnitt ist nur noch die Aussage, dass die kanonische Transformation
die PoissoN-Klammer erhélt zu diskutieren. Der genaue Beweis ist allerdings sehr
aufwindig, darum wird er im Rahmen dieser Vorlesung nicht durchgefiihrt.

3.5.5 Kanonische Transformation

Fiir das NOETHER-Theorem war eine beliebige Koordinatentransformation ¢* =
q“(q,t) moglich, unter der Bedingung, dass die Transformation kompaibel ist (Bedin-
gung aus der Mathematik). Fiir die Formulierung im Phasenraum sind allgemeinere
Transformationen:

) (3.113)
) (3.114)

o a(
(87

(

moglich, nur miissen diese gewisse Bedingungen erfiillen. Man hat nun mehr Frei-
heit, als beim LAGRANGE-Formalismus, weil man die Koordinaten ¢ und p bei der
Transformation mtieinander verkniipfen kann. (auch die Zeit ¢ kann in den Trans-
formationen explizit auftreten)

=B I

q,
q,

LSS
I
SIS

Definition:
Eine zeitunabhéngige Transformation im Phasenraum:

Q(g.p)
(4.p)

—
—

o [
I |

&
SRS
ASENLS
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ist kanonisch, genau dann wenn die fundamentalen PoO1ssoN-Klammern invariant
sind, d.h.:

< {aqt = {pipi} =0 & {qp;} =i
Satz:

Kanonische Transformationen erhalten die POISSON-Klammern.
Beweis:

oF 0G  OF 0G
}‘ZanaP OB 00

. Z (8F Oq;  OF apj) oG
aq] 0Q; 61)]- 0Q;

Z 03, G _ 0 0G\  OF |
Oq] 0Q; 0P, 0P, 0Q;) ' op;

$W@@GQE%QL9MQP @ﬂh@f@@@ﬂ@ﬂ}

{F(Q.P),G(Q,P

Verwendet man nun die letzte Gleichung fiir G(Q,P) = ¢.(Q,P) oder G' = p.(Q,P)
dann werden die PorssoN-Klammern zu den Fundamentalen P0O1ssoN-Klammern,
wenn diese schon bekannt sind ({¢;.,p;} = 0;;), dann folgt:

{G( Qe Q } - =
Einsetzen liefert dann mit der Ersetzung F' — G

oFr oG  OF 0G
{FvG} = 5.
; 0q; 8pj 8p] 8qj

ape

Damit ist also:

{F(Q.P)G(@QP)} ={F(gp)Glap)} (3.115)
Satz:
Die Transformation gegeben durch

Qa(é_],_) —yq i OéaGCé;’p) O(Oé2>

ol o\ 9G(¢.p)

P(ap) =p— 0=t + Ofa?)

ist kanonisch (linear in o) (G wird die Erzeugende)

Beweis:
o oG oG
{Qz 7pj} = {qlap]} + « |:{ apz >pj} - {qzaaq] }1 + O( )
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damit folgt fiir eine beliebige Funktion F:

d OF dg¥ 8F dp¢
_F (07 (0% 1 K3
da (¢"p ) Z g da 8p? da |
B Z OF 0G  OF 0G
N dq; Op;  Op; Oq;
d
o | Ry te) (3.116)
do - a=0

Aus diesem Grund, wird G als Erzeugende der Transformation bezeichnet.
Dies haben wir fiir die HAMILTON-Funktion schon angewendet, mit dieser Erzeugenden

berechnen.
a=0

G konnen wir also %H

3.6 Naherungsverfahren & Stérungstheorie
Liste von exakt 16sbaren Problemen der Physik:

o freies Teilchen (klassisch, Quantenmechanik, Quantenfeldtheorie)

e harmonischer Oszillator

e :-Potential (KEPLER, H-Atom, SCHRODINGER)

e 2-Niveau System (PAULI, DIRAC)

e zweidimensionaler Ising Magnet (ONSAGER)

Da diese List der idealen Probleme, welche mit Physik eindeutig gelost werden kénnen sehr
beschrénkt ist, soll hier der Versuch behandelt werden, reale Probleme durch Stérungs-
verfahren mit solchen ideale Probleme zu nihern (zu lésen).

3.6.1 Asymptotische Entwicklungen & O- Symbol

Ein kleiner Parameter € mit |¢| < 1 misst den Unterschied zwischen realem und idealem
Problem, d.h. fiir £ = 0 ist das Problem ein ideales Problem.

Gesucht ist die Funktion f(¢) oder wenigstens eine sogenannte asymptotische Ndihe-
rung f(c) gegeben durch:

=> fule) (3.117)

n=0

mit |f;| < |f;] fiir i > j im Limes ¢ — 0.

Definition:

f ist asymptotische Ndherung, wenn mit dem kleinsten Element in der obigen Summe
(das gerade noch mit genommen wird) fy, gilt:

fe) = f(e) =0
)

4 0
fule
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Typischerweise ist f eine Potenzreihe in e, d.h.:

fn =c"¢c,
) M
&fe) = Z Cne”
n=0
wir wollen:

M
f({-j) - Z cngn e—0

— 0
cM+1

Cym

d.h. der Unterschied f — f < AeM+! mit einer festen Konstanten A.
Schreibweise:

M
f&)=F(e) =) cac" + O(MH)
n=0
Das Lambda-O Symbol bedeutet:
x=0(e) wenn |z| < Ae

Vorlesung vom 20.01. wird noch ”vermisst”.

Oy + 1o = —%Béz + gAQRQ —2R 5,0 - cos(1p + ©) + [20;R] - sin(o + O)

Vv
naiv

+ nicht sékulare Terme (3.118)

aus den POINCAREschen Sékularbedingungen,dass die resonanten Kréfte auf y, verschwin-
den miissen, folgt also:

OrR(1) =0 —  R(r3,...) =1+ 0(c%) (3.119)
und
- § _ 3 2 _ § _ 3 2\ _2
0 = 8B 12A —  O(n) = (83 12A ) £ wot (3.120)

mit 7, = e2wot. Es ergibt sich also eine Anderung der Frequenz des anharmonsichen
Oszillators relativ zum harmonischen Oszillator:

W0t+@
W = 7

(3.121)

Aus diesem grund kommt man mit der Storungsrechnung auf keine verniinftige Losung.
Losung des anharmonischen Oszillators bis einschlieBlich der Ordnung &2 ist:

1 1
x(t) =¢-coswt +e*A- (6 cos 2wt — 5) +0(e%) (3.122)
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mit der Frequenz

W= wp - (1 +&° (23 — %/P)) (3.123)

Die Frequenz der Schwingung héngt also von der Amplitude ab. Nur beim Spezialfall des
harmonischen Oszillators ist wy unabhéngig von der Auslenkung.

3.6.2 Anwendung auf fast kreisférmige Bahn im Zentralfeld

Die Bewegung eines Massepunktes im Potential U (r) gegeben durch die Lagrangefunktion:

L= %f —U(r) (3.124)

fithrt gemés §3.2.2 (C) auf ein radiales Problem:

" 0 : [
mit = _EUQ( r)  mit U(r)=U(r)+

(3.125)

2mir?

Zusitzlich gilt Drehimpulserhaltung: | = mr2y = konst.
Was ist nun ¢(t) 7
Untersuchen wir die gebundenen Bahnen, eine Bewegung mit U¢(r) < E:

v

2

Abbildung 3.25: Potential einer gebundenen Bahn

Hierbei sind 1 mit U¢(ry) = E die Umkehrpunkte und P die Minimumsposition des
Potentials U®. Fast kreisformig heif3t hier:

r(t) =P+ p(t) mit p(t) < P (3.126)

und fiithrt auf den anharmonischen Oszillator. Mit Taylorentwicklung um P herum folgt:

aUe LUt

8 1 0'U® A
|P Py o2 lp-p”+

US(r) ~ US(P) + lp ot o Sl

1
— 3.127
- (3127)
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Dass sich bei P nun ein Minimum befindet, bedeutet, dass %\ p = 0 ist. Daraus folgt:

ou [

—|p=—== 3.128
or [P mP3 ( )

Die ungestorte Radialfrequenz fiir kleine Schwingungen betrégt dann:

1 02
=1\/— = 3.129
Wo m Or2 |P ( )
und fiihrt auf die anharmonische Oszillation

p+ pwo(1+ Ap + Bp?) =0 (3.130)
mit A = % und B = %UUeT((PP)). Dies ist Ndherungslosung fiir kleine maximale Aus-

lenkung ¢ = —eP mit der Exzentrizitdt e. Fiir diese gilt: 0 < e < 1. Fiir die Bahn der
Erde ist e = 0,0167.
Die Losung der radialen Bewegungsgleichung ist damit:

r(t)=P- [1 — ecoswt + PAe? (% cos 2wt — %) + 0(63):| (3.131)

mit der Frequenz:

w=wp- <1 + e*P? (gB — %A2> + O(é”)) (3.132)

Die Bedeutung von e erschlieit sich aus der Betrachtung der Umkehrpunkte:

ry —r_ =1t = g) — 7 (t=0) =2eP + O(c?) (3.133)

Damit kann auch die Winkelbewegung bestimmt werden:

, l l 5 (3 5 (3 3
@zW:mPQ-[l+e (§+AP)+2€Coswt+e (é—AP>-COSZ(x}t+O(6 )}
(3.134)

Es folgt die mittlere Winkelgeschwindigkeit, wenn w die Winkelgeschwindigkeit der radia-
len Bewegung ist:

27

< at o(t) = Qp - {1 +é° (; - AP) + (9(63)} (3.135)

w
2m Jo

Q

Qo = # ist hierbei die ungestorte mittlere Winkelgeschwindigkeit. Die Integration des
Winkels ¢(t) ergibt, vom Perihel an:
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2e . e (3 , 3
et)=Q- |t+ " sinwt + o (5 + AP> sin 2wt + O(e )} (3.136)

Die Anwendung auf die Bewegung der Erde um die Sonne, die Keplerbahn mit U(r) =
—'y@ (siche Aufgabe 39), dessen Minimum —5; = 7”;—]2‘/[ bei P = wi—zM liegt, fithren zu

mP3
Umlaufperiode und Frequenz:

l 3 6

Wo= g = Q  sowie auf A= ~5 B = 2 (3.137)
Desweiteren folgt damit:
3 9 3
und
. 5% 3
o(t) = wt + 2esinwt + — sin 2wt + O(e?) (3.139)

Dies legt die Dauer der Jahreszeiten fest und bestimmt zusammen mit anderen Faktoren
die Tageslédnge iiber die sogenannte Zeitgleichung.
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