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Kapitel 1

Phinomenologische Grundlagen

1.1 Thermodynamische Beschreibung von Phaseniibergingen,
Ordnungsparameter

Verfolgt man die Gleichgewichtszustéinde einer bestimmten Substanz makroskopischer
Ausdehnung wiahrend des Abkiihlens von sehr hohen Temperaturen aus, so lassen sich
mehrere Phasen mit jeweils charakteristischen thermodynamischen Eigenschaften un-
terscheiden. Stark vereinfacht findet man mit abnehmender Temperatur die Abfolge:

Plasma (Ionen + Elektronen)
atomares Gas
molekulares Gas
Fliissigkeit
kristalliner Festkorper

Man erkennt daran bereits, dal in jedem Schritt Bindungsenergie gewonnen wird.
Gleichzeitig wird eine Abnahme der Entropie in Kauf genommen, die jedoch mit sin-
kender Temperatur an Bedeutung verliert.

Innerhalb des fliissigen und festen Zustands begegnet man dariiber hinaus einer
groflen Vielfalt an Phaseniibergingen. Bestimmte, aus anisotropen Molekiilen be-
stehende Fliissigkeiten bilden fliissige Kristalle. Helium, welches als einzige Substanz
unter Normaldruck bis T" = 0 K fliissig bleibt, zeigt die Erscheinung der Superfluiditit.
Innerhalb des Festkorperbereichs finden sich je nach Temperatur 7" und Druck p im
allgemeinen mehrere Phasen mit unterschiedlichen Kristallstrukturen. Abgesehen von
strukturellen Ubergiingen sind magnetische Phaseniiberginge und die Supraleitung
von besonderem Interesse.

Fin eigenes Gebiet bilden Phaseniibergéinge in Verbindung mit Festkorperober-
flichen (Oberflichen-Rekonstruktionen, Rauhigkeitsiibergéinge, Benetzungsiiberginge,
Phaseniibergéinge in Adsorbatsystemen etc.).



Beispiele

i) Molekulares System—Gas/Fliissigkeit /Festkorper.

Betrachtet wird ein 1-komponentiges System mit fester Molekiilzahl N. Zwi-
schen den Variablen p (Druck), V' (Volumen) und 7' (Temperatur) besteht ein
Zusammenhang p = p(V,T), der sich als Zustandsfliche im (p, V,T)-Diagramm
nach Abb. (1.1) darstellen ld8t. Verschiedene, durch Unstetigkeiten in der
extensiven Variablen V getrennte “Blétter” der Zustandsfliche représentieren
jeweils die thermische Zustandsgleichung verschiedener Phasen. (Da die ex-
tensiven Groflen N und V nur durch ihr Verhéltnis n = N/V (Anzahldichte)
eingehen, kann man auch die Funktion p = p(n,T') betrachten.) Diese Unstetig-
keiten definieren nach Projektion der Zustandsfliche in die (p,T')-Ebene Linien,
entlang deren jeweils zwei Phasen koexistieren. Bei gegebenem Druck kann man
daran die Ubergangstemperaturen fiir Verdampfung, Gefrieren und Sublimation
ablesen. Das so entstehende Phasendiagramm in der (p, T')-Ebene, Abb. (1.2a),
weist zwei charakteristische Punkte auf. Am Tripelpunkt konnen die drei Phasen
Gas, Fliissigkeit und Festkorper koexistieren, vgl. die Gibbs’sche Phasenregel.
Bewegt man sich entlang der Koexistenzkurve Gas/Fliissigkeit zu hoheren Tem-
peraturen hin, so nimmt der Dichteunterschied beider Phasen kontinuierlich ab
und verschwindet am Endpunkt der Koexistenzkurve, dem kritischen Punkt.
Abb.(1.2b) zeigt das Phasendiagramm in der (7', n)-Ebene.

ii) Magnetisches System—Paramagnet/Ferromagnet.

Betrachtet wird ein uniaxialer Magnet, dessen magnetisches Moment nur ldngs
einer einzigen, durch die Kristallgeometrie gegebenen Achse ausgerichtet ist.
Die Zustandsfliche, die den Zusammenhang zwischen B (dufleres Feld), Mges
(magnetisches Gesamtmoment) und T darstellt, zeigt Ahnlichkeit mit Abb.(1.1)
im Bereich des Ubergangs Gas/Fliissigkeit. Dabei entsprechen sich die GroBen
V=Mges und p= — B; vergleiche die Ausdriicke fiir die quasistatische Arbeit
0Ay = —pdV bei Volumenénderung bzw. 04,490 = BdMgyes bei Anderung
des magnetischen Moments. Nach Projektion in die (B,T)-Ebene entsteht das
Phasendiagramm Abb.(1.3), welches Abb.(1.2a) analog ist; die Magnetisierung
M = Mges/V in Abhéngigkeit von 7" fiir verschiedene B zeigt Abb.(1.4).

2—Phasen—Koexistenz

Nach den Regeln der Thermodynamik (Maximumprinzip der Entropie) kann man aus
der Kenntnis der thermodynamischen Potentiale von zwei getrennten Phasen auf die
Bedingungen schlieflen, unter denen sie koexistieren. Wir ziehen wieder das Beispiel
Gas/Fliissigkeit heran. Die Koexistenzbedingungen lauten:

Ty="Tp, pg=pp, Mg = [ (1.1)

Das chemische Potential p einer (homogenen) Phase ist identisch mit ihrer freien
Enthalpie (Gibbs’sche freie Energie) pro Teilchen, p = G/N. Die Auswertung der
Bedingung f4(T', p) = ppi (T, p) entlang der Koexistenzkurve fiihrt mit dp = —sdT" +
vdp (s = S/N Entropie pro Teilchen, v = V/N = n~! Volumen pro Teilchen) auf die
Gleichung von Clausius—Clapeyron:
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Abbildung 1.1: Zustandsfliche von Argon in den Variablen p, V. T, bezogen auf den kriti-
schen Punkt (p. = 48.62bar, V. = 1.8839ecm3 /g, T. = 150.72K)

d —
<p> _ %9750 (1.2)
dT Koezx. Ug — Vfl
Dabei ist ¢ = T(sy — sy;) die Ubergangswiirme (latente Wirme) pro Teilchen.

Ehrenfest—Klassifikation

Vergleicht man die Potentiale G¢(T,p, N) = Npuy(T,p) mit Gy (T,p, N) = Nusp/(T, p)
so gilt am Ubergang Gy = Gy, jedoch sind die 1. partiellen Ableitungen (S =
—0G/0T; V. = 0G/0p) verschieden: S, > Sy; V; > V. Die Differenzen dieser
GroBen gehen gerade in (1.2) ein. Nach der Klassifikation von Ehrenfest bezeichnet
man diesen Ubergang als einen Phaseniibergang 1. Art. Am kritischen Punkt (pe, T)
mit der (jetzt eindeutigen) kritischen Dichte n. ist Sqg = Sy (keine latente Wirme)
und V; = Vy, jedoch treten in den 2. partiellen Ableitungen Unstetigkeiten (Singula-
ritdten) auf, z. B. in der isothermen Kompressibilitét

1 (oV 1 6°G

Man spricht dann von einem Phaseniibergang 2. Art. Ein anderes Beispiel fiir einen
Phaseniibergang 2. Art ist der Ubergang Normalleiter/Supraleiter, der mit einem
Sprung in der Warmekapazitét

oS 0*q
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Abbildung 1.2: a) Phasendiagramm (schematisch) eines 1-komponentigen molekularen Sy-
stems in der (p, T)-Ebene und b) in der (7, n)-Ebene.

verkniipft ist. (Gl.(1.4) definiert die Warmekapazitét bei konstantem Druck.) Nach
dem gleichen Muster lassen sich Uberginge hoherer Ordnung definieren. Fiir alles Wei-
tere bleibt die Unterscheidung zwischen Phaseniibergéngen 1. Art und den sonstigen,
“kontinuierlichen Ubergingen” wichtig. Auf eine Klassifizierung der kontinuierlichen
Ubergiéinge nach heutigen Gesichtspunkten wird spéter eingegangen.
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Abbildung 1.3: Phasendiagramm eines uniaxialen Ferromagneten in der (B,T)-Ebene. Un-
terhalb der kritischen Temperatur T, koexistieren bei B = 0 zwei Phasen mit entgegengesetzter
Magnetisierung.

M .

Abbildung 1.4: Temperaturabhéngigkeit der Magnetisierung eines Ferromagneten fiir ver-
schiedene duflere Felder B.



System Ordnungsparameter Beispiel kritische
Temperatur
Fliissigkeit /Gas Anzahldichte n — n, H>0 T. = 647.03K
Fliissigkeit /Kristall na H>0O
Ferromagnetismus magnetisches Moment Fe 1044.0K
Antiferro- magnetisches Moment FeF, 78.26K
magnetismus eines Untergitters
Ferroelektrizitét elektrisches Dipolmoment BaTiOgs 493K
bindre Mischung n1y — No CCly — C7F 4 301.75K
A-Linie *He “He-Amplitude(komplex) “He 1.8K-2.1K
Supraleitung Cooper- Paar- Pb 7.19K
Amplitude(komplex)

Tabelle 1 : Beispiele von Phaseniibergingen und zugehorige Ordnungsparameter

Phaseniiberginge und Symmetriebrechung

Kennzeichen eines Phaseniibergangs ist in den allermeisten Féllen eine Symmetriednde-
rung: gewisse Symmetrien der Hochtemperaturphase werden in der Phase bei tiefe-
rer Temperatur gebrochen. Gleichzeitig nimmt die Ordnung zu, begleitet von einer
Abnahme der Entropie. Dafl Erniedrigung der Symmetrie und Zunahme der Ord-
nung simultan vonstatten gehen, zeigt anschaulich das Beispiel des Systems Fliissig-
keit/Kristall. Der Gleichgewichtszustand einer unendlich ausgedehnten Fliissigkeit ist
invariant gegeniiber beliebigen rdumlichen Translationen, wahrend der Kristall nur ge-
geniiber einer Untergruppe, den diskreten Gittertranslationen invariant ist; als Folge
der kristallinen Ordnung ist die Symmetrie gegeniiber kontinuierlichen Translationen
gebrochen. Beim uniaxialen Magneten wird die Inversionssymmetrie der ferromagneti-
schen Phase gegeniiber der paramagnetischen Phase gebrochen. Néheres zum Konzept
der Symmetriebrechung findet sich in §2.2.

Ordnungsparameter, konjugiertes Feld

Als Ordnungsparameter ¢ bezeichnet man allgemein den Mittelwert einer (oder meh-
rerer) extensiver Observablen, bezogen auf das Volumen V| welche gerade denjenigen
Ordnungszustand zum Ausdruck bringen, der die Tieftemperaturphase gegeniiber der
Hochtemperaturphase auszeichnet. Im eben erwdhnten Beispiel Fliissigkeit/Kristall
bilden die Fourierkomponenten n~ der gemittelten atomaren Dichte zu den reziproken

Gittervektoren G den Ordnungsparameter; fiir einen uniaxialen Magneten geniigt eine
1-komponentige Grofle, die mittlere Magnetisierungsdichte M ldngs der ausgezeichne-
ten Achse. Der Ubergang Fliissigkeit/Gas, bei dem keine Symmetriebrechung vorliegt,
158t sich problemlos in die Uberlegung einbeziehen, wenn man die Anzahldichte relativ
zur kritischen Dichte, n —n., als Ordnungsparameter ansieht. Eine Ubersicht iiber die
wichtigsten physikalischen Typen von Ubergéingen mit den zugehdrigen Ordnungspa-
rametern zeigt Tabelle 1. Wie Ordnungsparameter von der Statistischen Mechanik
her zu definieren sind, wird in § 2.2 ausgefiihrt.

Um die Thermodynamik der geordneten Phase behandeln zu kénen, benétigt man
ein thermodynamisches Potential mit dem Ordnungsparameter ¢ als unabhéingige Va-
riable, z. B. die freie Energie F(¢), bzw. ihre Dichte f = F/V, vgl. §1.2. Damit 148t



sich ein zu ¢ konjugiertes Feld gemifl h = 9f/0¢ einfiihren. Bei einem Ferromagneten
entspricht h dem #ufleren Magnetfeld, bei einem fluiden System Fliissigkeit/Gas im
Wesentlichen dem chemischen Potential y = 0 f(n,T')/0n, wenn wir ¢ = n—n, setzen.

Umgekehrt gewinnt man den Ordnungsparameter aus der Legendre—Transformier-
ten fp = f — h ¢ mittels

¢ = —0fn/Oh (1.5)

Die Ordnungsparameter—Suszeptibilitit folgt durch nochmaliges Differenzieren,

_@__32fh
X=on = onz

(1.6)

In fluiden Systemen ist x = dn(u, T)/Ou = nk7, wobei

1 /oV 1 /0n
v (%), (), .

die isotherme Kompressibilitdt darstellt.

Verhilt sich der Ordnungsparameter ¢ unstetig am Ubergangspunkt, so liegt in
Ubereinstimmung mit Ehrenfest ein Phaseniibergang 1.Art vor. Abb. (1.5) zeigt das
typische Verhalten des Ordnungsparameters und der Wirmekapazitiit bei Ubergéingen
1.Art und bei kontinuierlichen Ubergéingen.

a) b)
ol @
—
T T
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c c
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Abbildung 1.5: Schematisches Verhalten des Ordnungsparameters und der Wiarmekapazitét
bei Phaseniibergéingen 1.Art (a) und kontinuierlichen Ubergéngen (b). Im Fall a) tritt eine
latente Wirme auf, die sich als d—artige Singularitdt in der Warmekapazitéit dufert.



Kritische Exponenten, Universalitit

Von jetzt ab betrachten wir kontinuierliche Uberginge. In den 2. partiellen Ableitun-
gen der freien Energie treten am kritischen Punkt Singularititen auf. Experimente
zeigen, daf} die entsprechenden physikalischen Groéflen bei Anndherung an den kriti-
schen Punkt nach Art von Potenzgesetzen divergieren. Ebenso zeigt sich, dafl der
Ordnungsparameter entlang der Koexistenzkurve nach einem Potenzgesetz am kri-
tischen Punkt verschwindet. Demzufolge lassen sich kritische Exponenten definieren,
welche das singulédre Verhalten der MeBgroflen asymptotisch im Grenzfall T' — T, bzw.
h — 0 charakterisieren:

Ordnungparameter
¢p~B(T.-T)°, T<T, (1.8)
¢~ D(sgnh)|h|Y/%; T=T; h—0 (1.9)
Suszeptibilitét
r.(r-17.)" T>T.
X—{ I (T,-T)": T<T, (1.10)
Wirmekapazitat
A(T-T)* T>T,
Cv = { A(T,-T); T<T, (1.11)

Diese Definitionen beziehen sich auf folgende Wege auf der Zustandsflache. Fiir T' < T,
bewegt man sich entlang der Koexistenzkurve in einer der beiden Phasen. Bei T' > T,
ist ¢ = 0 aufrechtzuerhalten; im Fall von Fluiden bewegt man sich also entlang der
kritischen Isochoren n = n.. Der Exponent ¢ ist definiert auf einem Weg entlang
der kritischen Isothermen. Bei Fluiden ist fiir 7' = T, das Feld A durch pu — p.
Zu ersetzen; wegen ji — fio = <g—g) (p — pc) ergibt (1.9) bis auf konstante Faktoren

C
n —ne ~ —sgn(p — pe)|p — pe| /0.

Die so eingefiihrten kritischen Exponenten variieren bei fester Dimensionalitéit d
von System zu System nur wenig. Typische Zahlenwerte bei d = 3 liegen etwa bei
B~ 1/3; v~ 4/3; a ~ 0.1. In speziellen Fillen ist o = 0; dies bedeutet, daf§ die
fiihrende Singularitidt in der Warmekapazitéit schwécher ist als jede negative Potenz
von |T —Tp|. So findet man in der Wirmekapazitit von fliissigem “He am A-Ubergang
eine logarithmische Divergenz in der Warmekapazitét.

Genaue Messungen fithren auf Erkenntnisse iiber die kritischen Phdnomene, die
erst aus einem tieferen Verstédndnis kontinuierlicher Phaseniibergéinge heraus erklarbar
sind (vgl. §3):

i) Universalitdt der kritischen Exponenten
Fliissigkeit /Gas—Uberginge in d = 3 sind generell durch 8 ~ 0.32, v ~ 1.24, a ~

10



0.11 und 6 ~ 4.8 gekennzeichnet, unabhdngig von der genauen Art der Wech-
selwirkung zwischen den Molekiilen. Dieselben Exponenten findet man auch
bei 3d uniaxialen Ferromagneten. Alle isotropen 3d Ferromagnete zeigen leicht
gednderte, untereinander aber wiederum einheitliche Werte fiir die kritischen
Exponenten. In d = 2 findet man bei uniaxialen Ferromagneten und Fluiden
B =1/8 v =17/4; a =0 und 6 = 15. Die Systeme lassen sich also Klassen
zuordnen, mit universell giiltigen Exponenten innerhalb einer Klasse.

ii) Skalenrelationen
Zwischen den Exponenten bestehen Beziehungen, die sogenannten Skalenrela-
tionen. Insbesondere gilt

a=ad; y=+ (1.12)
sowie
a+28+v=2 (1.13)
und
Y= 86 1) (1.14)

Weitere kritische Exponenten und weitere Skalenrelationen werden in § 3.1 ein-
gefithrt. Insgesamt verbleiben zwei unabhéngige kritische Exponenten.

iii) Skalenverhalten
Messungen etwa der Zustandsgleichung in hinreichender Néhe des kritischen
Punktes zeigen, dafl die Abhéngigkeit des Ordnungsparameters von 7' — T, und
h sich durch eine Funktion nur einer Variablen darstellen 148t, in der T — T,
und h in einer ganz bestimmten Kombination auftreten. Diese “Skalenfunkti-
on” besitzt ebenfalls Universalitdtseigenschaften, in gewisser Analogie zu einem
“Gesetz der korrespondierenden Zustiande”.

Die Punkte ii) und iii) sind eine unmittelbare Folge der in § 3.1 diskutierten Skalenhy-
pothese. Skaleneigenschaften und Existenz von Universalitatsklassen lassen sich aus
der Renormierungsgruppentheorie verstehen. Die Universalitéitsklassen definieren sich
im Wesentlichen nach der rdumlichen Dimension d des Systems und der Symmetrie
des Ordnungsparameters.

11



1.2 Landau—Theorie

Die Landau—Theorie (L.D. Landau 1937) gestattet eine besonders einfache, gleichzei-
tig weitgehend allgemeine Beschreibung des elementaren Systemverhaltens bei Pha-
seniibergédngen mit Symmetriebrechung. Ausgangspunkt ist zunichst die folgende,
allgemein giiltige Uberlegung. Es sei F(T,$) die freie Energie des Systems zu vorge-
gebenem Ordnungsparameter ¢. Prinzipiell kann man sich F(7, ¢) nach den Regeln
der Statistischen Mechanik definiert denken mittels einer eingeschréinkten kanonischen
Zustandssumme, in der nur iiber diejenigen Mikrozustinde summiert wird, die mit ¢
vertriglich sind. Welche Phase bei der Temperatur 7' vorliegt, bestimmt sich durch
Minimierung von F(T,¢). Wird F' durch ¢ # 0 minimiert, so ist im Gleichgewicht
die geordnete Phase, d.h. die Phase mit geringerer Symmetrie, die stabile. (Eventuell
existieren mehrere dquivalente geordnete Phasen.) Andernfalls wird die ungeordnete
Phase (¢p = 0) eingenommen.

Nach Landau geht man von der Annahme aus, daff in der Nihe der Ubergangs-
temperatur zwischen beiden Phasen der Ordnungsparameter ¢ klein ist, so dafl man
F(T, ¢) nach Potenzen von ¢ entwickeln kann. (Deswegen ist die Landau-Theorie in
erster Linie fiir Phaseniibergéinge zweiter Art zustéindig.) Die Koeffizienten in dieser
Entwicklung, die sogenannten Landau—Koeflizienten, sind phinomenologische Para-
meter. Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall eines 1-komponentigen (skalaren)
Ordnungsparameters und eine freie Energie mit der Symmetrie F(T, ¢) = F(T,—¢),
wie sie z.B. bei einem Ising—Ferromagneten vorliegt. ¢ ist dabei gleich der gemit-
telten Magnetisierungsdichte. Somit treten in der Landau-Entwicklung nur gerade
Potenzen in ¢ auf. Fiir die Dichte der Differenz der freien Energien zwischen beiden
Phasen, f = AF/V; AF = F(T,¢)— F(T,0); V=System—Volumen, kénnen wir daher
schreiben

f(¢) = g¢2+u¢4+... (1.15)

Unter der Annahme u > 0 werde diese Entwicklung nach dem Term o< ¢* abgebrochen.
Entscheidend fiir das Auftreten eines Phaseniibergangs ist ein Vorzeichenwechsel von
r = r(T") bei Temperaturédnderung: Die Bedingung 7(7,.) = 0 bestimmt die kritische
Temperatur T, des Ubergangs. Nahe T, kénnen wir annehmen, dafl
T-T,
r(T) = ro——3 r0>0 (1.16)

C

£
3
I

u(Te) =u>0

Abb.(1.6) stellt den schematischen Verlauf von f(¢) fiir die beiden Félle T < T, dar.
Notwendig zur Bestimmung von ¢q ist die Gleichung 0f/0¢ = r¢ + 4u¢® = 0. Es
ergibt sich

0 T>1T,
T) = falls 117
w=1 (1.17)
+ () T<T,
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Abbildung 1.6: ¢—Abhingigkeit der Dichte der freien Energie (1.15) fir T > T, bzw. T < T..

d.h. beir < 0 (T < T.) ist die geordnete Phase stabil, im umgekehrten Fall die unge-
ordnete. Fiir T ' T, verschwindet der physikalisch beobachtete Ordnungsparameter
¢o(T) stetig, mit ¢o(T) o (T, — T)'/2. Der kritische Exponent (3, vgl. (1.8), hat also
in der Landau-Theorie den Wert 1/2.

Mit diesen Ergebnissen folgt unmittelbar, daf§ die Warmekapazitét fiir festes Vo-
lumen
05 O*F (T, ¢o(T))

C=T—=-T

oT ~ oT2 (1.18)

bei T, einen Sprung zeigt, der kritische Exponent «, siehe (1.11), also gleich Null
ist. Zur Berechnung der Sprunghthe AC geniigt es, bei der Differentiation nach T
in (1.18) nur Abhéngigkeiten der Form T' — T, zu beriicksichtigen und sonst iiberall
T =T, zu setzen. Fir T < T, folgt

AS)V = —0f/dT

10r
= —567(¢O(T))2+ <8¢>¢0 a7

2
rg Te—T

- _ <0 1.19
8Tou T, — ( )

Die Entropie verhélt sich somit stetig bei T,; aufgrund einsetzender Ordnung ist AS <
0. Schliefllich folgt fiir den Sprung in der Wérmekapazitit AC = T.(0AS/OT )1, (vgl.
Abb. (1.7))

13



Abbildung 1.7: Sprung in der Warmekapazitét bei 7.

2
"0

AC)V = ST.u

(1.20)

Das bisher Gesagte 1483t sich ohne weiteres durch Mitnahme des zum Ordnungspara-
meter konjugierten Feldes h verallgemeinern; dabei ist f zu ersetzen durch

fn=f—ho (1.21)

Zwischen beobachtetem Ordnungsparameter, Feld und Temperatur besteht wegen
Ofn/0¢ = 0 die Zustandsgleichung

af
a5 =" (1.22)

Zunichst setzen wir T # T, voraus und betrachten die Anderung des Ordnungspara-
meters gegeniiber (1.17), d¢ = ¢ — ¢, im Limes kleiner Felder h, so da§ wir bzgl. h
und ¢ linearisieren kénnen. Gesucht ist also die lineare Systemantwort, ausgedriickt
durch die Ordnungsparameter—Suszeptibilitéit xy = d¢/h, bzw.

‘= (gi)}lzo (1.23)

Fir T > T, (¢o = 0) fihrt (1.23) fiir h — 0 sofort auf die Bedingung rd¢ — h = 0,
d.h. x = r~!. Explizit erhalten wir ein Curie-Weifl-Gesetz:
1.

- . T 1.24
X (T —T) ¢ (1.24)

14



Eine einfache Rechnung fiir 7' < T, liefert ebenfalls ein Curie-Weifl—Gesetz mit einer
etwas gednderten Curie-Konstanten,

T

=—° . T<T, 1.25
2ro(T. — T) ¢ (1.25)

X

Bei T' = T, divergiert die Suszeptibilitit, da die Kriimmung von AF bei ¢ = 0 ver-
schwindet. Zwischen Ordnungsparameter und duflerem Feld besteht jetzt kein linearer
Zusammenhang. Vielmehr finden wir bei r = 0 mit df;,/9¢ = 4u¢® — h = 0, sofort

b0 = (4};)1/3 (1.26)

Die Ausdriicke (1.24)—(1.26) definieren, wie der Vergleich mit (1.10) und (1.9) zeigt,
die kritischen Exponenten v und §. Zusammengefaf3t liefert die Landau—Theorie die
sog. “klassischen FExponenten”

3=1/2, v=1, a=0, 6=3 (1.27)

Sie gelten nach dieser Theorie ganz allgemein, d.h. sie sind unabhéngig von den
Werten der Landau—Parameter, von der rdumlichen Dimension d des Systems und vom
Charakter des Ordnungsparameters. Dieselben Exponenten liefert die Molekularfeld—
Theorie (§2.3). Jedoch weichen die experimentell gemessenen kritischen Exponenten
hiervon zum Teil erheblich ab, vgl. §1.1.

Das bisher skizzierte Vorgehen ist unmittelbar auch auf Systeme mit mehrkom-
ponentigem Ordnungsparameter und Anisotropien verallgemeinerbar. Es sei qg =
(¢1,...¢n) ein n—komponentiger Vektor, und das System sei isotrop. Dann darf die
Dichte der freien Energie nur von drehinvarianten Kombinationen der ¢; abhingen
(O(n)-Modell):

n n 2
f:;Zgb?Jru(qu?) T (1.28)
=1 =1

Der Fall n = 2 entspricht z.B. einem isotropen Supraleiter mit komplexem Ordnungs-
parameter ® (¢1 = Re®; ¢ = Im®P), wihrend der Fall n = 3 bei einem isotropen
Ferromagneten realisiert ist. In Gegenwart eines d&ufleren Feldes h muB man fiir T < 7T,
dann die transversale von der longitudinalen Suszeptibilitdt unterscheiden, je nach-
dem ob h L qg oder h I q? Ist der Ordnungsparameter ein 3—komponentiger Vektor
und liegt kubische Anisotropie vor, so ist die Landau—Entwicklung bis zu Termen 4.
Ordnung gegeben durch

. 3 3 2 3
f:2;¢?+U<;¢?> oy (1.29)

mit u > 0, |v] < u.
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Phaseniiberginge 1. Art

Maflgebend fiir das Auftreten eines Phaseniibergangs 1. Art ist ein Verlauf der Funkti-
on f(¢), wie er in Abb. (1.8a) dargestellt ist. Die Ubergangstemperatur Ty bestimmt
sich aus der Bedingung, dafl bei ¢ = 0 und bei einem Wert ¢y # 0 entartete lokale
Minima auftreten. Letzteres wird fiir T' < Ty zum absoluten Minimum. Offensichtlich
verhélt sich nun der Ordnungsparameter ¢o(7") bei T unstetig; sein Temperaturver-
lauf ist schematisch in Abb. (1.8b) dargestellt.

Ein Verhalten wie in Abb. (1.8a) wird z.B. durch den Ausdruck
J(@) = 50 +ud" + vg” (1.30)

nachgebildet, mit r(T") = ro(T — T%)/T*; 1o > 0,u < 0 und v > 0. Man rechnet
leicht nach, dafl die Ubergangstemperatur 7 und der Sprung des Ordnungsparameters
¢(Tp) bestimmt sind durch

2

r(Tp) = 12% (1.31)
¢(To) = (%)1/2 (1.32)

Zu beachten ist, da Ty > T, wobei T™ wie in (1.16) durch r(7™) = 0 gegeben ist. Im
Temperaturbereich T* < T' < Ty ist die ungeordnete Phase (¢ = 0) metastabil, d. h.
sie ist wegen (8°f/0¢*)y—o > 0 stabil gegeniiber hinreichend kleinen Anderungen von
¢, ohne aber dem absoluten Minimum von f(¢) zu entsprechen. Dieses Verhalten legt
die Vorstellung nahe, dafl die ungeordnete Phase sich bis zur Temperatur 7™ herab
unterkiihlen 148t. Denn bei derjenigen Temperatur, fiir die

O f B
<&¢2>¢o =0 (1.33)

gilt, endigt die lokale Stabilitit der ungeordneten Phase. Im Zusammenhang mit
Phaseniibergéingen 1. Art bezeichnet man 7% als die “spinodale Temperatur” der
ungeordneten Phase. Analoge Uberlegungen gelten hinsichtlich der Uberhitzung der
geordneten Phase.

Ein Phaseniibergang 1. Art tritt auch dann auf, wenn anstelle von (1.30) die
Dichte der freien Energie einen Term oc ¢% enthélt, f(¢) = 5¢? + we¢® + ug*, mit u >
0. Eine solche Form ist z.B. bei einem strukturellen Phaseniibergang eines Kristalls
zwischen einer kubischen Phase (T" > Tp) und einer tetragonale Phase (T' < Tp) zu
erwarten. Kennzeichnet nidmlich ¢ die Grofle der tetragonalen Verzerrung, so ist klar,
daBl unterschiedliche Vorzeichen von ¢ unterschiedlichen physikalischen Situationen
entsprechen, vgl. Abb. (1.9). Folglich ist f(¢) # f(—¢). Ein Term o w¢? in der
Landau—Entwicklung von f ist deshalb von der Symmetrie her erlaubt. Das Vorzeichen
von w regelt dabei, welcher der beiden in Abb. (1.9) gezeigten Fille realisiert wird.
Dieses einfache Beispiel weist schon darauf, dafl auch in komplizierteren Fillen durch
Betrachtung der Symmetrien beider Phasen auf die Form der Landau—Entwicklung
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* %

T To T

Abbildung 1.8: Phaseniibergang 1. Ordnung mit der Ubergangstemperatur Ty. a) Dichte
der freien Energie in Abhiingigkeit von ¢ fiir verschiedene T'. Bei Ty zeigt f(¢) zwei entartete
Minima. Das lokale Minimum von f(¢) bei ¢ = 0 verschwindet mit abnehmender Temperatur
bei der Unterkiithlungstemperatur 7% < Ty. Analog verschwindet bei der Uberhitzungstempe-
ratur T** das lokale Minimum bei ¢ > 0. b) Temperaturverlauf des Ordnungsparameters.

und damit auf die Ordnung des Phaseniibergangs geschlossen werden kann. Eine
Systematik hierzu wird durch die Gruppentheorie erméglicht.
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a

Abbildung 1.9: Tetragonale Verzerrung eines kubischen Kristalls. Gezeigt sind die beiden
Méoglichkeiten ¢ > a (“lange c—Achse”) und ¢ < a (“kurze c—Achse”).

Grundsétzlich beschrénkt sich die Landau—Theorie auf qualitative Aussagen der
Art, wie sie oben diskutiert wurden. Offen bleibt die Frage einer quantitativen
Abschiatzung der Landau—Parameter fiir ein reales System oder fiir ein bestimmtes
mikroskopisches Modell. Auf diese Frage kommen wir in §2.3 zuriick. Desweiteren
bleibt festzuhalten, daf3 die Landau—Theorie nur von dem wahrscheinlichsten Wert
des Ordnungsparameters, bestimmt durch das absolute Minimum der freien Ener-
gie, Gebrauch macht. Vernachlissigt werden Ordnungsparameter—Fluktuationen, die
vor allem dann wichtig werden, wenn die “Riickstellkraft” (9%f/9¢?)s—o nahezu ver-
schwindet, vgl. §2.5 und §2.6.
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Kapitel 2

Statistische Mechanik

2.1 Modellsysteme

Die Existenz verschiedener Phasen eines Stoffes aus den molekularen Wechselwir-
kungen heraus zu erkléren, ist eine zentrale Fragestellung der Statistischen Mechanik.
Bei den Untersuchungen spielen vereinfachte Modelle eine wichtige Rolle. Einerseits
ermoglichen sie es, auf verhéltnisméfig einfachem Wege die grundsétzlichen Phéno-
mene qualitativ zu verstehen, vgl. §2.3. Andererseits kénnen sehr oft quantitative
Aussagen aus Computersimulationen mit vertretbarem Aufwand gewonnen werden.
In Sonderfillen sind mathematisch exakte Ergebnisse bekannt. Im folgenden fithren
wir die einfachsten der géngigen Modellsysteme ein.

i) Ising—Modell
Jedem Punkt i eines regulidren Gitters in d Dimensionen wird eine Variable
0; = £1 (Ising-Spin) zugeordnet. Die Energie einer Spinkonfiguration {c;} ist
gegeben durch den “Ising—Hamiltonian”

1
H{UZ} = —5 ZJijO'in — hZJZ (2.1)
%,] A

Der erste Term stellt eine Paar—Wechselwirkung zwischen Gitterplédtzen ¢ und j
dar, ausgedriickt durch die Kopplungskonstanten J;;; der zweite Term beschreibt
die Kopplung eines dufleren Feldes h an den Gesamtspin. Allgemeiner kann man
auch ortsabhéngige Felder h; zulassen.

Stellt man sich unter o; = 1 die z—Komponente (T bzw. |) eines Spins S = 1/2
vor, der mit einem magnetischen Moment verbunden ist, so stellt (2.1) ein Modell
fiir einen unaxialen Magneten dar, bestehend aus wechselwirkenden lokalisierten
Momenten mit zwei Einstellmoglichkeiten. In vielen Féllen beschrankt man sich
auf Wechselwirkungen nur zwischen néchsten Nachbarn (NN),

J 1,7 NN
Jij = falls (2.2)
0 sonst
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ii)

Dann bedeutet J > 0 “ferromagnetische” und J < 0 “antiferromagnetische”
Kopplung.

Die kanonische Zustandssumme fiir ein N-Spin—System ist gegeben durch

Z(T,h,N)=> e FHloi} (2.3)
{oi}

Summiert wird iiber die 2V méglichen Spin-Konfigurationen. Die Berechnung
von (2.3) im 1-dimensionalen Fall (d = 1) kann z. B. mit der Transfermatrix—
Methode durchgefiihrt werden. Fiir d = 2 (Quadratgitter) und h = 0 gelang
Onsager (1944) im thermodynamischen Limes (N — oo) die exakte Bestimmung
des kritischen Punktes und von damit verbundenen singulidren Eigenschaften. In
d = 3 ist man auch heute auf Ndherungsmethoden angewiesen.

Gittergasmodell

Kennzeichnend fiir das Ising—-Modell war die Annahme zweier Zustande pro Git-
terplatz i.Verschiedene Interpretationen solcher Zustéinde sind méglich. Z.B.
kann man Teilchen auf das Gitter verteilen mit der Einschriankung, dafl ein be-
stimmter Gitterplatz entweder einfach besetzt (n; = 1) oder leer ist (n; = 0).
Besteht zwischen den Teilchen eine Paar—Wechselwirkung W;;, so hat die Energie
H{n;} einer Konfiguration von Besetzungszahlen {n;} die Gestalt

1
H{nz} = 5 Z Wijnmj — K Z n; (2.4)
©,] %

Zweckméfligerweise wird in H noch ein Term proportional zum chemischen Po-
tential 1 und der Gesamtteilchenzahl mit aufgenommen, so daf§ der (2.3) ent-
sprechende Ausdruck die groflkanonische Zustandssumme darstellt.

Solche “Gittergase” finden Anwendung z.B. auf Systeme von Punktdefekten in
Festkorpern, feste Ionenleiter, Adsorbatsysteme oder auch bei der Beschreibung
allgemeiner Eigenschaften von Fliissigkeiten in der N#he ihres kritischen Punk-
tes.

Werden die Besetzungszahlen n; durch “Pseudospins”

g; = 271,‘ -1 (25)

ersetzt, so geht (2.4) bis auf eine additive Konstante in (2.1) iiber, mit

1 1%
Jij=— Wi h=75 - > Wi (2.6)
J

Attraktive Wechselwirkungen im Gittergas, W;; < 0, entsprechen ferromagneti-
scher Kopplung, J;; > 0. Magnetische Phasen mit iiberwiegend o; = 1 bzw.
0; = —1 entsprechen im Gittergas einer dichten Phase (“Fliissigkeit”) oder
verdiinnten Phase (“Gas”). Umgekehrt fithren repulsive Wechselwirkungen,
Wi; > 0, zu Phaseniibergéingen des Typs Ordnung-Unordnung; das magneti-
sche Analogon geordneter Uberstrukturen sind antiferromagnetische Phasen.
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iii) Binire Legierungen
Metallische Legierungen zeigen oft eine Vielfalt verschiedener Phasen bei anné-
hernd festem Grundgitter. Die atomaren Konfigurationen einer binéren Legie-
rung des Typs A, Bj_; lassen sich durch Pseudospins {o;} darstellen, mit

o = { _11 } < Gitterplatz i besetzt durch { A

B } —Atom

Wir nehmen an, da zur Bestimmung der Energie H{o;} einer Konfiguration
nur paarweise NN-Wechselwirkungen zu beriicksichtigen sind und zwar je nach
Typ der NN-Bindung:

A—A Vaa
A-B < Wechselwirkungsparameter ¢ Vap
B-B ViB

Offenbar ist die Energie ausdriickbar durch die Anzahl Ng4 von (A — A)-
Bindungen usw.,

H = NaaVaa+ NapVap + NpsVar (2.7)

Bei gegebener Anzahl N4, Np von A— bzw. B—-Atomen unterliegen die Gréfien
Naa, Nap und Npp den Nebenbedingungen

ZNg = 2Ng4+ Nap
zNp = 2Npp+ Nap (2.8)

z ist die Koordinationszahl des Gitters, zIN4 die Anzahl aller von A-Atomen
ausgehenden Bindungen usw. Werden N4 und Npp eliminiert, so entsteht
H = 2JNap + 5(NaVaa + NgVpp). Dieser Ausdruck ist identisch mit dem
Ising—Hamiltonian

H = const. — J Z oi0j — hZUi (2.9)
(NN) i
wenn
1
J=- <VAB . VAA + VBB> (210)
2 2
z
h = i(VBB_VAA) (2.11)

In (2.9) bedeutet ) _ ;5 eine einfache Summation tiber NN-Paare (i, j). Thermo-
dynamische Eigenschaften zu festem N4, Ng, demzufolge zu konstantem ), o; =
N4 — Np, werden also nur durch die eine Kopplungskonstante J bestimmt. Die
beiden moglichen Vorzeichen J > 0 bzw. J < 0 bedingen jeweils eine Tendenz
zu Phasentrennung bzw. Uberstrukturbildung.
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iv)

Heisenberg—Modell
Der Hamiltonoperator

== S Jysid - iy 5 (2.12)
ij i

beschreibt aus lokalisierten Momenten aufgebaute, isotrope magnetische Syste-
me. 5; = (Siz, Siy, Si») bezeichnet die Spinoperatoren am Ort ¢, mit den be-
kannten Drehimpuls—Vertauschungsrelationen [s;z, s;,] = 6;(ihs;;) usw., sowie
(51)% = A%2S(S + 1). Durch die Art des magnetischen Ions in der betreffenden
Substanz ist die Grofle des Spins S festgelegt. Anwendungen sind Verbindungen
der Seltenen Erden, z.B. EuO.

Im Gegensatz zu i) bis iii) stellt (2.12) ein quantenmechanisches Modell dar.
Quanteneffekte sind am stérksten ausgeprigt fiir Systeme S = 1/2; fiir hinrei-
chend grofie S gehen die §; in klassische Vektoren iiber (klassisches Heisenberg—
Modell).

In Abwesenheit eines duBeren Feldes h = 0 vertauscht der Gesamtspin M =
> ;8 mit dem Hamilton-Operator: [H, M] = 0. Darin driickt sich die Drehin-
varianz des Systems aus. In einem ferromagnetisch geordneten Zustand mit
(8;) # 0 ist die Rotationssymmetrie gebrochen. Die Brechung einer konti-
nuierlichen Symmetrie zieht allgemein die Existenz sogenannter “Goldstone—
Anregungen” nach sich, mit der Eigenschaft, daf im langwelligen Limes (¢ — 0)
ihre Dispersionsrelation die Bedingung w(q) — 0 erfiillt. Goldstone—Anregungen
eines Heisenberg-Ferromagneten sind die Magnonen mit w(q) ~ ¢? fiir ¢ — 0.
Anschaulich gesprochen geht der Energieaufwand gegen Null, wenn in einer
Magnon—Anregung die Orientierung der Magnetisierung raumlich nur sehr lang-
sam verdreht wird. Naheres iiber Goldstone—Anregungen siehe D. Forster, “Hy-
drodynamic Fluctuations, Broken Symmetry, and Correlation Functions” (W.A.
Benjamin, 1975). Im Ising—Ferromagneten ist im Gegensatz dazu nur die dis-
krete Inversionssymmetrie gebrochen; es existieren keine derartigen Anregun-
gen. Goldstone-Moden in kristallinen Festkorpern (Translationssymmetrie ge-
brochen) sind die Phononen mit w(q) ~ gq.

Anwendungen auf den Magnetismus nichtmetallischer Materialien erfordern ver-
schiedene Verallgemeinerungen des Heisenberg—Modells. Im anisotropen Heisen-
berg—Modell wechselwirken die z, y— und z—Komponenten der Spins mit unter-
schiedlichen Kopplungskonstanten JJ‘?’ , J]y und J]i2 . Der Spezialfall Jf = ij =0
fiihrt auf das Ising-Modell, wéhrend der Fall J7 = 0, J} = J;?' das “XY-Modell”
darstellt. Neben anisotropen Wechselwirkungen kénnen auch Einzelionen—An-
isotropien auftreten. Néheres vgl. K. Yosida, “Theory of Magnetism” (Springer—
Verlag 1998).

Klassische Fliissigkeiten
Die “einfachen” Fliissigkeiten (fliissige Edelgase) werden gut durch die Hamilton—
Funktion

— 9 1 . .
+5 2 (R = By)) (2.13)
v

=3
(2

22



v(n)

r

Abbildung 2.1: Lennard-Jones—Potential in Abhéngigkeit von r nach (2.14). ¢ bezeichnet
die Tiefe des Potentialminimums und o die typische Ausdehnung der Elektronenhiille des
Atoms.

vi)

vii)

mit einem Lennard—Jones—Potential beschrieben,

w0 =4e((7)" - ()) 24

Die Bedeutung der Parameter € und o geht aus Abb. (2.1) hervor.

Quantenfliissigkeiten

Im fliissigen Helium wird aufgrund der kleinen Masse der He-Atome die ther-
mische De Broglie-Wellenléinge A\, vergleichbar mit interatomaren Absténden.
Man hat es deshalb mit einer Quantenfliissigkeit zu tun, fiir die ein Hamilton—
Operator derselben Form wie (2.13) mafigeblich ist. Bei *He tritt die Bose-
Statistik hinzu, bei 3He die Fermi-Statistik. Aufwendige Quanten—Simulationen
ermoglichen fiir die Bose-Systeme parameterfreie Aussagen zu den Gleichge-
wichtseigenschaften bei Temperaturen T # 0, insbesondere auch zum A-Uber-
gang (vgl. z.B. D.M. Ceperley, Rev. Mod. Phys. 67, 279 (1995)). Im Gegen-
satz zu *He treten superfluide Eigenschaften der Fermi-Fliissigkeit *He erst im
Millikelvin—Bereich auf.

Fermi—Fliissigkeiten mit attraktiver Wechselwirkung, z.B. Metallelektronen mit
phonon—induzierter Attraktion, kondensieren in einen supraleitenden Zustand.

Ginzburg—Landau Modell

Hinsichtlich derjenigen Eigenschaften, die unmittelbar mit dem Phaseniibergang
verkniipft sind, lassen sich viele mikroskopische Modelle auf das phdnomenolo-
gisch angelegte Ginzburg—Landau Modell abbilden. N&heres s. §2.5.
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2.2 Thermodynamik und Fluktuationen

Mafigeblich zur Bestimmung aller thermodynamischen Eigenschaften eines Systems
ist die kanonische Verteilung bzw. eine verallgemeinerte kanonische Verteilung. Das
zentrale Problem besteht in der Berechnung der zugehorigen Zustandssumme Z und
der freien Energie FF = —kgTInZ. Im allgemeinen interessiert im Zusammenhang
mit Phaseniibergéngen hiervon nur der thermodynamische Limes.

Aussagen iiber Fluktuationen einer Observablen A erhélt man nach folgendem
Schema. Ist H der Hamilton—Operator des Systems, so bildet man

H,=H—hA (2.15)

durch Addition der “Stérung” —hA. Der Parameter h spielt die Rolle des zu A konju-
gierten Feldes. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dafl H und A kommutieren,
[H,A] = 0. Dann kann man simultane Eigenzusténde zu H und A einfiihren, die wir
mit dem Index n durchnummerieren. Die zugehorigen Eigenwerte seien E,, und A,,.
Die zum “gestérten” Hamilton—Operator Hj, gehdrende Zustandssumme hat somit die
Form

Z(T,h) =Y e PEn=hdn) (2.16)

Bei den klassischen Spinmodellen von §2.1 kennzeichnet n jeweils eine bestimmte Spin-
konfiguration.

Durch wiederholte Differentiation nach h erkennt man, daf§ kg7 In Z(T,h) = —F},
erzeugende Funktion der Momente von A ist,

OF,

S, = A (2.17)
2
SOTh 0 a4 (215)

Im Grenzfall h — 0 stellt die 1.S. von (2.18) die zu A gehérende Nullfeld—Suszeptibilitét
dar. Die r.S. ist ein Maf fiir die Fluktuationen von A im ungestorten System.

Dieses Schema a8t sich verallgemeinern durch Addition mehrerer Observablen mit
den jeweils dazugehorigen konjugierten Feldern. Wir demonstrieren dies am Beispiel
des Ising—Modells in Gegenwart eines ortsabhéngigen Feldes h = {h;}. Es sei

Hy=H-) hio; (2.19)

wobei H hier nur die Ising—Wechselwirkung darstellt. Analog zu (2.17) und (2.18)
ergibt sich

OF,
S = (o (2.20)
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9 {(oi)n
oh,

= B({0igj)n — (7i)n{0j)n) (2.21)

Dieser Ausdruck stellt im Grenzfall verschwindender Felder h = 0 die ortabhéngi-
ge Spin—Suszeptibilitit X(Rz — R}) dar. Hierbei kennzeichnet R; den Ort des Git-
terpunktes i. (Wir setzen ein regulires Gitter voraus; die Funktion y(R; — ﬁj) ist
invariant gegeniiber Gittertranslationen.) X(R} — R}) beschreibt die durch ein schwa-
ches, ortsabhiingiges Feld hervorgerufene lineare Abweichung 6{o;)n = (0i)n — (o)
vom ungestorten Mittelwert (o), den wir als rdumlich konstant annehmen. Im para-
magnetischen Zustand gilt (o) = 0, im ferromagnetischen Zustand ist (o) die spontane
Magnetisierung pro Spin. Definieren wir also

o - T (%52,

= Z X(Rz - Rj)hj (2’22)
J

so ist nach (2.21) die ortsabhingige Suszeptibilitit durch die Spin—Korrelationsfunktion
im ungestorten System (h = 0) bestimmt,

X(B; — Bj) = B((0i05) — (0)?) (2.23)

Speziell fiir ein homogenes externes Feld h; = h erhilt man ortsunabhéngige Gréfien
d{(o;) = 6{(o), mit

d{(o) = xh (2.24)

Die Suszeptibilitéit x geht dabei aus (2.23) durch Summation iiber alle ¢ hervor,

X =83 ;((ioj) — (0)?). (2.25)

In der Néhe eines ferromagnetischen Phaseniibergangs wird die Spin—Korrelationsfunktion
langreichweitig, so dal y anwéchst und am kritischen Punkt divergiert. (2.23) bzw.
(2.25) stellt den statischen Limes des sogenannten Fluktuations—Dissipations—Theorems
dar.

Berechnung von Mittelwerten bei gebrochener Symmetrie
Das kanonische Mittel von o; im feldfreien Fall A = 0 verschwindet offenbar,

n 1
(o)h = 7 Z 0; €Xp 5ZJk,z0kGl =0 (2.26)

da sich jeder Term {o}} mit dem entsprechenden Term {—oj} bei der Summation
weghebt. Die gleiche Aussage gilt auch fiir das Heisenbergmodell aufgrund dessen Dre-
hinvarianz. Das iibliche kanonische Mittel kann daher keine spontane Magnetisierung
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liefern. Die Ursache ist einfach zu tibersehen. Betrachten wir die Verteilungsfunktion
P(M) der Gesamtmagnetisierung M = ), 0; im kanonischen Ensemble, die fiir h = 0
natiirlich symmetrisch ist, P(M) = P(—M). Fir T > T. erhélt man fiir ein System
mit N > 1 Spins annihernd eine Gaufi—Verteilung mit Mittelwert (M) = 0 und mitt-
lerer quadratischer Abweichung kpT N x; dabei ist y wie in (2.25) die Suszeptibilitét
pro Spin. Geht man zu Temperaturen 1" < T, iiber, so &uflert sich der Phaseniibergang
in einer “Doppelpeakstruktur” in P(M) mit Maxima gleichen Gewichts bei +Mpontan
und entsprechenden Halbwertsbreiten. Das kanonische Ensemble enthélt also gleich-
gewichtig beide ferromagnetische Phasen. (In der Umgebung von 7, wachsen x und
somit die Peakbreiten an; es findet ein “glatter” Ubergang vom einfachen Peak zum
Doppelpeak statt.)

Um eine Phase auszusondern, wird ein kleines Feld h eingeschaltet. Fir N > 1
wichst in der h—abhingigen Verteilungsfunktion P, (M) das Gewicht der bevorzugten
Phase relativ zur unterdriickten Phase an, etwa wie exp(hN/kgT). Die spontane
Magnetisierung erhélt man also durch

(04) spontan = lim lim () Fam- (2.27)

h—o N—oo

Unter dieser Reihenfolge der Grenzwertbildung iiberlebt nur die bevorzugte Phase.
Dieses Vorgehen entspricht der experimentellen Situation, in der kleine Stérungen von
auflen die Orientierung der spontanen Magnetisierung festlegen.

(2.27) kennzeichnet grundsitzlich eine als Ordnungsparameter geeignete Observa-
ble. Aus Symmetriegriinden verschwindet ihr Mittelwert in der Hochtemperaturphase.
Fiihrt man jedoch ein symmetriebrechendes Feld h ein, so daf nach Ubergang zum
thermodynamischen Limes fiir h — 0 ein nichtverschwindender Mittelwert iiberlebt,
so hat man eine neue Phase mit “gebrochener Symmetrie” identifiziert. Alternativ
kann man im Prinzip auch die rdumliche Korrelationsfunktion einer Observablen un-
tersuchen und feststellen, ob langreichweitige Ordnung im Sinne eines nichtverschwin-
denden Grenzwerts bei groflien Abstidnden vorliegt.
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2.3 Molekularfeld-Approximation (MFA)

Molekularfeld-N#dherungen kénnen verschiedenartig formuliert werden. Die Idee einer
optimalen 1-Teilchen Ndherung fithrt auf die Formulierung der MFA als Variations-
verfahren. Um die Darstellung moglichst allgemein zu halten, leiten wir zuerst die
Gibbs—Bogoljubov—Ungleichung her. Dabei stiitzen wir uns auf das grundlegende Ex-
tremalprinzip der Statistischen Mechanik.

Fiir zwei statistische Operatoren p (p positiv; p = p™; Spp = 1) und p’ beweisen
wir zunéchst die folgende Ungleichung:

Spp'(lnp—1np) <0 (2.28)
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn p = p/.
Zum Beweis geht man aus von der Ungleichung

Inzx<z-1 (2.29)

die in Abb. (2.2) veranschaulicht ist. Hier gilt das Gleichheitszeichen genau dann,
wenn z = 1. In den jeweiligen Eigendarstellungen haben die Operatoren p’ und p

die Form p" = 32, p|n)(nl; p = 32y pa|M)(M|, mit pj, > 0; par > 0; 32, p, =
Yoy pm =1. Somit ist Inp =" ,, Inpa|M)(M|. Damit geht die 1.S. von (2.28) iiber
in

S, (Z tnppr (A1) lnp;) -y (an 1n> nla)? <
SR I (—1)|<nrM>|2=ZZ<pM—p;,>\<n|M>|2=Spp—spp'=o
M n

X
Abbildung 2.2: Illustration der Ungleichung (2.29)
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Dabei haben wir = pjs/pl, gesetzt und im letzten Schritt Sp p = Sp p’ = 1 verwendet.

Zum Hamilton—-Operator H eines physikalischen Systems definieren wir nun eine
verallgemeinerte freie Energie als Funktional eines beliebigen statistischen Operators

o
Flp]=Spp'(H + kgTlnp') (2.30)

Der 1. Term stellt den Mittelwert der Energie dar (“innere Energie”), der 2. Term ist
die zum Operator p’ gehérende Informationsentropie S[p’'| = —kg )", p;, Inp;,, mul-
tipliziert mit (—7"). Setzt man speziell den auf H bezogenen statistischen Operator
eines kanonischen Ensembles

1
p= Ee_ﬁH; Z =SpePH (2.31)

in (2.30) ein, so entsteht

Flp] = SpplH —kpT(InZ + BH)]
= —kgTlWZ=F (2.32)

Die verallgemeinerte freie Energie mit dem Argument (2.31) ist also gleich der ther-
modynamischen freien Energie F' des Systems.

Es sei nun p’ ein beliebiger statistischer Operator. Aus der Ungleichung (2.28)
folgt sofort F[p'| > Spp'H + kgTSpp'Inp=Spp’'H + kgTSpp'(—InZ — BH) oder

Flp] < Flp/] (2.33)

Die verallgemeinerte freie Energie als Funktional von p’ nimmt demnach bei der ka-
nonischen Verteilung ihr absolutes Minimum ein und ist dort gleich der thermody-
namischen freien Energie. Mit anderen Worten: bei gegebener Temperatur T ist
das thermodynamische Gleichgewicht gerade durch das absolute Minimum von (2.30)
charakterisiert.

Es sei Hy ein “Test—Hamilton—Operator”, mit dem H approximiert werden soll.
Den zu Hy gehorenden kanonischen statistischen Operator und die zugehorige freie
Energie bezeichnen wir mit pg, bzw. Fy. Nach (2.33) gilt F < Flpy] = (H +
kT In po)o, wobei die Abkiirzung (...)g = Sppg... benutzt wird. Nach Subtrak-
tion und Addition eines Terms (Hy)g erhalten wir die Gibbs—Bogoljubov—Ungleichung

|F < (H - Ho)o + Py (2.34)

In der praktischen Auswertung wihlt man fiir Hy eine “loésbare” Form, die jedoch von
freien Variationsparametern abhingt. Minimierung der r.S. von (2.34) nach diesen
Parametern fiithrt dann auf die beste Approximation von F' im Rahmen des gewéhlten
Ansatzes. Bei T' = 0 geht F' in die exakte Grundzustandsenergie E des Systems iiber,
F = FE und (Hp)o = Fp. Somit entsteht die Ungleichung E < (H)o, die mit dem
Rayleigh—Ritz’schen Variationsverfahren fiir den Grundzustand identisch ist.
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Anwendung auf das Ising—Modell
Es sei

1
H=— Z Jijoioj — Z hioi (2.35)
2,7 7

mit ortsabhingigem externen Feld h;. Als Test—Hamiltonian wéihlen wir ein System
nichtwechselwirkender Spins,

Hy=-> hl; (2.36)

i

mit den Grofien hff T als Variationsparameter. Zustandssumme und freie Energie zu
Hj sind gegeben durch

2 =] (eﬁhf“ n e*ﬁ’t?”) = [[(2cosh gng'/) (2.37)

7 7
und

Fy=—kpT Y _ In(2cosh Bh5'/) (2.38)

Auflerdem haben wir

Fi
(gi)o = ;;Le?f — tanh Sh¢!/ (2.39)

Um (2.34) auszuwerten, bendtigen wir (Hp)g = >, hfff<az->g sowie (H)o. Da Hy un-
abhéngige Spins beschreibt, faktorisiert die Korrelationsfunktion (o;0)0 = (0:)0(c;)o0,
so dafl

(H)o = =3 3" Jislodoloio — 3 hiloi (2.40)

Zur Minimierung der r.S. von (2.34) wird

0

gesetzt. Eine einfache Rechnung unter Verwendung von (2.39) ergibt

W'l =hi + 32, Jijloj)e  mit (03)0 = tanh Bh{’7 (2.42)

Dies sind die Selbstkonsistenzgleichungen der MF-Theorie. Die optimale Niherung
unabhéngiger Spins besteht darin, dafl auf den i—ten Spin das effektive Feld hff ! wirkt,
welches sich aus dem externen Feld und dem mittleren, durch die Wechselwirkung
bedingten Einflul der Spins in der Umgebung des i—ten Spins zusammensetzt. Fiir
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eff

<o> =tanh(ph™); T<T

C -

0 heff

Abbildung 2.3: Graphisch ermittelte Losung von (2.43). Im Fall T < T, ergibt sich fiir
h = 0 eine nichttriviale Losung (o) # 0.

ein ortsunabhéngiges dufleren Feld h; = h und unter der Annahme, daf3 sich unter der
Wechselwirkung J;; ein homogen geordneter Zustand ausbildet (siehe jedoch (2.53))
reduziert sich (2.42) auf i-unabhingige GréBen h®// und (o). Diese sind bestimmt
durch die Gleichung

hegs —h
I _— — tanh gh¢// (2.43)
> i

deren graphische Diskussion in Abb. (2.3) dargestellt ist. Die kritische Temperatur
ist bestimmt durch

kpTe =Y J; (2.44)
j

Bei N N-Wechselwirkung ist die r.S. einfach gleich z.J, wobei z die Anzahl der néchsten
Nachbarn angibt. Durch Entwicklung von (2.43) in der N#he von T¢ finden wir fiir
die spontane Magnetisierung pro Spin

(00 ~ /3(T, — T)/T. (2.45)

und die Suszeptibilitdt x = limp_o d(c)o/h,

(kp(T —T.))~* T>T.
X = fiir (2.46)
(2kp(T, —T)) ! T <T.
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Grundsétzlich liefern MF-Theorien stets die klassischen kritischen Exponenten § =
1/2 und v = 4/ = 1. Man erkennt an der Herleitung auch, dafi die Dimension des
Systems an keiner Stelle entscheidend eingeht.

g—abhingige Suszeptibilitit und Spin—Korrelationsfunktion.

Wir beschrinken uns auf 7" > T, und betrachten ein hinreichend schwaches, orts-
abhingiges dufleres Feld h;. Ziel ist die Berechnung der linearen Systemantwort (o;)
bzgl. der “Stérung” h; (“linear response”). Zur Vereinfachung der Notation wird der
Index “0” zur Kennzeichnung von MF-Mittelwerten hier und im folgenden wegge-
lassen. Unter der Annahme periodischer Randbedingungen fiir das Gitter wird h; in
Fourier-Komponenten zerlegt. Wegen der Linearitat des Problems geniigt es, lediglich
eine Fourier—-Komponente zu betrachten und gegebenenfalls am Ende der Rechnung
verschiedene Fourier—-Komponenten zu superponieren.

Es sei also

hi = W(Q)e'TRi + c.c. (2.47)

Die Fourier-Komponenten h¢//(§) und () der GréBen hff " baw. (0;) sind in analoger
Weise definiert. Aus der linearisierten Selbstkonsistenzgleichung (2.42) erhalten wir

W@ = M@ + J(@o (@), o(@) =Br() (2.48)
wobei mit Ji; = J(R; — R;)
J@) =Y J(B; — Bj) e aR— ) (2.49)

Bei N N-Wechselwirkung auf einem einfach kubischen 3d Gitter mit der Gitterkon-
stanten a ist

J(q) = 2J(cos aq, + cos aqy + cos aq.) (2.50)

Aus (2.48) 1Bt sich nach Elimination von h%//(7) die vom Wellenvektor ¢ abhingige
Suszeptibilitéit x(q) ablesen,

o(@) = X(@Dh(@) (2.51)

wobel

g

D=5

(2.52)

Mit abnehmender Temperatur wichst x(¢) und divergiert schlielich bei demjenigen
Wellenvektor @nqz, fiir den J(¢) = maz. Durch die Divergenz von x(q) bei ¢paz ist
die kritische Temperatur festgelegt

kT, = J(Gmaz) (2.53)
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Bei dieser Temperatur ist das System, wie aus (2.51) ersichtlich, instabil gegeniiber
der Ausbildung einer Spindichte mit Wellenvektor ¢,q,. Liegt das Maximum von J(q)
bei ¢mar = 0, so entsteht ferromagnetische Ordnung. Wegen J(0) = Zj Jij stimmt
(2.53) dann mit (2.44) iiberein. Dieser Fall trifft z. B. auf (2.49) mit J > 0 zu; ist
hingegen J < 0 so folgt Gmaz = 5(1,1,1), und man erhilt Antiferromagnetismus
mit einer (1,1, 1)-Uberstruktur. Bei komplizierteren Wechselwirkungen mit ¢4, an
einer beliebigen Stelle in der 1. Brillouin—Zone tritt eine entsprechend modulierte
magnetische Phase auf.

Der Gedanke, bei Phaseniibergéingen 2. Art aus der Divergenz der Suszeptibi-
litdt in der ungeordneten Phase auf die kritische Temperatur und die Struktur der
geordneten Phase zu schlieflen, gilt unabhingig von der MFA. Ob tatséchlich ein Pha-
seniibergang 2. Art vorliegt, mufl jedoch gesondert untersucht werden.

Mit Hilfe von (2.52) und des allgemeinen Ergebnisses (2.23), x(R; —ﬁj) = B(0ioj),
kann die Spin-Korrelationsfunktion im Ortsraum (d = 3) berechnet werden,

1 (BB
(oioj) = kT > x(@e )

qeBZ
iG(Ri—R;)
_ a3/ dlg et (2.54)
Bz (2m)* 1= BJ(q)

N bezeichnet die Anzahl der Gitterpunkte im Periodizitétsvolumen und a die Gitter-
konstante. Bei grofien Absténden |R; — R;| wird das Integral nur durch das Verhalten
von x(q) fiir kleine ¢ bestimmt. Im ferromagnetischen Fall entwickeln wir also

J(q) = J(0)(1 - &¢” + O(g") (2.55)
wobei &y als Reichweite der Wechselwirkung interpretiert werden kann,

52__1<82J@> _ S J(B)R;
IO\ 0% ) oy ZJU%)

(2.56)

Dann ergibt sich

1 1
XD = T T T (qe)?

(2.57)

mit der Korrelationslinge

1/2
e=6 (727 ) (259)

Nach dieser Entwicklung bzgl. ¢ sind die Ausdriicke (2.57) und (2.58) identisch mit
den Ergebnissen der in §2.5 beschriebenen Ginzburg-Landau—Theorie. Dort werden
wir die Ortsabhéngigkeit der Korrelationsfunktion n&her diskutieren. Insbesondere
folgt durch Einsetzen von (2.57) in (2.54), siehe §2.5,
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ST 1
(0i05) ~ a 5 — e T/t
47T50Tc Lij

(2.59)

fir z;; = |R} — ﬁj| > &. Die Reichweite & der Korrelationen divergiert fiir T — T,
nach der MF-Theorie mit dem klassischen Exponenten v = 1/2.

Freie Energie
In Verbindung mit (2.35) und (2.36) stellt das Minimum der r.S. von (2.34) bzgl. hff f
die freie Energie im Rahmen der MFA dar,

F, = min((H — Hp)o + Fp) (2.60)

Wir fiigen an dieser Stelle den Index h hinzu, um klarzustellen, daf} es sich um ein von
den duBeren Feldern abhéngiges thermodynamisches Potential handelt. Wegen (2.40)
und (2.42) erhalten wir

1 e
Fi =5 > Jigloiolos)o — kpT D In(2cosh hi/Y) (261)
17 ?

Dabei sind hff  und (0;) Losungen der Selbstkonsistenzgleichung (2.42).

Durch Legendre—Transformation kénnen wir zu einer “intrinsischen” freien Energie
F = F({o;}) iibergehen, welche nicht von den &ufleren Feldern, sondern von den
inneren Variablen (o;) abhéingt,

F=Fy+) hio) (2.62)

(2

Die in F}, enthaltene Wechselwirkung des Systems mit dem dufleren Feld wird in (2.62)
also wieder subtrahiert. Gleichzeitig ist {h;} zugunsten von {(o;)} gemifl

<Ui> = —th/ahi (2.63)

zu eliminieren. Eine etwas ldngere, aber unschwierige Rechnung fithrt fiir den Fall
eines Ferromagneten auf

o) = "2 S 02 4 kpr 303 P LE O LS 0y — ()2
i £ ij

i

(2.64)

Bei (0;) = const. ist dieser Ausdruck identisch mit dem Ergebnis der Bragg-Williams—
Theorie fiir die freie Energie, bestehend aus einem Mittelwert der innern Energie und
der Mischungsentropie unabhéngiger Spins. Hinzu tritt in (2.64) ein Term aufgrund
der Ortsabhéngigkeit der (o;)’s, wodurch offensichtlich die freie Energie erhoht wird.
(2.64) 148t sich fiir 7' nahe T, vereinfachen, wenn nach kleinen Mittelwerten (o;) gemaf

4

;(1 +z)In(l1+z) =22+ G +0(2%) (2.65)
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entwickelt wird. Auflerdem setzen wir eine langsame ortliche Verinderung der (o;)
voraus, so dafl wir geméfl

(0i) = (o(B:)) — o() (2.66)

> Jii((oi) = (03)? ~ 2Ja* (Vo (3))? (2.67)

a3z...—>/d3x... (2.68)

7

zum Kontinuumsgrenzfall iibergehen kénnen. Das Endergebnis ist eine intrinsische
freie Energie als Funktional von o (%) folgender Form

Flo(Z)] — F[0] = / a3 [g(a(f))Q +u(o(Z)* + g(%)Q (2.69)
mit
r=kp(T —T.)/a* (2.70)
u = kgT./12a> (2.71)
k=J/a (2.72)

Damit haben wir im Rahmen der MFA ein Ginzburg-Landau—Funktional, vgl. §2.5,
fiir das Ising—Modell hergeleitet.
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2.4 Thermodynamik binidrer Mischungen

Wie in §2.1 ausgefiihrt, lassen sich die atomaren Konfigurationen bindrer A — B—
Legierungen auf einem festen Substratgitter durch einen Ising—Hamiltonian beschrei-
ben. In diesem Abschnittt diskutieren wir die thermodynamischen Eigenschaften,
wenn A— und B—Atome de facto sich gegenseitig abstoflen, genauer, wenn J =
s(Vap — (Vaa + Vpg)/2) > 0. Ein Beispiel ist das Cu-Zn-System. Abb. (2.4c)
zeigt das typische Phasendiagramm. Oberhalb einer kritischen Temperatur 7, sind
A— und B—Atome in beliebigem Verhéltnis mischbar, wihrend fiir T' < T, eine Mi-
schungsliicke auftritt. Wird z.B. durch rasches Abkiihlen ein Zustand innerhalb der
Mischungsliicke prapariert, so tritt Trennung in zwei Phasen unterschiedlicher Zusam-
mensetzung ein, deren Mengenverhéltnis durch die konstanten Teilchenzahlen N4 und
Np fiir die A— bzw. B—Atome festgelegt ist. Man beachte, dafl in einem magnetischen
System hingegen beliebige Spinflips erlaubt sind; hier gibt es keinen Erhaltungssatz
fiir die Anzahlen Ny und N| fiir “Up”— und “Down”-Spins.

Das Mischungsverhéltnis von A— und B—Atomen in einer Phase der Zusammen-
setzung A, B1_, mit 0 < z < 1 charakterisieren wir durch die Konzentrationsvariable
N4 — Np

c=2r—1=-A""B 2.73
Njg+ Np ( )

so dal —1 < ¢ < +1. Offenbar ist ¢ identisch mit dem Mittelwert des Pseudospins
in (2.9), ¢ = (o). Als Modell fiir die freie Energie pro Atom einer homogenen Phase,
F/N = f(T,c), verwenden wir den MFA-Ausdruck

l1+c, 1+e¢
In ,
2 2

kgT,
F(T,c)=—"B22 — he + kBTZ (2.74)
2 +

der sich aus (2.64) ableitet. Die ersten beiden Terme stellen die innere Energie dar,
mit kgT, = 2J, h = 5 (Vaa — VBg), vgl. (2.11), wihrend in den letzten Term die
Entropie eingeht. Den Verlauf von f(7),c) in Abhéngigkeit von der Konzentration ¢
zeigt Abb. (2.4a) fiir zwei Temperaturen oberhalb bzw. unterhalb T.. Bei T' > T,
gilt 92f/0c* > 0 fiir alle ¢; die Funktion f(T),c) ist beziiglich ihrer c-Abhingigkeit
konvex. Mit abnehmender Temperatur wird diese Ungleichung am kritischen Punkt
erstmals verletzt: (02 f/0c*).—o =7, = 0. Die Verletzung der Konvexitét bei Tempe-
raturen T < T, erstreckt sich auf einen Bereich ¢; < ¢ < ¢y, wobei ¢; und ¢y durch die
Beriihrpunkte einer gemeinsamen Tangente bestimmt sind. Diese Punkte schlieflen
einen schmaleren Bereich ein mit 9%2f/0¢? < 0, den sogenannten spinodalen Kon-
zentrationsbereich cisp < ¢ < cagp, Wobei c15p und cog, die Wendepunkte markieren.
Ausgehend von einer homogenen Phase der Konzentration ¢ mit ¢; < ¢ < ¢o erkennt
man bereits, daf3 die gesamte freie Energie erniedrigt werden kann, indem das Sy-
stem in zwei getrennte Phasen mit unterschiedlichen Konzentrationen aufbricht. Die
Bestimmung der Konzentrationen zweier koexistierenden Phasen ¢; und co aus den
Beriihrpunkten der gemeinsamen Tangente bezeichnet man als Mazwell-Konstruktion.
Die Ersetzung von f(T),c¢) durch den Tangentenabschnitt im Bereich ¢; < ¢ < ¢y ent-
spricht der Konstruktion der konvexen Hiille.
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Zur naheren Begriindung und zur Berechnung des thermodynamisch stabilen Zu-
stands lassen wir zu festem N4 und Np zwei Phasen 1 und 2 zu, mit unbekannten
Konzentrationen ¢; bzw. co sowie unbekannten Gesamtmengen N7 bzw. Ns der zu-
gehorigen Atome. Die Gesamtzahl aller Atome ist gegeben durch

Na+Np=N;i+No=N (2.75)

Wegen Na p = Ni(1%¢1)/2+ No(1 £ ¢2)/2 haben wir auflerdem

Ny — N = Nici1 + Naco (2.76)

Von der gesamten freien Energie Fyes = N1 f(T, c1) + Nof (T, c2) ist nun das Minimum
zu suchen beziiglich der 4 Variablen Ny, N, c1, co, die den beiden Nebenbedingungen
(2.75) und (2.76) unterliegen. Mit den Lagrange-Multiplikatoren \ und p setzen wir
also fiir ¢ = 1 und 2,

0

N, (Fges — A(N1 4+ N2) — pu(Nycr + Nacg)) =0 (2.77)
0
% (Fges — )\(Nl + Nz) — ,u(Nlcl + NQCQ)) =0 (278)

Man erhélt die vier Gleichungen

F(Toe) = A—pe; =0 (2.79)
().,

f(T,c1) = (T, ca)

C1 —C2

Elimination von A ergibt

= (2.81)

Die Gleichungen (2.80) und (2.81) besagen, daf§ die 1. Ableitungen von f(7,c) bei
c1 und ¢y untereinander gleich und auflerdem gleich dem Differenzenquotienten sind.
Damit wird gerade die Konstruktion der gemeinsamen Tangente ausgedriickt. Falls
f(T, c) iiberall konvex ist (T' > T,), werden diese Gleichungen fiir jedes ¢; = ¢ erfiillt.
(2.80) identifiziert den Parameter p mit dem gemeinsamen chemischen Potential der
beiden Phasen bei Koexistenz.

Punkte auf dem gemeinsamen Tangentenabschnitt in Abb. (2.4a) entsprechen der
freien Energie eines Gemischs zweier Phasen der Zusammensetzung c; und cg; die
zugehorigen Mengenanteile gentigen der “Hebel-Regel”,

Nl(c—cl) ZNQ(CQ —C) (2.82)
Die Gleichheit der schraffierten Flichen in Abb. (2.4b) erkennt man an
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T/T =0.85 ——
T=T,  oee-
TIT=1.08-----

061 "\
f(To| N\

-1,0 c, ¢ 0 c c 1,0

T/T=0.85 ——

b)

u(T,c)
k.T

B'C
-0,03 -

-0,06 -

-1,0 1,0

——Binodale

— — — Spinodale

TIT,

Abbildung 2.4: a) Freie Energie pro Atom in Abhéingigkeit von der Konzentration ¢ = (N4 —
Ng)/(Na + Np) fiir drei Temperaturen T > T, T =T, bzw. T < T,. Eingezeichnet sind die
Konzentrationen ¢; und ¢ koexistierender Phasen nach der Maxwell-Konstruktion sowie der
spinodale Bereich 15, < ¢ < ¢24p. b) Chemisches Potential (T, ¢) = 0f(T,¢)/0c fir T < T..
Die schraffierten Flichen sind gleich gro8. ¢) Phasendiagramm: Koexistenzkurve (“Binodale”)
und “Spinodale”. (Die Graphik bezieht sich auf das Modell (2.74) mit h/kpT, = 0.03.)
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[ [gf - @f)] — fle2) — fler) - (?)( Ce)=0 (289)

Im spinodalen Bereich c15, < ¢ < cagp ist wegen 02 f/9c? < 0 eine homogene Phase
instabil gegeniiber infinitesimalen Konzentrationsfluktuationen, wihrend in den me-
tastabilen Gebieten c; < ¢ < c14p und cap < ¢ < c2 Fluktuationen einer Mindestgrofie
(kritischer Keim) auftreten miissen, um die Phasentrennung in Gang zu setzen.
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2.5 Ginzburg—Landau Theorie

Auf phédnomenologischer Ebene erfihrt die einfache Landau—Theorie (§1.4) durch das
“Ginzburg-Landau (GL)-Modell” eine tiefgehende Verallgemeinerung. Zentraler Ge-
danke ist die Einbeziehung raumlicher Fluktuationen des Ordnungsparameters. Be-
schrankt man sich auf langwellige Fluktuationen, so 148t sich eine konzeptionell ein-
fache Theorie formulieren, die, wie sich herausstellt, gerade in der N#he kritischer
Punkte besonders aussagekriftig ist und einen weitgehend allgemeinen Rahmen zur
Behandlung kritischer Phinomene abgibt. Ursache hierzu ist die Erkenntnis, daf} die
das physikalische Geschehen dominierenden Fluktuationen bei Anndherung an einen
kritischen Punkt zunehmend langwelliger werden; die zugehédrige Lingenskala, die
Korrelationsldnge &, divergiert am kritischen Punkt. Je mehr man sich dem kritischen
Punkt nihert, umso besser ist also das GL-Modell gerechtfertigt.

Die dem Ordnungsparameter entsprechende mikroskopische Observable dA)(f) (bei
magnetischen Systemen die mikroskopische Magnetisierungsdichte, beim Ubergang
Fliissigkeit—-Gas die mikroskopische Teilchendichte etc.) wird zunéichst, um Fluktua-
tionen auf mikroskopischen Léngenskalen zu eliminieren, iiber eine Lénge [ gemittelt,
mit

intermolekulare makroskopische
{ Absténde } < I < { Probengrofie }

Dieses als “coarse—graining” (Vergroberung) bezeichnete Vorgehen ist analog dem Mit-
telungsverfahren beim Ubergang von den mikroskopischen zu den makroskopischen
Maxwell-Gleichungen in der Elektrodynamik. Aquivalent dazu kann man sich <2>(:Z")
in Fourier—-Komponenten zerlegt denken; Fourier—-Komponenten zu Wellenvektoren ¢
mit |g] > A ~ [7! werden abgeschnitten, d.h. gleich Null gesetzt. Auf diese Weise
entsteht der “vergroberte” Ordnungsparameter ¢(Z). Da ein Mittelwert {iber viele
Teilchen gebildet wird, kann ¢ (&) als klassische Grofle aufgefait werden.

Die Differenz der freien Energie AF zwischen einem durch ¢(&) beschriebenen
Ordnungszustand und dem ungeordneten Zustand ¢(Z) = 0 wird nun als Funktional
von ¢(Z) folgender Form aufgefafit,

AFlo(@) = [ e[ flo@) + §(Tor] (2.84)

v

Integriert wird iiber das Volumen V = L¢ des Systems der rdumlichen Dimension d.
f(¢) bezeichnet die Dichte der freien Energie eines homogen geordneten Zustands.
Wie in Gl. (1.15) nehmen wir an, da8

F(8) = 56" + ug’ (2.85)

mit r(T) = ro(T —T,)/Te; 7o > 0, u > 0. Da ¢(Z) sich értlich nur langsam veréndert,
werden im GL—Funktional nur 1. Ableitungen von ¢ mitgenommen; der einfachste ska-
lare Term, der sich aus 1.Ableitungen bilden 148t, ist (ﬁgb)z. Wieviel freie Energie eine
ortliche Verdnderung von ¢(Z) kostet, wird durch den Parameter x > 0 ausgedriickt.
Es ist klar, daf sich in x die Wechselwirkungen innerhalb des Systems widerspiegeln.
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Den oben diskutierten Abschneideparameter A wihlt man sinnvollerweise so, daf3

A~ 50_1 mit
1/2
€ = (“) (2.86)

7o

Dies stellt sicher, dal der Term o< (V¢)? in (2.84) nicht groBer als etwa r9¢? werden
kann. (Andernfalls miifiten noch hoéhere Ableitungen von ¢ mitgenommen werden.)
Ein Vergleich mit mikroskopischen Theorien zeigt, daf die Léange &g sich als Reichweite
der effektiven Wechselwirkungen im System interpretieren lifit. Die Ergebnisse der
Theorie hiangen jedoch nicht wesentlich von der genauen Grofie des Abschneidepara-
meters A ab.

Nach den allgemeinen Prinzipien der statistischen Mechanik ist im thermischen
Gleichgewicht die Wahrscheinlichkeit P[¢(Z)] fiir eine bestimmte Konfiguration des
Ordnungsparameters ¢(Z) gegeben durch den Boltzmann—Faktor

Plp(7)] = exp(—SAF[p(T)]) (2.87)

Zsing

Der Normierungsfaktor ist nichts anderes als die Zustandssumme Z des Systems, nor-
miert auf die Zustandssumme Zj fiir den ungeordneten Fall ¢ = 0. Dieses Verhéltnis
Z/Zy bezeichnen wir mit Zg;p4, da hierin gerade die aus den Fluktuationen resultie-
renden Singularitdten in den thermodynamischen Gréflen enthalten sind. Mit

Zuing = | D exp(~AFI0(2) (2.85)

ist der singuléire Anteil der freien Energie gegeben durch
AFSmg(T, V) = —kBT In Zsing (289)
Das Symbol [D¢... in (2.88) bezeichnet ein sogenanntes Funktionalintegral, an-
schaulich gesprochen eine “Summation” iiber alle moglichen Ordnungsparameter—
Konfigurationen. Abb. (2.5) zeigt schematisch iiber einem Intervall [0,L] in d = 1
verschiedene Ordnungsparameterverldufe unter der Randbedingung ¢(0) = ¢(L). Ma-

thematisch wird das Funktionalintegral definiert, indem man ¢ (&) durch seine Fourier—
Komponenten ¢z parametrisiert,

0@ == X 05T = 2L (2:90)
7
@< A

(1 =ganzzahliger Vektor) und iiber alle unabhéngigen Fourier—Komponenten inte-
griert,

/m... = 1:[ /Z d(Re¢y) /Z d(Imgy) . .. (2.91)
[ q< A
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o(x)

0 L

Abbildung 2.5: Verschiedene Ordnungsparameter—Konfigurationen, die zum Funktionalin-
tegral (2.88) beitragen. Das System hat die Ausdehnung L; es sind periodische Randbedin-
gungen angenominen.

Bei reellem Ordnungsparameter ist die Einschrinkung ¢z = qS*_(T zu beachten, so dafl
de facto nur Integrationen {iber ¢4 zu einem ¢-Halbraum eingehen.

Mit (2.87) lassen sich wie iiblich Mittelwerte, z.B. (¢(Z)) oder die Ordnungsparameter—
Korrelationsfunktion

(G(D)6(0)) = —

/ D 6()$(0) exp(—BAF[)) (2.92)

Zsing

berechnen.

Zu bemerken ist, dafl die kritische Temperatur durch Mitberiicksichtigung der
Ordnungsparameter—Fluktuationen renormiert wird: Die beobachtete kritische Tem-
peratur Tg.;, bei der Singularitdten auftreten, ist gegeniiber der “unrenormierten”
kritischen Temperatur 7., definiert durch r(7.) = 0, zu tieferen Werten verschoben.
In 1-dimensionalen Systemen ist T.;; = 0.

Durch (2.88) oder (2.92) wird ein schwieriges Problem der klassischen Feldtheorie
gestellt. Exakt 16sbar ist der Fall d = 1. Auf eine Weiterbehandlung fiir d > 1 im
Rahmen der Renormierungsgruppentheorie gehen wir in §3 ein.

Zur einfachen Landau—Theorie (§1.2) kehrt man zuriick, wenn bei Mittelwertbil-
dungen nur die wahrscheinlichste Ordnungsparameter—-Konfiguration beriicksichtigt
wird, bestimmt durch

Pl¢p] = max. < AF[¢] = min. (2.93)

Sind keine Randbedingungen an ¢ (%) gestellt, so wird AF offenbar durch ein konstan-
tes ¢ minimiert, welches der Bedingung 0f/0¢ = 0 geniigt, vgl. §1.2.
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Gaufl—Niherung (Ornstein—Zernike—Theorie)

Wir beschriinken uns im folgenden auf 7' > T,. (Der Fall T' < T, kann véllig analog
behandelt werden.) Wie aus (2.87) mit (2.84) und (2.85) ersichtlich, werden mit wach-
sendem r > 0 die Ordnungsparameter—Fluktuationen stérker unterdriickt. Geniigend
weit oberhalb T, kénnen also die Terme o ¢* in (2.84) gegeniiber den quadratischen
Termen vernachlissigt werden. (Bzgl. eines quantitativen Kriteriums vgl. §2.6.) Wir
approximieren also

1

AFp(@®)] ~ /V &z [ré? + v(Vo)?) (2.94)

Es sei fortan ¢ reell. Mit der Fourier-Darstellung (V = L% impliziert werden stets
periodische Randbedingungen bzw. periodische Fortsetzung)

1 -
o) = 7= > g™ q=2mii/L (2.95)
q

und den (teils spiter gebrauchten) Rechenregeln

1 -
e —— | A (D) T = HF . 2.96
¢q \/V /‘; ¢( ) ¢—q ( )
/ diz 70T = ;- (2.97)
1%

1 S — (3 — ) (2.98)

V &~
q
v /5 / o (2.99)
finden wir (¢ = |q])
1
AF = 23+ na?)logf (2.100)

q

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (2.87) faktorisiert also,

exp(~4AF) = [[exp[~2(r + wq?) 6] (2.101)

Dies bedeutet zunéchst, dal Fourier-Komponenten zu unterschiedlichen Wellenvekto-
ren statistisch unabhéngig sind. (2.101) fithrt deshalb mit (¢4) = 0 auf

(6509) = (log*)05q (2.102)
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(Dieser Ausdruck ist auch fiir p= —grichtig: (¢* -¢q) = (gb%} = ((Regq)? — (Imeg)?) +
2i(Re¢z - Im¢z) = 0.) Zudem ist jede Fourier-Komponente ¢z nach (2.101) Gaufi—
verteilt mit der unmittelbar ablesbaren mittleren quadratischen Abweichung (beachte

(lpgl*) = ((Regg)® + (Imgg)?))
kT
r + kg2

(|64 = (2.103)
Die Intensitéit der Fluktuationen mit Wellenvektor ¢ ist also proportional zu kg1 und
umgekehrt proportional zu der in (2.100) auftretenden “Riickstellkraft”; vgl. hierzu
den Gleichverteilungssatz der klassischen Statistischen Mechanik fiir Freiheitsgrade,
die quadratisch und additiv in die Hamilton—Funktion eingehen.

Im Falle eines komplexen Ordnungsparameters erscheint in (2.103) auf der r.S. zusétz-
lich ein Faktor 2.

Eine wichtige Grofle ist die Korrelationslédnge

K\ 1/2 T. 1/2
&= (%) =50<T_Tc> , (2:104)

wobei nach (2.86) & = (x/70)'/?. Damit kénnen wir schreiben

kT 1
pof2) = B~ 2.105
(Igal®) TS (2.105)
Beziiglich der g—Abhéngigkeit erhélt man also eine in Abb. (2.6) dargestellte Lorentz—
Funktion mit der typischen Breite £ 1. Die ortsabhingige Korrelationsfunktion ergibt
sich bei Beachtung von (2.95) im Limes V' — oo als Fourier-Transformierte von (2.105)

\ I \ I \ I I t
0,0 0,5 1,0 15 2,0

qe, 2°

Abbildung 2.6: ¢-Abhingigkeit der Ordnungsparameter—Korrelationsfunktion (2.105) fiir
zwei verschiedene Temperaturen T' > T.
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d -
@(2)00)) = [ iz llog)e (2.106)

In d = 3 entsteht das Integral

d3q 4 . ev/E
——' = 2.107
[Grrree™=5 (2107

Die x—Abhéngigkeit der Korrelationsfunktion folgt also dem bekannten Ausdruck fiir
das abgeschirmte Coulomb—Potential bzw. Yukawa—Potential,

B kT e—ac/ﬁ
 Ark @

(#(2)9(0))

(2.108)

(2.107) zeigt man durch direkte Berechnung der 1.S. mit Hilfe des Residuensatzes
oder durch Betrachtung der Greenfunktion zum Differentialoperator A — ¢~2 unter
Ausnutzung der sphérischen Symmetrie.

Das Ergebnis (2.108) unterstreicht die Bedeutung von £ als typische Reichweite
der Korrelationen. Wenn (T' — T¢)/T. < 1,s0 gilt £ > &, d.h. die Reichweite
der Korrelation ist wesentlich grofier als die Reichweite der Kréifte! Man beachte
auch, da die Hauptbeitrige zum Integral (2.107) aus dem Bereich |g] < &1 des
Impulsraums stammen. Bei £ > &; kann man also bedenkenlos {iber den gesamten
¢-Raum integrieren; der Abschneideparameter A = & L spielt an dieser Stelle keine
Rolle.

Bei T' = T, ergibt sich aus (2.105) und (2.107)

(I6g1*) ~ a2 (2.109)

(6(@)p(0)) ~ 2™ (2.110)

Diese Ausdriicke, in denen keine charakteristische Lénge auftritt (£ = oo!), entsprechen
der Form eines nicht—abgeschirmten Coulomb—-Potentials.

Fiir T' < T, untersucht man in gleicher Weise kleine Fluktuationen des Ordnungs-
parameters um den wahrscheinlichsten Wert, mit im wesentlichen demselben Ergebnis
(2.105).

Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind zu der auf Ornstein und Zernike zuriickge-
henden Theorie der Fluktuationen in der Ndhe des kritischen Punktes einer klassischen
Fliissigkeit dquivalent. Grenzen der Theorie liegen zum einen in der Beschriankung auf
géo < 1, zum anderen in der Vernachlidssigung der Wechselwirkung der Amplituden
¢g, hervorgerufen durch den Term u¢* im GL-Funktional.

Lichtstreuung an Fliissigkeiten

Das Fluktuationsspektrum (|¢z|?) kann in vielen Féllen durch Streuexperimente di-
rekt beobachtet werden. Experimentell leicht nachweisbar sind die Auswirkungen
von Fluktuationen mit Wellenvektoren ¢ ~ (103A4)~! auf die Lichtstreuung an einer
klassischen Fliissigkeit in der Néhe ihres kritischen Punktes. Sichtbares Licht wird
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gestreut an den rdumlichen Schwankungen de(Z) der Dielektrizitdtskonstanten e, die
durch Schwankungen on(Z) = n(#) — n. in der Teilchendichte hervorgerufen sind
(ne =Dichte am kritischen Punkt). Die Schwankungen auf der Skala der Lichtwel-
lenléinge sind so langsam, dafl sich lokal thermisches Gleichgewicht einstellt. Dann
kann der im Gleichgewicht giiltige Zusammenhang e = €(n,T) herangezogen werden.
In den meisten Féllen ist die explizite Abhingigkeit von der Temperatur vernachléssig-
bar, so dafl

Se(7) ~ (g;)Tén(f) (2.111)
Der Wirkungsquerschnitt fiir Lichtstreuung ist somit gegeben durch
do 2 de\? 2
oY 2y = [ == - 2.112
o o) = (o) ongl 2112

wobei nach der Ornstein—Zernike-Theorie (2.105)

1 1
T_Tc 1+(Q§)2

(|6ngl?) o (2.113)

Fiir T' — T, wird die Streuung besonders intensiv und auf die Vorwiértsrichtung (|q] <
¢71) konzentriert. Diese Erscheinung bezeichnet man als kritische Opaleszenz.

Ordnungsparameter—Suszeptibilitat
Bei Anwesenheit eines dufleren Feldes h(Z), welches linear an den Ordnungsparameter
koppelt, ist das GL-Funktional gegeben durch

Aﬂw@HZAFw@H—/d%h@w@) (2.114)

|4

Zur Berechnung des wahrscheinlichsten Ordnungsparameters ¢o(Z) wird Fj, minimiert.
Notwendig ist das Verschwinden der Funktionalableitung

0 Fy[¢]
do(7)

=0, (2.115)

(Hinsichtlich des Begriffs der Funktionalableitung vergleiche man z.B. die Auswertung
des Hamiltonschen Prinzips der klassischen Mechanik.) Es folgt die Differentialglei-
chung (Eulersche Gleichung)

ro(Z) + 4u(d(Z))? — kV2(Z) — h(Z) = 0 (2.116)

Bei hinreichend schwachem Feld h(#) konnen wir uns auf die lineare Systemantwort
beschréinken. AuBerdem betrachten wir nur 7 > T,.. Der Term o< ¢® bleibt dann
unberiicksichtigt. Weiterbehandelt wird (2.116) mittels Fourier-Transformation. Wie
iiblich hat man fiir ein endliches System mit Volumen L% und periodischen Rand-
bedingungen diskrete Wellenvektoren ¢. Wegen der vorausgesetzten Linearitét des
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Problems geniigt es, zunéchst nur eine nicht-verschwindende Fourier-Komponente hg
des dufleren Feldes anzunehmen und gegebenenfalls (bei allgemeinem h(Z)) im End-
ergebnis verschiedene Fourier—-Komponenten zu superponieren.

Es sei also

1 L
h(Z) = th*em + c.c. (2.117)

Dann besitzt auch der Ordnungsparameter nur die nicht—verschwindende Fourier—
Komponente

bq = Xgha (2.118)

die zu hg proportional ist. (2.118) definiert die vom Wellenvektor ¢ abhéngige Sus-
zeptibilitéit

B (2.119)
A A————> '
die sich im langwelligen Grenzfall auf (1.24) reduziert, xz—¢ = r—L
Durch Vergleich mit (2.105) erkennt man den Zusammenhang
(l¢g®) = ksTxq (2.120)

Gleichung (2.120) stellt den statischen Limes des (viel allgemeineren) “Fluktuations—
Dissipations—Theorems” dar. Die 1.S. kennzeichnet die Ordnungsparameter—Fluktua-
tionen im Gleichgewicht innerhalb des “ungestorten” Systems (h = 0) wéhrend die
r.S. die lineare Reaktion des Systems auf ein schwaches h—Feld beschreibt. Auf ein
magnetisches System angewandt entspricht (2.120) fiir den Wellenvektor ¢ = 0 dem
aus der statistischen Mechanik bekannten Zusammenhang zwischen den Fluktuationen
der Magnetisierung und der magnetischen Suszeptibilitit. Tatsdchlich gilt (2.120)
ganz allgemein und unabhéngig von der GL—Theorie.

Anstelle (2.120) kann man auch schreiben, vgl. (2.106),

[ disto@o0)e T ~ kaTy (2.121)

Im Grenzfall ¢ — 0 besagt diese Beziehung, daf die Suszeptibilitit yz—¢ proportional
ist zum Integral tiber die Korrelationsfunktion. Das Anwachsen der Suszeptibilitéit fiir
T — T, ist also unmittelbar verkniipft mit einer Zunahme der Reichweite der Korrela-
tion im Ortsraum, d.h. mit der Zunahme der Korrelationsléinge. Bei T' = T, fillt allge-
mein die Korrelationsfunktion so langsam ab, daf§ das Integral [ d%z(¢()¢(0)) diver-
giert, und damit auch xz—¢ divergiert. Die Ergebnisse der Ornstein—Zernike-Theorie
(2.107) und (2.110) illustrieren diese auf (2.121) beruhenden allgemeinen Aussagen.

AbschlieBend bemerken wir, dafl eine g—abhingige Suszeptibilitdt im Ortsraum
einen nicht—lokalen Zusammenhang zwischen Ordnungsparameter und Feld impliziert,

O(T) = / A%/ x(Z — 2 h(2) (2.122)
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wobei der Integralkern gegeben ist durch

- 1 L 3
X(Z—a') = v Z Xq T (2.123)
7
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2.6 Ginzburg—Kriterium, kritischer Bereich

Wie in §2.4 gezeigt, beschreibt die Gau3—Ndherung im Bereich T' > T, ein Anwachsen
der Fluktuationen mit sinkender Temperatur. Die Frage stellt sich, wann unter diesen
Umstédnden der Term 4. Ordnung im Landau-Funktional gegeniiber den quadrati-
schen Termen so starken Einflufl gewinnt, daf§ die Gaufi-Ndherung zusammenbricht.
Zu vergleichen ist also die GréSenordnung der Terme (r/2)((¢(F))?) und u{(¢(Z))%).
Fiir eine Abschéitzung geniigt es, die auftretenden Mittelwerte durch Gaufische Mit-
telwerte zu approximieren. Diejenige Temperatur, bei der beide Terme von gleicher
Groflenordnung sind, bezeichnet man als Ginzburg—Temperatur T, die natiirlich
nicht als scharfe Grenze zu verstehen ist. Wir setzen 7 = (T' — T.)/T.. Der durch
7| < 76 = |Tg — T¢|/T. gekennzeichnete Temperaturbereich oberhalb und unterhalb
T, ist der sogenannte kritische Bereich. Im kritischen Bereich wird die Wechselwir-
kung zwischen den Amplituden ¢z auf Grund des Terms u¢* in (2.85) wesentlich. Man
spricht von “kritischen Fluktuationen”, die fiir die eigentlichen kritischen Phinomene,
vgl. §1.1 und § 3.1, verantwortlich sind. Schematisch entsteht das folgende Bild:

MF - Verhalten  : kiitischer Bereich:  MF - Verhalten

nicht-klassische
- kitische Exponenten :
Skalenverhalten
Univelrsolitot

S

: ] : >
0 ST 1 Te T,

Zur Abschitzung von 7g gibt es mehrere Wege, die bis auf irrelevante Zahlen-
faktoren zum gleichen Ergebnis fithren. Anstatt den oben nur angedeuteten Weg
auszufiihren, diskutieren wir folgende einfachere Vorgehensweisen.

i) Herleitung fiir T < T, (d=3)

Der Ordnungsparameter besitzt einen nicht—verschwindenden Mittelwert, der nach
der einfachen Landau-Theorie durch den wahrscheinlichsten Wert (¢(Z)) ~ ¢¢ mit
#3 = |r|/4u ersetzt wird. Mit ¢o wird die typische GréBe der Fluktuationen d¢(%) =
d(Z) — ¢ verglichen, die wiederum aus der GauB—Nidherung bestimmt wird. Fir
T < T, liefert die GauBB—Naherung einen Ausdruck derselben Form wie im Fall T" > T,
vgl. (2.108),

- kgT 6—:1:/5
T dnk =z

(56(7)56(0)) (2.124)
Lediglich fiir die Korrelationslinge ist bei T < T. der Ausdruck &2 = k/(2|r|) zu
verwenden. Entscheidend fiir die experimentelle Beobachtung sind Fluktuationen auf
der Léngenskala £. Setzt man daher x = &, so charakterisiert (2.124) die typische
Groflenordnung der Fluktuationen. Zuverlissig ist die Gauss—Néherung, solange
kgT. 1

2
b R (2.125)
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Dabei wurde auf der 1.S. der unwesentliche Faktor 2'/2e~! weggelassen und im Zihler
wurde T durch T ersetzt. Anstelle (2.125) kénnen wir auch schreiben |7| > 7¢, wobei
wir als Maf} fiir die Breite des kritischen Gebiets den Ausdruck

B (kBTcu)?

=— d=3 2.126
TG 7_‘_27,0%3 ’ ( ) ( )

gefunden haben. Das erhaltene Kriterium fiir die Giiltigkeit der Gaufi—-Naherung mit
(2.126) fiir 7 bezeichnet man als Ginzburg-Kriterium, hier fiir die Raumdimension
d = 3. Die anfangs skizzierte Uberlegung fiir T' > T, fiihrt auf das gleiche Ergebnis.

Ubersichtlicher wird (2.126), wenn man die r.S. nur durch experimentell zuging-
liche Grolen ausdriickt. Mit der effektiven Reichweite der Kréafte und dem nach der
Landau-Theorie gegebenen Sprung in der Wirmekapazitit AC/V = r3/8uT, wird

_ ke \?
o= <87TAC/V> S (2120

Man erkennt eine duflerst empfindliche Abhéngigkeit von &. Je grofler die effekti-
ve Reichweite der Krifte, um so stidrker werden Fluktuationen unterdriickt und der
kritische Bereich eingeengt. Beispiele:

e Konventionelle (metallische) Supraleiter
Nach der BCS-Theorie gilt &y ~ hvp/Ag; vy bzw. Ag bezeichnen die Fermi-
Geschwindigkeit und die Energieliicke des Supraleiters bei T' = 0. Typischer-
weise ist & > 103A°; dies fithrt auf den extrem kleinen Wert 7¢ ~ 10714
Molekularfeld-artige Theorien (BCS-Theorie oder die damit verkniipfte Landau—
Theorie) sind also praktisch als exakt anzusehen.

e Suprafluiditit in *He
Die Grofle &y entspricht dem interatomaren Abstand, so dafl 7¢ ~ 1. Molekular-
feld—artige Theorien sind grundsétzlich nicht geeignet.

e Magnetische Systeme
Hier sind zumeist kurzreichweitige Wechselwirkungen dominant. Ein grober
Richtwert ist 7¢ ~ 1072 bis 10~". Ahnliches gilt fiir die Hoch—T.—Supraleiter.

ii) Abschitzung mittels der Warmekapazitit
Im Rahmen der GauB—Né&herung 148t sich die Zustandssumme (2.88) unter Beriick-
sichtigung des Cutoffs A ~ & 1 leicht auswerten. Man erhilt so einen geniiher-
ten Fluktuationsbeitrag zur Warmekapazitat. Fir T > T, und d = 3 findet man
Csing/V =~ (k:B/167r)§0_4§ o 771/2. Fragt man nach derjenigen Temperatur, bei der
Csing vergleichbar wird mit dem Sprung AC, so ergibt sich wieder die durch (2.127)
bestimmte Ginzburg—Temperatur.

iii) Reduktion des GL-Funktionals auf dimensionslose GréBen
Die nachstehende Uberlegung ist besonders einfach gleich fiir beliebige Raumdimen-
sionen d durchfithrbar. Bezieht man den Ordnungsparameter auf den Wert ¢¢ =
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(Jr|/4u)'/? und alle Lingen auf die Korrelationslinge & = (k/|r|)'/?, so geht das
Funktional (2.84) mit

¢ = ¢/bo; o =T/ V' =08/

iiber in
AF[¢] = / d'z [g& +ugt + gmﬂ =
:£ﬂﬂ%‘;/d%/Pﬂuﬂ+;d%+(WWY] (2.128)

Die beiden Vorzeichen entsprechen Temperaturen 7' > T, bzw. T' < T,. Die Boltzmann—
Verteilung exp(—SF[¢]), vgl. (2.87), enthélt damit vor dem jetzt dimensionslosen
Integral einen ebenfalls dimensionslosen, 7—abhingigen Vorfaktor, der mit 7" ~ T,
gegeben ist durch

ﬂ&dhﬂ¢2’V—Af&§ifTQ‘d/2 (2.129)
07 4ukpT, '

Gilt B¢d|r|¢g > 1, so besitzt Pl¢] x exp(—BF[¢]) ein sehr scharfes Maximum beim
wahrscheinlichsten Wert des Ordnungsparameters, d.h. bei ¢g, sofern T' < T, bzw. bei
¢ =0, wenn T > T,. Fluktuationen des Ordnungsparameters sind dann weitgehend
unterdriickt. Die Verhiltnisse kehren sich um, wenn B¢4|r|¢3 < 1 und das Maximum
von P[¢] xx exp(—FF[¢]) nur schwach ausgepriigt ist. Der letztgenannte Fall wird fiir
hinreichend kleine 7 immer realisiert, sofern d < 4. Die Bedingung

réed _2-d/2 _
qukpT. ©

1 (2.130)

definiert wiederum die Ginzburg—Temperatur 7 mit der bereits oben beschriebenen
Bedeutung, jetzt fiir beliebige d. Falls d = 3, so fithrt (2.130) auf das bekannte
Ergebnis (2.126) zuriick. Der Fall d = 4 verdient besondere Beachtung: Der Ausdruck
(2.130) ist nun unabhéngig von 7. Fiir d > 4 divergiert (2.130) sogar bei 7 — 0, d.h.
Fluktuationen werden fiir T' — T, vollig unterdriickt und die GL—Theorie fiihrt auf die
einfache Landau—Theorie zuriick. Den Grenzfall d* = 4 bezeichnet man als “marginale
Dimension”. Es konnte gezeigt werden, dafl bei d* = 4 zu den klassischen kritischen
Exponenten der einfachen Landau—Theorie logarithmische Korrekturen hinzutreten.
Ein interessanter Aspekt bei trikritischen Punkten besteht darin, dafl d* = 3, die
marginale Dimension also der realen Welt entspricht.
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Kapitel 3

Statische kritische Phinomene

3.1 Skalenhypothese

Kritische Phdnomene werden beobachtet, wenn die Fluktuationen in der Néhe des kri-
tischen Punktes so stark anwachsen, dafl ihre Wechselwirkung wesentlich wird. Man
befindet sich dann im kritischen Bereich, dessen Ausdehnung um den kritischen Punkt
durch das Ginzburg Kriterium nach § 2.6 abgeschétzt werden kann. In Messungen des
Ordnungsparameters, der Suszeptibilitdt oder der Warmekapazitit treten universel-
le Eigenschaften hervor, vgl. §1.1. Insbesondere beobachtet man nicht—klassische,
d.h. von der Molekularfeldtheorie abweichende kritische Exponenten. Dariiber hin-
aus findet man Skalenverhalten in der Ordnungsparameter—Korrelationsfunktion und
in thermodynamischen Groéflen.

Zur Erklarung des Skalenverhaltens betrachten wir zunéchst die vom Wellenvektor
¢ abhéngige Korrelationsfunktion des Ordnungsparameters

(log?) = G(g,6) (3.1)

bei verschwindendem #uferen Feld A = 0. Thre Abhéngigkeit von der Temperatur wird
durch die temperaturabhéngige Korrelationslange £ ausgedriickt, fiir die hinreichend
nahe 7, ein Potenzgesetz

¢ ~const|t|™"; T=(T-1T.)/Tc (3.2)

angenommen wird. Der kritische Exponent v liegt fiir d = 3 zumeist nahe v ~ 0.7.
(In der Molekularfeldtheorie ist v = 1/2, vgl. §2.3 und §2.5.) Der Kiirze halber
gehen wir in diesem Abschnitt sofort davon aus, daf§ die kritischen Exponenten zu
einer bestimmten Grofie oberhalb und unterhalb T, gleich sind.

Entscheidend ist nun, daf§ im kritischen Bereich die Funktion G(g, ) von den Va-
riablen £ und ¢ nicht getrennt abhingt, sondern sich auf eine Funktion nur einer
Variablen zuriickfithren 148t. (Der MF—-Ausdruck (2.105) zeigt grundsétzlich bereits
eine solche Form.) Diese Eigenschaft der Funktion G(q,&) ergibt sich aus der Ska-
lenhypothese. Sie besagt, dafl nahe T, die Korrelationslénge ¢ die einzige, hinsichtlich
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der kritischen Phénomene relevante Léngenskala darstellt. Die asymptotischen Ge-
setzméfigkeiten nahe T, sind zuriickfiihrbar auf die divergierende Korrelationslinge.

Beziiglich G(q, §) geniigt zunéchst die Schluifolgerung, daf fiir den Wellenvektor ¢
die Korrelationslénge als einzige Skala in Frage kommt. Somit &8t sich G(q, §) gem#i8

G(q,8) ~ &7g(¢€) (3.3)

auf eine Skalenfunktion g(z), mit dem dimensionslosen Argument z = ¢&, zuriickfiihren.
Zudem wird die Divergenz der Korrelationsfunktion bei ¢ = 0 durch einen Vorfaktor in
Form einer Potenz von £ ausgedriickt. Der Exponent n gibt Korrekturen des singulédren
Verhaltens bei ¢ = 0 gegeniiber der Molekularfeld— oder Ginzburg-Landau—Theorie
an. (Dort ist 7 = 0, wie man an (2.109) abliest).

Der Ausdruck (3.3) gilt asymptotisch fiir ¢ — 0; £ — co. Hélt man zunéchst g # 0
fest und betrachtet den Grenzfall £ — oo, so muf} die r.S. von (3.3) unabhéngig von £
werden. Dies impliziert g(z) ~ 2~ 3= fiir z > 1, so daB

G(g,00) ~q My T =T, (3.4)

Am kritischen Punkt existiert also keine ausgezeichnete Skala beziiglich ¢; die ¢—
Abhé#ngigkeit befolgt deshalb ein Potenzgesetz.

Umgekehrt, betrachtet man £ fest und ¢ — 0, so folgt aus dem Fluktuations—Dissipa-
tionstheorien (2.25), siehe auch (2.120),

X 0 G(0,€) =~ €27g(0) (3.5)

wobei die Skalenfunktion g(z) fiir z — 0 in eine Konstante iibergeht. Es zeigt sich,
daB8 die Suszeptibilitiit sich verhilt wie y ~ &2 ~ |7|7¥(=". Nach Definition des
Exponenten v gilt x ~ |7|77. Durch Gleichsetzen der Potenzen von |7| folgt ein erstes
Skalengesetz

7=Q2-ny (3.6)

Zur Form (3.3) sind noch die folgenden Bemerkungen angebracht. Offenbar erfiillt
(3.3) eine verallgemeinerte Homogenitétseigenschaft,

G(g,€) =v*7"G (b q, g) (3.7)

mit einem beliebigen “Skalenfaktor” b > 0, auf die wir in § 3.3 zurtickkommen. Fiir
die ortsabhéingige Korrelationsfunktion (¢(Z)¢(0)) = G(z,§) finden wir die Skalenei-
genschaft

d .
Gr.) = / (;ifyiqu,s)e%qz

d Py

= 2 (9” (3.8)

§
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so dafl am kritischen Punkt

G(x,00) ~ zd724n (3.9)

Als néchstes wird die vom dufleren Feld h abhéngige freie Energie betrachtet. Die Dich-
te der freien Energie zerlegen wir in einen am kritischen Punkt reguldren und einen
singuldren Anteil, f, = freg + fsing- Wir haben gesehen, daff nach der Skalenhypothe-
se die Korrelationsfunktion gemé#f (3.7) eine verallgemeinerte Homogenitétsrelation
beziiglich der Variablen ¢ und & bzw. beziiglich ¢ und 7 = (T — T¢.)/T. erfiillt. Ent-
sprechend wird fiir die freie Energie postuliert, daf§ der singuldre Anteil fy;,, beziiglich
7 und h ebenfalls eine verallgemeinerte Homogenitétsrelation erfiillt (B. Widom, J.
Chem. Phys. 43, 3892, 3898 (1977)):

Faing(T, B) = b7 foing (Y7, b™h) (3.10)

mit b > 0 beliebig und zunéchst unbekannten kritischen Exponenten x und y. d be-
zeichnet die Dimension des Systems.

Heuristisch 148t sich (3.10) aus der in §3.2 dargelegten Kadanoff-Konstruktion be-
griinden. (Ein um den Skalenfaktor b “vergrobertes” System hat die Korrelationsléinge
¢ = &/b und entspricht dem urspriinglichen System mit reskalierten Variablen 7/ =
br; h' = b"h. Gleichzeitig besitzt es eine um den Faktor b? vergrofierte Dichte der
freien Energie.) Eine quantitative Begriindung erfolgt durch die Renormierungsgrup-
pentheorie.

Eine zu (3.10) dquivalente Form entsteht durch die Wahl b = |7|~1/¥, so daB

~ h
fsing = |T|d/yf:|: <|7-’A> (311)

mit

f:l:(z) = fsing(i172)§ A= g (3.12)

Die beiden Vorzeichen beziehen sich auf Situationen T' > T, bzw. T < T..

Aus (3.11) konnen wir den Ordnungsparameter berechnen,

_ 8fszn
* = ~Ton
~ h
= |79+ <|T|A> (3.13)
wobei ¢ (z) = —dfs/dz und
B = ;i - A (3.14)

Fir h =0 und T > T, ist ¢ = 0, so daf3 <z~5+(0) = 0, wihrend ¢_ fiir h — 0 in eine
nichtverschwindende Konstante iibergeht. Fiir h — 0, T < T, verhélt sich daher
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der Ordnungsparameter wie ¢ ~ (—7)?, in Ubereinstimmung mit der Definition (1.8),
wobei nach (3.14) der Exponent 3 durch d und die urspriinglichen Exponenten z und
y gegeben ist. (3.13) stellt die thermische Zustandsgleichung in Skalenform dar.

Nochmalige Differentiation nach h liefert

o¢p . h
o = 77 <|7‘|A) (3.15)

woraus wir die Nullfeld-Suszeptibilitét x = (0¢/0h)p—o ~ |7|~7 erhalten. Dabei ist 7y
gegeben durch

y=A-0 (3.16)

Die Auswertung der Zustandsgleichung bei T' = T, fithrt gemif der Definition ¢ ~ h/?
auf den Exponenten §. Wird h # 0 festgehalten, so muf die r.S. von (3.13) im Grenzfall
7 — 0 unabhiingig von 7 werden. Es folgt, daB die beiden Skalenfunktionen ¢ (2)
fir z — oo das gemeinsame asymptotische Verhalten qgi(z) ~ ZB/A fiir z > 1 zeigen.
Daraus ergibt sich unmittelbar

1_p
- 1
VAN (3.17)
Schlieflich berechnen wir aus (3.11) die Warmekapazitit bei h = 0,
0? :
C = 171 (1r"7) 2 (0) (3.18)
or?
Dieser Ausdruck ist proportional zu |T]d/ ¥=2. der Exponent « ist somit gegeben durch
d
a=2——- 3.19
" (3.19)

Alle in den thermodynamischen Grofien auftretenden kritischen Exponenten o, (3,
und § sind durch diese Uberlegungen auf die Exponenten x und y zuriickgefiihrt. Nach
Elimination von A und d/y entstehen die Skalenrelationen:

a+28+~=2 (3.20)

=BG —1) (3.21)

die bereits in §1.1 genannt wurden.

Dariiber hinaus zeigt die Kadanoff-Konstruktion, vgl. §3.2, daf§ die Korrelati-
onslinge ¢’ in einem um den Faktor b “vergréberten” System durch &' = £/b gegeben
ist und gleichzeitig & ~ |7/|7" = |bY7|7¥ erfiillt. Es ist also 1/b = b~¥" oder

y=- (3.22)

Zusammen mit (3.19) haben wir neben (3.6), (3.20) und (3.21) eine vierte Skalenrela-
tion

a=2—dv (3.23)

fiir die insgesamt 6 statischen Exponenten «, g, v, §, v und 7.
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3.2 Renormierung im Ortsraum

Kadanoff—-Transformation
Wir gehen von der Skalenhypothese aus und betrachten zur niheren Illustration in
Abb. (3.1) Spinkonfigurationen eines Ising—Modells auf einem 2d Quadratgitter mit

Abbildung 3.1: Typische (equilibrierte) Spinkonfigurationen eines 2d N N-Ising—Modells
auf einem Quadratgitter der Kantenlinge L = 512 bei verschiedenen Temperaturen in der
Néhe des kritischen Punktes (h = 0).

NN-Wechselwirkung J > 0 und verschwindendem &ufleren Feld (h = 0). Gezeigt
sind Konfigurationen bei Temperaturen knapp oberhalb und unterhalb T,.. Qualitativ
ist zu erkennen, wie sich die Grofenverteilung von Clustern mit jeweils einer der
beiden moglichen Spineinstellungen veréindert, wenn die Temperatur variiert wird.
Insbesondere wichst die typische Clustergréfle, charakterisiert durch &, wenn T' — 1.
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Abbildung 3.2: Blockeinteilung eines 2d Ising—Modells fiir b = 2 nach Kadanoff.

Bei T, existieren Cluster aller GroBenordnungen, sofern man von mikroskopischen
Léngen (Abstand benachbarter Spins) und der endlichen Systemgrofie absieht.

Bei Betrachtung dieser Spinkonfigurationen mit einer um den Faktor b > 1 verrin-
gerten raumlichen Auflésung (z.B. vergrofiert der Beobachter seinen Betrachtungsab-
stand um den Faktor b) wird man der beobachteten Clusterverteilung die Korrelati-
onslinge ¢’ = £/b zuordnen. Da die Korrelationslinge als einzige relevante Léingens-
kala nun verringert ist, entsteht das Abbild eines Systems, welches sich vom kriti-
schen Punkt entfernt hat. Fiir T° > T, hat sich die scheinbare Temperatur erhoht
bzw. die dimensionslose Kopplung K = J/kgT verkleinert. Das Umgekehrte gilt fiir
T < T.. Am kritischen Punkt existiert keine charakteristische Liangenskala ({§ = ool).
Urspriingliches und “vergrobertes” System sind ununterscheidbar: das System ist ska-
leninvariant.

Diese Idee a3t sich formalisieren. Die nachstehend skizzierte schematische Vor-
gehensweise geht auf Kadanoff (Physics 2, 263 (1966)) zuriick. Eine fiir konkrete
Rechnungen geeignete Implementierung dieser Idee bedarf jedoch weiterer Uberlegun-
gen bzw. Néherungen, siehe unten, sowie §3.3.

Das urspriingliche Gitter wird in Blocke mit je b% Spins aufgeteilt, wie in Abb.
(3.2) fiir b = 2 gezeigt. Die Einstellung der b% Spins des Blocks a wird vergrébert
repréisentiert durch den Blockspin 6,. Wenn & so grof ist, dafl die meisten Spins
innerhalb eines Blocks parallel gerichtet sind, so kann man im einfachsten Fall

Ga b "> o (3.24)

i€

setzen, mit 6, ~ £1. Aus dem urspriinglichen Hamiltonian H wird nun nach fol-
gender Vorschrift ein neuer Hamiltonian H’ konstruiert, der das vergréberte System
beschreibt und nur von den Blockspins 6, abhéngt,
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Z e_BH{o-i} H 55'0”177‘1 Piéa ag; = e_BH/{&a} (325)
{oi} @

Summiert wird iiber alle Spinkonfigurationen, die mit einer vorgegebenen Konfigura-
tion {64} der Blockspins vertréglich sind. Die Gitterkonstante des Blockspinsystems
betrigt zunéichst ' = ba. Durch Verkleinerung aller Lingen um den Faktor b wird
jedoch die urspriingliche Gitterkonstante a wieder hergestellt. Dann beschreibt H’ ein
Ising—Spinsystem auf dem urspriinglichen Gitter.

Gleichung (3.25) definiert die “Kadanoff-Transformation” Ry,

H — H =TRy(H) (3.26)

Transformationen zu verschiedenen Reskalierungsfaktoren b besitzen die Eigenschaft
einer Halbgruppe

Roey = 1
RyRy = Ry (3.27)

Entscheidend ist nun die Annahme, dafl H' dieselbe Form besitzt wie H. Enthilt
H nur Paar-Wechselwirkungen zwischen néchsten Nachbarn, so erscheint es zunéchst
plausibel, dafl auch in H' nur benachbarte Blockspins paarweise wechselwirken. Diese
Annahme ist auf der Basis von (3.25) aber nicht wirklich korrekt. Vielmehr entstehen
unter der Transformation (3.25) i.a. kompliziertere Kopplungen. Es ist daher not-
wendig, eine Klasse von H's mit einem erweiterten Satz von Kopplungskonstanten zu
betrachten, und eventuell entstehende zusétzliche Kopplungen abzuschneiden. Diese
fiir konkrete Rechnungen wichtigen Aspekte wollen wir an dieser Stelle aber nicht
weiter verfolgen.

Es sei also

—BH{o;} =K ) o0 (3.28)

(NN)
und wir nehmen vereinfachend an, dafl

—BH{66} =K' Y 646 (3.29)
(NN)

Dabei bedeutet }_yyy eine Summation iiber alle N N-Paare von Spins. (3.25) redu-
ziert sich dann auf eine Zuordnung zwischen den Kopplungskonstanten, die wir in der
Form

K' = Ry(K) (3.30)

schreiben. Nach der obigen Diskussion ist folgende Eigenschaft von (3.25) bzw. (3.30)
fiir alles weitere entscheidend. Der kritische Punkt ist durch Skaleninvarianz aus-
gezeichnet. Die Ununterscheidbarkeit des urspriinglichen vom vergroberten System
impliziert H' = H (bis auf hichstens eine additive Konstante), bzw. K’ = K. Der
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1,0
K'=R,(K)

05 |

Abbildung 3.3: Schematische Abhingigkeit K’ = Rp(K) nach (3.30) mit abstoffendem
Fixpunkt K*.

kritische Wert K* = J/kgT, ist folglich Fixpunkt der Transformation (3.30). Wie in
Verbindung mit Abb. (3.1) ausgefiihrt, bewegt man sich fiir K # K* unter der Trans-
formation (3.30) vom Fixpunkt weg, d.h. K < K*(oder T > T.) impliziert K’ < K
und umgekehrt. Der Fixpunkt K* ist also abstoflend.

Abb. (3.3) zeigt qualitativ das Verhalten der Kopplungskonstanten, wenn (3.30)
iteriert wird. Trivialerweise stellen der wechselwirkungsfreie Fall K = 0 sowie K = oo
(vollkommen ausgerichtete Spins) ebenfalls Fixpunkte dar, die attraktiv sind. Léngs
der K—Achse ergibt sich dann das in Abb. (3.4) gezeigte Fludiagramm. In allgemei-

0 —K

Abbildung 3.4: FluBdiagramm zu Abb. (3.3).
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neren Fillen, wenn mehrere Kopplungskonstanten in H bzw. H’ zu beriicksichtigen
sind, entstehen mehrdimensionale Flufidiagramme, vgl. §3.4.

Das prinzipielle Vorgehen von Renormierungsgruppen (RG)-Theorien wird aus
dieser Art Uberlegung bereits erkennbar. Die kritischen Exponenten sind, wie sich
herausstellt, durch das Verhalten der am Fixpunkt K™ linearisierten Abbildung (3.25)
bzw. (3.30) bestimmt. Wiederholte Anwendung (Iteration) dieser Abbildung fiihrt
vom kritischen Punkt weg in Bereiche der Kopplungskonstanten, die durch einfache-
re Theorien behandelt werden kénnen. Verfolgt man die Iteration dann riickwarts,
so kénnen unter Umstinden quantitative Aussagen im kritischen Bereich gewonnen
werden.

Zur Illustration betrachten wir die Korrelationsldnge &, die im NN-Ising—Modell
nur eine Funktion von K ist, £ = £(K). Die Korrelationslinge &' im Blockspinsystem
ist durch dieselbe Funktion gegeben, ¢’ = £(K'), und erfiillt gleichzeitig ¢’ = £/b. Der
kritische Punkt ist gekennzeichnet durch

K=K =K's{=00; ¢ = (3.31)
Bei bekanntem Zusammenhang K’ = R(K) steht somit eine Funktionalgleichung fiir

¢(K) zur Verfiigung. Zur Auswertung betrachten wir K hinreichend nahe K* und
linearisieren

Rb(K) ’:Rb(K*)—i—)\b(K—K*) ZK*—F)\b(K—K*) (3.32)
mit
Ao = <Cmg}({f()> - (3.33)

Da der Fixpunkt abstoflend ist, gilt || > 1. Der in Abb. (3.3) gezeigte typische
Verlauf der Funktion Rp(K') entspricht A, > 1. Die Eigenschaft (3.27) tibertragt sich
auf A\, geméf

A Ay = Apy (3.34)

Nehmen wir an, daf§ die Funktion £(K) fir K — K* geméf einem Potenzgesetz
divergiert,

§(K) ~ |K — K[ (3.35)

mit einem zu bestimmenden Exponenten v, so folgt:

—v

K’ Ry(K Ry(K) — K*
§(K) §(K) K-K
Wegen &(K')/€(K) = b~! finden wir fiir den kritischen Exponenten v den Wert
Inb
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Dafl ¥ unabhéngig von b ist, wird durch (3.34) garantiert.

Je nach Art des Problems bieten sich alternativ zu (3.24) weitere Moglichkeiten zur
Einfithrung von Blockspins 6, an, z.B. die Wahl von &, nach der “Majoritétsregel”,
Herausgreifen eines einzigen Spins aus jedem Block (Dezimierungsverfahren, siehe
unten) etc. Im folgenden werden zwei Beispiele behandelt.

1d Ising—Modell: Dezimierung
Wie man schon vermuten kann, bietet das 1d Ising—Modell ein Beispiel, welches mit
dem Dezimierungsverfahren exakt losbar ist.

Gegeben sei ein Spinkette, bestehend aus N = 2™ Ising-Spins, mit
N-1
—BH{oi} =K Y 0ioif1 (3.38)
i=1

Wir unterteilen die Kette in Zellen mit je zwei benachbarten Spins, siehe Abb. (3.5),
und fithren im Ausdruck fiir die Zustandssumme Z (K, N) die Summationen iiber
09,04 ... explizit aus. Es verbleibt

Z(K,N)= > lexpK(o1+03) + exp(—K(o1 + 03))]

01,03,05,...
X [exp K (03 + 05) + exp(—K (03 4+ 05))] X ... (3.39)
Folgende Identitdt 148t sich fiir 0 = +1, ¢’ = 41 leicht nachrechnen
eKlota’) 4 o=K(oto) u(K)eK/‘ml (3.40)
mit

1
K = 3 In (cosh 2K) (3.41)

u(K) = 2V cosh 2K (3.42)

Denn fiir o = ¢’ findet man

und fiir 0 = —0o’

Division und Multiplikation der letzten beiden Gleichungen liefert (3.41) und (3.42).
Der nur noch von o1, 03, ... abhéngige transformierte Hamiltonian hat demnach die
Gestalt

N
—,BH/{Ui} = 5 lnu(K) + K E 0i0i4+2 (3.43)
i=1,3,...
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1 3 7

Abbildung 3.5: Verfahren der Dezimierung bei der 1d Spinkette. Uber Spins mit geradem
Index ¢ wird jeweils wegsummiert.

Neben einem Wechselwirkungsterm derselben Form wie in (3.38) tritt eine additive
Konstante auf. (Genau genommen hat man also einen Hamiltonian mit zwei Para-
metern zu betrachten; dies fithrt auf eine 2—-parametrige, aber in sich entkoppelte
Rekursion.)

(3.43) liefert sofort fiir die Zustandssumme die Bedingung

Z(K,N) = (u(K))N? z (K’, ];f) (3.44)

Die fiir b = 2 gewonnene Funktion K’ = Ry(K) nach (3.41) zeigt nur die beiden
trivialen Fixpunkte K = 0 (anziehend) und K = oo (abstoflend); in deren Nihe gilt

K? K—0
K~ fiir (3.45)
K—1In2 K — o0

(3.45) erlaubt es, das asymptotische Verhalten der Korrelationslinge & fir T — 0
(K — o0) abzulesen. Die Bedingung ¢(K') = 3¢(K) fithrt fir K — oo auf die
Gleichung

1 1
E(K — 5 In2) = §§(K), (3.46)

die durch die Exponentialfunktion &(K) ~ 25 gelost wird. Die Korrelationslinge
divergiert also exponentiell fiir 7 — 0. Diese asymptotische Form fiir £(K) stimmt
mit dem Ergebnis aus der Transfermatrix—Methode iiberein.

Die additive Konstante in (3.43) bestimmt die freie Energie F'(K, N). Es sei

FK) = —"‘%T In Z(K, N) = %F(K, N) (3.47)

die freie Energie pro Spin, die im thermodynamischen Limes nicht von N abhéngt.
Bildet man von (3.44) den Logarithmus und dividiert durch N, so entsteht
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~BHK) = S(nu(K) - BF(K")
_ %(m 24+ K — BF(K)) (3.48)

wobei wir nach (3.42) u(K) = 2eX’ verwendet haben. (3.48) eignet sich, von hohen
Temperaturen herkommend, f(K) fiir beliebige K iterativ zu bestimmen. Als Start-
wert bei sehr hohen Temperaturen (K’ < 1) geniigt die Niherung nicht—wechselwirkender
Spins, f(K') ~ —kpTIn2. Auf diese Weise kann man alternativ zur Transfermatrix—
Methode genaue Werte fiir die freie Energie bei beliebigen Temperaturen erhalten.

2d Ising—Modell: Migdal-Kadanoff Renormierung.

Ein anderes einfaches, aber vielseitig einsetzbares Verfahren der Ortsraumrenor-
mierung stammt von Migdal und Kadanoff. Wir beschreiben es anhand des 2d Ising—
Modells auf dem Quadratgitter.

Ausgehend von einem Gitter mit N N-Kopplungen K, und K, in vertikaler bzw. ho-
rizontaler Richtung wird eine Transformation b = 2 in zwei Schritten bewerkstelligt,

vgl. Abb. (3.6).
Verschiebung
vertikaler horizontale
Bindungen Dezimierung

Verschiebung

horizontaler vertikale
Bindungen Dezimierung
—_— —_—

Abbildung 3.6: Schritte bei der Migdal-Kadanoff Renormierung.

1. Schritt: Jede zweite vertikale Bindung K, wird nach rechts verschoben und mit
der benachbarten Bindung zusammengefafit zu K, = 2K,. Uber die nur-
mehr horizontal gekoppelten Spins wird wegsummiert mit Hilfe des Dezi-

mierungsverfahrens in d = 1. Es entstehen neue horizontale Bindungen
K, = £ In(cosh 2K,), vel. (3.41)

2. Schritt: Jede zweite horizontale Bindung K, wird nach oben verschoben und mit
der benachbarten zusammengefat zu K/ = 2K,. Uber die nur noch
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vertikal gekoppelten Spins wird analog zum 1. Schritt wegsummiert. Es
entstehen neue vertikale Kopplungen Kz// = %ln cosh4K,.

Der Nachteil ist, dal K # K, wenn anféinglich K, = K, = K. Die Unterschiede
sind aber nicht bedeutend; als renormierte Kopplung K’ kann man das arithmetische
Mittel heranziehen. Zusammengefafit ergibt sich

1
K = i(K_; + K,) (3.49)
mit

K! = In(cosh 2K)

K, = %ln(cosh 4K)
Mit dieser intuitiven Konstruktion gelingt es, fiir das 2d Ising—Modell eine brauchbare,
1-parametrige Renormierung durchzufithren. Wie Abb. (3.7) zeigt, erhdlt man rech-
nerisch nach (3.49) einen Zusammenhang K’ = R(K) der in Abb. (3.3) gezeigten Art.
Der nicht—triviale Fixpunkt liegt bei etwa K* ~ 0.43. Dies entspricht kgT =~ 2.33J,
ein Wert, der nur wenig iiber dem genauen Wert kg1 ~ 2.273.J aus der Onsager—
Losung liegt. Nach (3.37) findet man einen kritischen Exponenten v ~ 1.39, der im
Vergleich zur MF-Theorie in die richtige Richtung verschoben ist; exakt gilt v = 1.
Wichtig sind nicht so sehr die genauen Zahlenwerte der erhaltenen Gréflen. Bedeut-
sam ist die Tatsache, ein Verfahren zu haben, welches sich ohne weiteres auch auf das

1,0
K' —
X
K' ——
y
K' —
05 |
0 z . . o . . . .
0 K* 0,5 K 1.0

Abbildung 3.7: K’ in Abhéngigkeit von K nach (3.49).
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3d Ising—Modell sowie auf allgemeinere Modelle (z. B. Potts—Modell) iibertragen 148t
und die korrekten Trends in der d—Abh#ngigkeit der kritischen Exponenten wieder-
gibt. Kritische Phianomene an Oberflichen wurden ebenfalls mit der Migdal-Kadanoff
Renormierung behandelt (R. Lipowsky, H. Wagner, Z. Phys. B - Cond. Mat. 42, 355
(1981)).

Freie Energie
Grundséitzlich liefert die RG-Transformation unter Mitnahme einer additiven Kon-
stanten einen neuen Hamiltonian der Form

—BH' = Nb=%u(K) — BH(K',Nb~?) (3.50)

wenn H (K, N) den urspriinglichen Hamiltonian fiir N Spins bezeichnet, vgl. (3.43)
im Fall d = 1;b = 2. Dies bedeutet

Z(K,N) = (w(E))N" Z(K', Nb~%) (3.51)
Die freie Energie pro Spin erfiillt also die Rekursion
—Bf(K) = b (Inu(K) - Bf(K")) (3.52)

Wiéhrend u(K) lokal definiert ist und deswegen fiir alle K regulér ist, entwickelt f(K)
aufgrund der Rekursion hinsichtlich K einen am kritischen Punkt singuldren Anteil,
J(K) = freg(K) + fsing(K), wobei fging(K) letztlich durch u(K) bestimmt ist. Wegen
u(K) reguldr kann man davon ausgehen, dafl fng(K) der Gleichung

fsing(K) = bidfsing(K/) (3.53)

geniigt (vgl. Th. Niemeijer, J.M.J. van Leeuwen, in “Phase Transitions and Critical
Phenomena 6”7, hrsg. v. C. Domb, M.S. Green (Academic Press London, 1976) Seite
425ff.). Die 1.S. stellt die freie Energie pro Spin des urspriinglichen Systems dar.
Multipliziert mit b? ergibt dies gerade die freie Energie fsing(K") pro Blockspin im
Blockspinsystem. Aus dieser Skaleneigenschaft von fging(K) erhdlt man eine Aussage
zum kritischen Exponenten «. Mit dem Ansatz

fsing(K) ~ [K — K*[" (3.54)
fiir K hinreichend nahe K* findet man
K - K*|" = b|K' - K*|"
~ b\ (K — K*)|" (3.55)
mit \y = (dK'/dK)g~. Dies fithrt unmittelbar auf n = d(Inb/In ) oder n = dv,
wenn wir (3.37) verwenden. Andererseits ergibt 2-maliges Differenzieren von (3.54)

nach T als Exponenten fiir die spezifische Warme o = 2 — n. Zusammengefaflt finden
wir die von (3.23) her bekannte Skalenrelation

2—a=dv (3.56)
In der Tat driickt (3.53) in Verbindung mit K’ — K* = \(K — K*); Ay = b¥ (wobei
y = 1/v) gerade die postulierte Homogenitétsrelation (3.10) fiir die freie Energie im

Fall h = 0 aus. Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich natiirlich auch auf den Fall
h # 0 ausdehnen.
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3.3 Renormierung im Impulsraum

Von der GL-Theorie (O(n)-Modell) ausgehend hat K.G. Wilson (siehe K.G. Wilson,
J. Kogut, Phys. Rep. 12, 75 (1974) sowie M.E. Fisher, Rev. Mod. Phys. 70, 653
(1998)) gezeigt, dafl in der Ndhe der marginalen Raumdimension d* = 4, vgl. §2.6,
die kritischen Exponenten sich nach Potenzen von ¢ = 4 — d entwickeln lassen. In
1. Ordnung bzgl. € lassen sich die Rechnungen mit nicht allzu groffem Aufwand
durchfithren. Wichtig ist, dal in dieser Ordnung die nach heutigem Wissen auch in
d = 3 korrekte Fixpunktstruktur bereits sichtbar wird.

Die Renormierung bezieht sich hier auf die Parameter im GL-Funktional. In
der diesbeziiglichen Literatur ist es iiblich, in Anlehnung an §2.1 anstelle AF[¢] die
Bezeichnung H|[¢] zu verwenden.

Es sei also das GL—Funktional gegeben durch

HIg| = /V d' | Z(6(#)? + ul(6(@)* + Z(Vo())? (3.57)

Einsetzen der Fourier—Darstellung fiir den Ordnungsparameter

G(&) =L~ Y~ g, (3.58)
q
gl <A
b= L / 'z (&) (3.59)
%4

ergibt

1 _

Hlg] = 5 Y rogl +ul™ Y 6465059000 tnraia0  (3.60)
(7 51762763754

g < A 7| < A

Waéhrend der erste Term bereits von §2.5 her bekannt ist, beschreibt der zweite Term
die Wechselwirkung der Amplituden ¢z untereinander. Hinsichtlich der freien Ener-
gie liefert diese Theorie im Gegensatz zur Ortsraumrenormierung nur den singuléren
Anteil AFging(T,V) = —kpT In Zgjng, wobei Zgj,g durch (2.88) gegeben ist.

Die Idee ist wiederum, Ordnungsparameter—Fluktuationen auf kleinen Léngens-
kalen auszuintegrieren; der transformierte Hamiltonian H’ soll moglichst wieder auf
die gleiche Form gebracht werden wie H, jedoch mit geéinderten Parametern r’, v/, x’.
Zur Vereinfachung der Transformationsformeln fiir r,u, x wird dann noch die Frei-
heit ausgenutzt, auch den Ordnungsparameter umzuskalieren. Insgesamt besteht die
RG-Transformation aus drei Teilschritten, vgl. Abb. (3.8):

1. Schritt: Kadanoff-Transformation im Impulsraum

In (2.88) wird iiber alle Amplituden ¢z zum g-Intervall A/b < |q] < A; b >
1; wegintegriert:
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2. Schritt:

3. Schritt:

/ [ d(Reg)d(Impg)e P = e=AH'I7) (3.61)
A

/b<|ql<A 7

Der so definierte Hamiltonian H’ enthélt also nur noch Amplituden ¢g
mit |g] < A/b.

Offensichtlich erfiillt die Transformation R, definiert durch H' = Ry,(H),
wiederum die Halbgruppeneigenschaft (3.27). Fiir die Zustandssumme
(2.88) verbleibt der Ausdruck

ZLsing = H /d(Regbq')d(ImQSq)e—ﬁH/{@i} (3.62)
q
lq] < A/b

Reskalierung der Wellenvektoren und Léngen
Anstelle der Wellenvektoren ¢ werden die Variablen

7' =bq (3.63)

eingefiihrt, die dem urspriinglichen “Cutoff” A unterliegen, |¢’| < A. Die
grofere “Verdiinnung” der Punkte ¢’ im Impulsraum bedingt aber ein ver-
kleinertes System, denn es ist jetzt ¢’ = 277 /L’ (i ganzzahliger Vektor),
mit

L'=LJb (3.64)
Reskalierung der Amplituden ¢4
ZweckméBigerweise (siche unten) macht man von der weiteren Freiheit

Gebrauch, den Ordnungsparameter mit konstanten Faktoren versehen zu
konnen. Mittels

O3 = b Doy (3.65)

werden neue Amplituden ¢%, als Variablen in H' eingefiihrt.

Die Frage ist, ob mit diesen Transformationen sich H’ auf dieselbe Form brin-
gen ldflt wie die Funktion H = H({¢g},r,u, s, L), mit jedoch gednderten Landau-
Parametern 7/, v/, ¥’ und der geiinderten Systemgrofie L. Zu priifen ist also, ob

H' = H({¢5}, 7" ', s, L) (3.66)

Es zeigt sich, daf fiir Dimensionen d in der Nihe von d* = 4 die Bedingung (3.66) sich
tatséichlich erfiillen 148t. Die Parameter r’,u’, k' gehen dabei durch eine nichtlineare
Transformation aus r, u, & hervor. Ublicherweise wiihlt man in (3.65) (, so, daB &’ = k.
Dies vereinfacht die Transformation, die jetzt nur noch r und u betrifft:

(Z:>:Rb(2) (3.67)
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Ausintegration Re?.s kalierung der
Léngen

) )— (N—

Abbildung 3.8: Illustration der Renormierungsschritte 1 und 2 im Impulsraum

Die Idee ist nun, einen nicht—trivialen Fixpunkt von (3.67) zu finden und analog (3.32)
Ry in der Néhe des Fixpunkts zu linearisieren. Die kritischen Exponenten ergeben sich
aus den Eigenwerten dieser linearisierten Transformation R,()l). Ganz allgemein gespro-
chen sind die kritischen Exponenten durch die Eigenschaften der Transformation R,
bestimmt, nicht durch die urspriinglichen Landau—Parameter. Damit wird die Univer-
salitéit der kritischen Exponenten versténdlich: Die Abbildung Ry ist fiir eine ganze
Klasse von Systemen zusténdig, die alle durch ein GL—Funktional der gleichen Form
beschrieben werden.

Sei also (r*,u*) ein nicht-trivialer Fixpunkt von (3.67),

( " ) - Rb( " ) (3.68)

Durch wiederholte Anwendung der Transformation R;, auf beliebige Punkte der (r, u)—
Ebene ergibt sich ein “Flufldiagramm” der spéter in Abb. (3.9) dargestellten Art.
Den Einzugsbereich des Fixpunkts bezeichnet man allgemein als “kritische Fléche”
dieses Fixpunkts. Im vorliegenden Modell erweist sich die kritische Fléiche als eine
1-dimensionale Punktmenge.

Alles weitere stiitzt sich auf die folgende Hypothese:

i) Der Fixpunkt entspricht einem skaleninvarianten System, also einem System,
welches sich an seinem kritischen Punkt befindet (£ = 00).

ii) Alle Systeme auf der kritischen Fliche befinden sich an ihrem kritischen Punkt.
Denn bei fortgesetzter Anwendung von (3.67) geht die anfingliche Korrelati-
onslinge ¢ iiber in &/b; £/b%; £/b3.... Diese Folge strebt aber zum Fixpunkt
hin gegen Unendlich, so dal auch anfangs & = co. Gleichzeitig ist zu erkennen,
daf} die wirkliche kritische Temperatur, die wir im folgenden mit T¢.;; bezeich-
nen, im Gegensatz zu §1.2 im allgemeinen bei einem nicht—verschwindenden r
auftritt, welches von u abhéngt.

Wir fithren nun die um den Fixpunkt linearisierte Transformation Rl()l) ein,
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r* + or N r* w ( or
Rb(u*+5u>_<u*>+Rb <5u (3.69)

fiir hinreichend kleine dér, du. Rl()l) wird reprisentiert durch eine 2 x 2-Matrix mit
Eigenwerten A\, (b); « = 1,2. Die Eigenschaft Rl()l)Rl(j) = Rl(,?, iibertriagt sich auf die
Eigenwerte

Aa(D)Aa(b) = Ao (D). (3.70)

Folglich

Aa(b) = b¥e (3.71)

Es wird sich spéter herausstellen, dafl der mit A\; bezeichnete groflere Eigenwert Ay > 1
erfiillt, wahrend Ay < 1, bzw. y; > 0 und y2 < 0. Die zugehorigen Eigenvektoren
e; und ez geben in der (r,u)-Ebene die Richtungen an, lings deren der Fixpunkt
abstoBend bzw. anziehend wirkt, siehe Abb. (3.9)

Korrelationsliange

Betrachten wir nun ein System mit 7" nahe T¢,. In der (r,u)-Ebene wird es durch
einen Punkt nahe der kritischen Flache reprasentiert. Mehrmalige Anwendung der
Transformation (3.67) fithrt den Systempunkt zunédchst in eine Umgebung des Fix-
punktes, innerhalb der R, durch die linearisierte Transformation R,()l) ersetzt werden
kann. Die Abweichungen vom Fixpunkt sind fiir 7" hinreichend nahe T.;; linear in
T — Terit, so dal wir schreiben kénnen (dr,du) ~ (T — Tepit) (07, 6u). Fortgesetzte,

n—malige Anwendung von Rl()l) ergibt

H\" [ or . .
(Rl(’)) ( ou ) = (T'—Teri)(Nerc1 + Ayeacs)

(T — Terit) \e101 (3.72)

12

¢1 und ¢y bezeichnen die Projektionen von (07, du) auf e; bzw. ey. Fiir n > 1 ist der
Term in (3.72) proportional zu A (wegen |A2| < 1, |A1] > 1) vernachlissigbar. We-
sentlich fiir die Fortsetzung der Trajektorie ist also nur der Eigenvektor e;. Allgemein
bezeichnet man Parameter im GL-Hamiltonian, die unter (Rp)" sich mit Eigenwerten
|[Aa| > 1 transformieren und sich deshalb vom Fixpunkt wegbewegen, als relevant.
Die zugehorigen Exponenten gy, > 0 ergeben unmittelbar die kritischen Exponenten.
Andernfalls, wenn |A\,| < 1, so sind die betreffenden Parameter irrelevant bzgl. der
kritischen Exponenten. Auf nicht—universelle Eigenschaften iiben sie dennoch Einfluf3
aus. Der Parameter r, dessen T—Abhéingigkeit auf den Faktor T'— T,.;; in (3.72) fiihrt,
ist relevant.

Das singulére Verhalten der Korrelationsldnge sei nun durch die Funktion £ =
&(T — Terit) ausgedriickt. Nach (3.72) wird unter der Transformation ngl) der Faktor
T —Teriy tiberfithrt in Ay (T —Tepit). Die Korrelationslidnge £ im transformierten System
erfiillt also
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¢ = €T — Torit)) = 76T — Torir) (3.73)

1
b
Diese Funktionalgleichung 143t sich durch ein Potenzgesetz

E~|T —Terit]™" (3.74)

erfiillen. Einsetzen in (3.73) ergibt

AI(T - Tcm't) v o 1
T T =3 (3.75)
oder, mit (3.71),
Inbd 1
= = 3.76
T ow (3.76)

Zu bemerken ist, dafl nach Vernachlidssigung des Terms oc A in (3.72) nur ein Term
auftritt, der mit einem Eigenwert > 1 verbunden ist. Die Uberlegung, die zum Er-
gebnis (3.76) fiihrt, ist deshalb der 1-Parameter—Renormierungstheorie in §3.4 vollig
analog.

Skaleneigenschaft der Korrelationsfunktion.
Um alle zu transformierenden Parameter kenntlich zu machen, schreiben wir fiir die
Korrelationsfunktion

(|641*) = G(g,r,u, L) (3.77)

Die Korrelationsfunktion im transformierten System, (\(;5:?, %), wird mit H' berechnet,
welches in den Variablen ¢z dieselbe Form hat wie H in Abhéngigkeit von ¢4. Folglich

(l6¢/1%) = Cld' ' o 1) (3.78)
Wegen ¢z = Cb%[; erhalten wir die Relation

G(g,r,u, L) = GG(bg,r' ', L) (3.79)

Zunéchst betrachten wir ein unendlich ausgedehntes System, L — oo, so daf} das
Argument L in (3.79) entfiillt. Sodann spezialisieren wir auf 7' = Ti,4. Da wir uns
auf der kritischen Fliche befinden, geht (3.79) nach geniigend vielen Iterationen iiber

in G(q,r*,u*) = (2G(bq,r*,u*). Die Konstanten r* u* kénnen wir in der Notation
streichen, so daf§ am kritischen Punkt sich (3.79) schliefilich auf
G(q) = GG (bg) (3.80)

reduziert. Diese Gleichung wird durch ein Potenzgesetz in ¢ erfiillt,

1

G(q) ~ p (3.81)
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welches den kritischen Exponenten 7 definiert, siche auch (3.4). (In der Ornstein—
Zernike-Theorie (§2.5) ist 7 = 0.) Die r.S. von (3.80) ergibt den Faktor ¢?(bg)~>"".
Gleichsetzen der Koeffizienten zu ¢~2%" auf beiden Seiten stellt die Verbindung her
zwischen dem Reskalierungsfaktor fiir die Ordnungsparameter—Amplituden und dem
kritischen Exponenten 7,

Gy = b/2 (3.82)

Nun betrachten wir T ungleich, aber sehr nahe T,,;;. Dabei gehen wir so vor, wie
bei (3.72) beschrieben. (3.79) wird ausgewertet fiir

< Z ) = < Z ) + const.(T — Turit)er (3.83)

! *
< Z, > = < Z* > + const A\ (T — Terit)e1 (3.84)

In die Konstante geht ein, wie oft transformiert werden mufite, um sich auf dem
vom Fixpunkt in Richtung e; weglaufenden Ast der Trajektorie zu befinden. Fiir ein
gegebenes System kann mittels (3.83) die Abhéngigkeit in (3.79) von r und u durch
T — Terit und nachfolgend durch £ ausgedriickt werden. Die so entstehende Funktion
G(q, &) erfullt wegen (3.79)

G(g,€) = GG (bq, g) (3.85)
Dabei wurden die Parameter r' und " auf der r.S. von (3.79) mittels (3.84) in gleicher
Weise durch ¢ = £/b ausgedriickt, vgl. (3.73). Wihlen wir b = £ (£ ist wie in der
gesamten Theorie auf eine molekulare Linge bezogen) und verwenden (3.82), so folgt
die Skaleneigenschaft

G(q,€) =€"g(q€) (3.86)

mit der Skalenfunktion g(z) = G(z,1). Die Abhéngigkeit der Korrelationsfunktion von
den Variablen ¢ und T' — T,;; wird durch diese Relation auf eine Funktion nur einer
Variablen zuriickgefiihrt. Threr Herleitung nach gilt diese Skalenrelation asymptotisch
fir T'— Terit, ¢ — 0, ¢& = O(1). Damit ist der Anschlufl an § 3.1 erreicht; die Folge-
rungen (3.3) und (3.6) aus der Skalenhypothese hinsichtlich der Korrelationsfunktion
G(q,&) sind hiermit durch die RG-Theorie bestétigt.

Schliefflich kommen wir zuriick auf Systeme endlicher Ausdehnung L. Wir be-
schrianken uns auf T' = T.;; und definieren G(q,r*,u*, L) = Gr(q). Wegen L' = L/b
ergibt sich offenbar aus (3.79) mit b = L

Gr(q) = L* "g(qL) (3.87)

Im Vergleich zu (3.86) kann man dies folgendermaflen interpretieren. In einem System
der Ausdehnung L kann die Korrelationslinge nicht grofier werden als L, so dafi de
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facto in (3.86) & durch L ersetzt wird. Solche “finite-size scaling” Relationen spielen
bei der numerischen Simulation des kritischen Verhaltens eine zentrale Rolle. Mit
ihrer Hilfe gelingt es, aus Simulationen zu unterschiedlichen Systemgrofien auf den
Grenzfall L — oo mit verniinftiger Genauigkeit zu extrapolieren.

Aus der gesamten Diskussion wird klar, in welcher Weise die RG—Theorie ein
Versténdnis des Ursprungs von Universalitit und Skaleneigenschaften herbeifiihrt.
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3.4 Gauflsches Modell, e-Entwicklung

Das Gaufische Modell ist definiert durch den GL-Hamiltonian

Higl =5 3 (r+ wg)log (3.89)

—

q
|7l < A

der aus (3.60) hervorgeht, indem man u = 0 setzt. Dieses Modell ist exakt losbar, vgl.
§2.5. Doch ist es niitzlich, hieran die Wirkungsweise der RG—Theorie zu demonstrie-
ren. In allen expliziten Rechnungen dieses Abschnitts beschrinken wir uns auf skalare
Ordnungsparameter (n = 1).

Der erste Schritt der RG—Transformation, vgl. § 3.3, ist durch Gau—Integrationen
leicht zu bewerkstelligen,

e[ DS st T (ZEE)T s

r+ kg2

— —

gl < A/b Ab<|q < A

Benutzt wurde, dafl
/ dz e %" = (7)) '/ (3.90)

H' hat also die Gestalt

H =C+ % Z} (r + kq?)|dgl? (3.91)
q
lg] < A/b

Die additive Konstante

kBT 27T]<:BT
C=—— > I ( ) (3.92)

— r + kg2
q
A/b<|ql < A

spielt die entscheidende Rolle bei der Berechnung der freien Energie, vgl. §3.2. In der
Diskussion der Korrelationsfunktion, auf die wir uns beschrianken, kann sie unberiick-
sichtigt bleiben.

Der zweite und dritte Schritt der RG—Transformation besteht in der Ersetzung ¢’ = b ¢
und ¢g = Gy, g folglich

1 " 2
H =C+ EC’? > <r+n (qb> ) EAs (3.93)

=/

q
7'l < A
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Damit der erste Term unter der Summe in den gestrichenen Groflen dieselbe Form hat
wie in (3.88), muf gelten

v = CEr (3.94)

K = (kb (3.95)

Auflerdem hat sich die Systemgrofie geandert; am Schlufl der Rechnung gehen wir aber
iiber zu L — oo.

Nun setzen wir ¢, = b, so dafl ¥’ = k. Diese Wahl von (;, impliziert nach (3.82)
n = 0. Somit gilt

r = b’r (3.96)

Diese Gleichung hat, von r = co abgesehen, nur den trivialen, abstoflenden Fixpunkt
r* = 0. Die gesamte Transformation (3.94) und (3.95) ist bereits linear und besitzt
den Eigenwert A\; = b oder y; = 2. Somit erhalten wir unmittelbar die kritischen
Exponenten n = 0 und v = 1/y = 1/2, die mit den klassischen Exponenten iiberein-
stimmen.

Nach (3.79) erfiillt die Korrelationsfunktion die Relation

G(q,7) = b*G(bq, b*r) (3.97)

Wegen 7 o« T — T, und v = 1/2 ist natiirlich £ ~ /2. Ersetzen wir in (3.97) die
temperaturabhéngige Variable r durch ¢ und wéhlen anschlieBend b = &, so folgt das
Skalenverhalten

G(q,€) = 9(q¢) (3.98)

in Ubereinstimmung mit (3.86) und = 0. Am Grenzfall ¢ — 0 erkennt man aufer-
dem, dafl v = 1, was mit der Skalenrelation (3.6) iibereinstimmt. Alle diese Ergebnisse
sind aus §2.5 bereits bekannt, dort fanden wir explizit

kgT/k

2

(3.99)

e—Entwicklung
Wie oben ausgefiihrt, besitzt das Gaufische Modell einen Fixpunkt »* = 0. Der
Fixpunkt—Hamiltonian

H* = g Z loa = g/ddx(%)z (3.100)

q
7l < A

geht unter der RG-Transformation iiber in: H* — R,(H*) = C* + H*; die Konstante
C* ist durch (3.92) gegeben, wenn wir dort r = 0 setzen.
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Wir stellen uns nun die Aufgabe, im Rahmen des O(n)-Modells die RG-Transformation
fiir einen GL-Hamiltonian durchzufiithren, der sich nur wenig von H* unterscheidet.
Daher schreiben wir

H=H"+AH (3.101)

AH = /ddx (ggbg n u¢4> (3.102)

und fassen AH mit hinreichend kleinen Parametern r» und v > 0 als Stérung zum
ungestorten Problem H* auf. (Den ersten Term o< 7 kénnte man ebensogut in das
ungestorte Problem aufnehmen.) Mit Hilfe einer Stérungstheorie 2. Ordnung bzgl.
AH 1a8t sich folgendes zeigen:

i) Fiir d > 4 wird der Term oc u¢* zu Null renormiert, d.h. u ist irrelevant. Beste-
hen bleibt der Gaufsche Fizpunkt r7, = 0, ug, = 0, verbunden mit klassischen
kritischen Exponenten.

ii) Fiir d < 4 wird der Gaufische Fixpunkt in allen Richtungen instabil. Es tritt ein
neuer Fixpunkt (7*, u*) auf. Fallse = 4—d < 1, liegt dieser Fixpunkt in der Nihe
des Gaufischen Fixpunkts, genauer: r* = O(e), u* = O(e). Zur Berechnung der
in € linearen Terme in r*, v* und den zugehorigen kritischen Exponenten geniigt
gerade die 2. Ordnung in der Storungstheorie bzgl. AH. (Die Brauchbarkeit der
Storungsrechnung setzt ¢ < 1 voraus. Hohere Ordnungen der Stérungstheorie
ergeben Korrekturen hoherer Ordnung in e.)

Zur Durchfithrung des gestellten Problems miissen anfangs jeweils die “kleinen”
und die auszuintegrierenden “groflen” Impulskomponenten in AH separiert werden.
Dazu zerlegen wir die Summe (3.58) gemifl

O(T) = ¢=(7) + ¢~ (2) (3.103)
(&) =LY Y ¢z (3.104)
q
|g] < A/b

Dann 148t sich der erste Schritt der RG—Transformation schreiben als

o BH' _ /D¢>G—B(H*+AH)

— < / Do~ e PH > (e=PAHY (3.105)

Das Symbol [ D¢~ ... bezeichnet eine funktionale Integration iiber die in ¢~ (Z) ent-
haltenen Amplituden ¢z. Im letzten Ausdruck haben wir mit f D¢~ exp(—[SH*) er-
weitert und den mit Gewichten o exp(—3H*) berechneten Mittelwert iiber die Am-
plituden zu “groflen” Impulskomponenten eingefiihrt,
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(o :fD¢>>e*5H*(...)
cee /> f’D(b>€_’8H*

(3.106)

Natiirlich hiingt dieser Mittelwert noch von ¢<(Z) ab. Die weitere Auswertung von
(3.105) geschieht mit einer Kumulanten—Entwicklung, die wir bis zur 2. Ordnung
ausfiihren,

(772 = exp {—ﬁ(AH>> + ﬁ;(«AH)% —(AH)2) + 0((AH>3)} (3.107)
Es folgt
H =0+ g 2 Plog? + AH (3.108)
q
gl < A/b
mit
AH = (AH)- _B [((AH)?)s — (AH)2] +... (3.109)
= 2
1. Ordnung

2. Ordnung

Abgesehen von der Reskalierung der Impulse und der Amplituden ¢g stellt der 2. Term
in (3.108) wieder den Fixpunkt—Hamiltonian H* dar, wihrend AH' die stérungstheo-
retischen Korrekturen 1. und 2. Ordnung wiedergibt.

Zunéchst diskutieren wir die 1. Ordnung,
@) = [t (H(6@)) + ul(@(@)")-) 3.110)

Im ersten Term wird die Zerlegung
(6(Z))” = (65(2))” + 267 (D)9~ (D) + (¢~ ())? (3.111)

eingesetzt. Offenbar gilt (¢~ (z))> = 0, so daB der Mittelwert des gemischten Terms
verschwindet. Die Mittelwertbildung bei dem quadratischen Term ist einfach auszu-
rechnen,

d
(@@ = 1Y el = [ 5 (9na)”
q
Aclgi<A
A
= K, /A/b dq ¢! (ﬁqu)_l (3.112)

Das d—dimensionale Volumenelement wurde dabei in folgender Weise verarbeitet,
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d
/(;iﬁ)qd...:Kd/dqqdl... (3.113)

Kq= (lewdﬂr <§)>1 (3.114)

stellt die Oberfléiche einer Einheitskugel in d Dimensionen dividiert durch (27)? dar;
['(x) ist die Gamma-Funktion. Somit ergibt (3.112)

Der Faktor

(67 (@)%)> = B (1-1277) (3.115)
mit
KdAd—Q
By = Br(d —2) (3.116)

In Verbindung mit dem ersten Term in (AH)-, siehe (3.110), wird die Konstante
{(¢~)?)~ zwar nicht benétigt, da sie wiederum nur zur freien Energie beitrigt; sie tritt
aber erneut auf im gemischten Term des Ausdrucks

(6= +¢7)h)> = (67) +6(6%)((¢7)%)> + ((¢7)")> (3.117)

Der letzte Term ((¢~)%)s = 3({(¢)?)~)? ist konstant und braucht wiederum nicht
betrachtet zu werden. Somit erhalten wir

(AH)> = const. + /ddx [(g + 6u((¢>)2>>> (6<)2 +u(¢<)4} (3.118)

Bei den nachfolgenden Reskalierungsschritten ist zu beachten, daf§ (die Bedeutung des
Symbols S_< ist evident)

/ dlo(¢<)? = LIL0S " g = 2 3 |41, 2 (3.119)
q q

/ d'o(¢=)' = LL7 )" “og . 0,05 +q+3+700

q1,---94

= UGN Y Oy b O a0 (3.120)

=1 =1
q1---G4

An (3.120) kann bereits abgelesen werden, dal «' = b_d{glu. Wiederum verlangt
k' = Kk, dafl (;, = b. Damit haben wir die Transformationsformeln

o= 0 (r+12u((67)2))

u = by (3.121)
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Wie zu erwarten ist in 1. Ordnung die Transformation bereits linear. Die zugehorige
Matrix ist explizit gegeben durch

2 2 14-d
Ry = ( bo 12Bd(24_d ) > (3.122)

und erfiillt Ry Ry = Ry, wie sich sofort nachrechnen 1a8t. Sie besitzt die Eigenwerte
und Eigenvektoren

/\1 = byl; Y1 = 2; e = < (1] > (3.123)
)\2 = byg; Yo = 4 — d, €y = < _1de > (3124)

Als einzigen Fixpunkt bekommt man den Gauflschen Fixpunkt rf, = ug, = 0.

Offensichtlich sind die beiden Fiélle d > 4 und d < 4 wesentlich verschieden.
Fiir d > 4 ist Ao < 1; der Einzugsbereich des Fixpunkts ist in dessen Nahe durch
die Richtung des Vektors e; bestimmt. Der Parameter u erweist sich als irrelevant.
Systeme mit d > 4 besitzen demnach klassische kritische Exponenten. Hingegen ist
fir d < 4 der Gaufische Fixpunkt ein isolierter Fixpunkt ohne Einzugsbereich, da
beide Eigenwerte A\, > 1. Mithin verliert er seine physikalische Bedeutung (wenn
nicht zufillig bereits anfangs u = 0), und die Stérungsrechnung wird in 2. Ordnung
benétigt.

Vorab jedoch bemerken wir, daff man oft zweckméfligerweise durch Wahl von b
hinreichend nahe 1 zu kontinuierlichen Trajektorien in der (r,u)-Ebene iibergeht.
Man setzt b = e, so daB fortgesetzte Transformationen b, b%, b etc. dem Ubergang
von [ zu 21, 3l, etc. entsprechen. Man bildet

1wy e

und geht zum Limes [ = Al — 0 iiber. Die Parameter r und u, aufgefait als Funk-
tionen einer wieder mit [ bezeichneten kontinuierlichen Variablen, geniigen somit der
Differentialgleichung

(i )= am 25— (00 3120

Zur Berechnung der r.S. verwendet man (b* — 1)/l >~ x usw.

Eine ausfiihrliche Berechnung der 2. Ordnung der Stérungstheorie beziiglich AH
findet sich in S.K. Ma “Modern Theory of Critical Phenomena” (Benjamin, 1976).
Als Hilfsmittel benutzt man die Eigenschaft Gaufi—verteilter Zufallsvariablen, daf§ sich
Mittelwerte von Produkten schreiben lassen als Produkte von Paar—Mittelwerten sum-
miert iiber alle méglichen Paarungen. Wir geben nur das Ergebnis an und zwar gleich
fiir n—komponentige Ordnungsparameter. Es gilt wieder (, = b, d.h. n = 0, sowie
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dr r 9

— =2+ (n+2)ug (1 - W) +O(u?) (3.127)
W~ (n+ 82 (3.128)

dl = €u n u ,‘{A2 .

mit
A4 A2

_ 3.129
9="5, (3.129)

Die zugehorigen Trajektorien zeigt Abb. (3.9). Wéhrend fir d > 4 die Aussagen
aus der 1. Ordnung der Storungstheorie bestétigt bleiben, dndert sich das Bild fiir
d < 4. Einfach diskutieren lafit sich sofort die Differentialgleichung fiir u(l), die
unabhéngig von 7 (1) ist. Sie beschreibt eine “Bewegung” lings der u—Achse in einem
“Potential”, welches fiir d < 4 ein Minimum auflerhalb des Nullpunkts besitzt. Dieses
Potentialminimum bestimmt die in € lineare Koordinate eines neuen Fixpunkts, der
zusétzlich zu dem isolierten Gauflschen Fixpunkt auftritt. Man erhilt

N kA2 . n+2Y\ kA2
—e——; 75 =—¢ —
g(n+38) n+8) 2

(3.130)

Offenbar werden die Terme o< u? in (3.127) bei der Berechnung des Fixpunkts in erster
Ordnung beziiglich € nicht benétigt.

Die um diesen Fixpunkt linearisierte Transformation
d (or(l) \ [ 2- e% (n+2)g or
dl < du(l) ) N < 0 —€ ou (3.131)

besitzt Eigenwerte lima;_o(e2'¥> — 1)/Al = y, und Eigenvektoren e, gemif

a) b) -
A i
Y *
sl niat U U

)

Abbildung 3.9: Fluldiagramm in 2. Ordnung Stérungsrechnung fiir a) d > 4 und b) d < 4.

78



n+2 1 1
—9_ _ . — 3.132
Y1 6n+8 o’ €] <0> ( )

(n+2)g
Y2 = —€ €2 = yie (3.133)

Auf diese Weise entstehen aus der zweiten Ordnung Stérungstheorie Korrekturen zum
kritischen Exponenten v = 1/y; von 1. Ordnung in e,

1 en+2
=—-+4= 3.134
"T27an+38 (3.134)
Mit der Skalenrelation v = (2 — ) erhalten wir wegen n =0
n+2
_1 3.135
K + 62(n +38) ( )

Diese Korrekturen 1. Ordnung in € sind zwar nicht geeignet, auf d = 3 zu extrapo-
lieren; sie gehen vom Vorzeichen her jedoch in die richtige Richtung und zeigen auch,
dafl die Korrekturen zu den klassischen Exponenten mit n anwachsen.

Zur Tlustration zeigen wir in Abb. (3.10) fiir den Ising-Fall (n = 1) den Ex-
ponenten ~ in Abh#ngigkeit von der Dimension. Der Wert fiir d = 3 entstammt
Computersimulationen. Gestrichelt eingezeichnet ist die Extrapolation von (3.135).
Hohere Ordnungen der e-Entwicklung fiir die kritischen Exponenten wurden von K.G.
Wilson und E. Brezin mit feldtheoretischen Methoden berechnet. Insbesondere ist der
fithrende Term in 7 von 2. Ordnung, n = €2(n + 2)/2(n + 8)% + O(€3).

2,0

151

10 e

Abbildung 3.10: Kritischer Exponent 7 des Ising—Modells (n = 1) in Abhéngigkeit von
der Dimension d (d =4: v=1, d=3: v ~124, d=2: v = 7/4). Gestrichelt:
Extrapolation nach der e-Entwicklung in 1. Ordnung.
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Eine wichtige Bemerkung an dieser Stelle betrifft den Einflul weiterer Terme im
GL-Hamiltonian. Bei O(n)-Symmetrie wird im allgemeinen der Term

Uug / d?z(p(Z))" (3.136)

zu (3.102) hinzutreten. Daraus entspringt eine 3-parametrige RG—Transformation
fiir ;4 und wg. Die Gleichung fiir ug in 1. Ordnung Stérungstheorie ergibt sich
auf dhnliche Weise wie in (3.120). Das Integral erzeugt einen Faktor LY(L~9)3¢S =
b=24¢S (L)%, so daB ug = b~24(fus. In der Nihe des GauBschen Fixpunktes galt
G =, so daB ug = b6=2dyg. Offenbar wird ug zu Null renormiert, sofern d > 3. Die
durch ug beschriebene Kopplung ist in dieser Naherung irrelevant fir d > 3.

Mit dhnlichen Methoden lassen sich auch anisotrope Systeme behandeln. Ist der
Ordnungsparameter ein 3—komponentiger Vektor und liegt kubische Anisotropie vor,
vgl. (1.29), so erhélt man eine weit kompliziertere Fixpunktstruktur. Neben dem
trivialen Gauflschen Fixpunkt besitzt das System einen Ising—Fixpunkt I mit v* = 0.
Die zugehorigen Exponenten sind gegeben durch (3.134) und (3.135) fiir n = 1. In
allen anderen Fillen ist entweder ein Heisenberg-Fixpunkt H ((3.134) und (3.135)
mit n = 3) oder ein zusétzlicher kubischer Fixpunkt C' zusténdig. Abhingig von
der anfinglichen Grofie der Anisotropie erwartet man also kritische Exponenten, die
entweder zu H oder zu C gehoren. Moglich sind auch Crossover—-Phénomene, die
dann auftreten, wenn im Fludiagramm die Trajektorie C' oder H passiert um dann in
den jeweils anderen Fixpunkt einzumiinden. (Genaueres findet sich bei A. Aharony,
in “Phase Transitions and Critical Phenomena 6” hrsg. v. C. Domb, M.S. Green
(Academic Press London, 1976) Seite 357.)

80



