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Aufgabe 20: Neumark-Theorem

Beweisen Sie das Neumark Theorem:

Theorem (Neumark). Jedes POVM {F,},a = 1,...,n auf Hqg mit N = dimH4 < n (wobei
rang F, = 1 gelten soll; der Rang eines hermiteschen Operators ist gleich der Anzahl der nicht
verschwindenden Eigenwerte) lisst sich als orthogonale Messung auf H mit Ha CH = Ha ® Hy
realisieren, wobei dim H > n.

Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) (1 Punkt) Jedes POVM-Element F, kann durch einen nicht-normierten Vektor
)
Zeigen Sie zunichst, dass die n-dimensionalen Vektoren V() mit Komponenten o) = <z
orthonormiert sind, d.h. (V@)IVUW) =§,; (i,j=1...N).

Q;a> darge-
. Sei {|i), i =1...N} eine beliebige Orthonormalbasis in H 4.

5)

b) Man kann diese Vektoren mit n — N zusétzlichen Vektoren vervollstandigen, damit sie zu-
sammen eine Orthonormalbasis eines erweiterten n-dimensionalen Raums bilden. Nehmen
Sie an, dass die zusétzlichen Vektoren gefunden wurden (das ist immer moglich!), d.h. wir
kennen V@ auch fiir i = N + 1...n. Sei dann {|i), i = N +1...n} eine beliebige Ortho-

~a>:Zz N+1n (’L |>€HA

i) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass damit eine Orthonormalbasis von H als |u,) = ¢a> + [ >
(ii) (3 Punkte) Zeigen Sie schliefilich, dass die orthogonale Messung P, = |u,) (u,| auf H
dem POVM-Element F, mit zugehorigem Messoperator M, = +/F, auf H 4 entspricht.

stellt werden, F, =

normalbasis von H§ und

(a=1...n) gewéhlt werden kann.

Aufgabe 21: Optimale Messungen

Alice kann an Bob folgende Zusténde schicken: |¢1) = |0), |1hg) = —sin®|0) 4+ cosé|1), und
|th3) = —sinf|0) — cos@|1), wobei = m/6. Nun schickt sie diese Zustdnde mit Wahrscheinlich-
keit jeweils 1/3. Bob misst die empfangenen Zustdnde und muss sich bei jeder Messung fiir eine
der drei Zusténde von Alice entscheiden. Dabei macht er in diesem Fall unausweichlich Fehler. Als
Fehler bezeichnen wir ein Ereignis, wenn Alice einen Zustand schickt und die Messung, die Bob
durchfiihrt, zur einer Wahl fiihrt, die mit dem Zustand von Alice nicht stimmt.
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a) (4 Punkte) Welche orthogonale Messung minimiert die Fehlerwahrscheinlichkeit?

b) (2 Punkte) Koénnen Sie eine POVM mit drei Elementen konstruieren, bei der diese Wahrschein-
lichkeit kleiner ist?

Aufgabe 22: Singulett-Zustand
Betrachten wir den Singulett-Zustand von zwei Spins 1/2:

1
V2
a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass (o1 + 02)|¥_) = 0.

W) (Il D2 =1 D1l 1)

b) (1 Punkt) Was bekommt man fiir (W_|o1(2)|¥_)7

c¢) (2 Punkte) Benutzen Sie das Ergebnis aus a) und b) um zu zeigen, dass
(U |(h - o)1 0)|¥_) = —i -1,

wo n und m zwei dreidimensionale Einheitsvektoren sind.



