UNIVERSITAT KONSTANZ
Fachbereich Physik

Prof. Dr. Guido Burkard e =
Dr. Andrey Moskalenko — —
https://theorie.physik.uni-konstanz.de /burkard /teaching/16S-QI

Quanteninformationstheorie NN
Sommersemester 2016 - Ubungsblatt 10
Ausgabe: 27.06.2016, Abgabe: 4.07.2016, Ubungen: 7.07./8.07.2016

Aufgabe 29 : No-cloning theorem

a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass das CNOT-Gatter, |a) ® |b) — |a) ® |a & b) verwendet werden kann,
um ein klassiches Bit a (a,b € {0,1}) zu klonen (d.h. zu kopieren).

b) (2 Punkte) Ein klassisches Bit ldsst sich also kopieren. Jetzt wollen wir untersuchen, ob auch
ein Qubit geklont werden kann. Gegeben sei x = x1e; + x2e5 = (il) mit |x| = 1. Existiert eine
2

von der Wahl von x unabhéngige unitéare 4 x 4 Matrix U mit der Eigenschaft

Ux®@e =x@x? (1)
Gegenbeweis oder explizite Konstruktion!

¢) (1 Punkt) Dass quantenmechanische Zustédnde nicht geklont werden koénnen, folgt auch als
indirekte Konsequenz der Begrenzung der Geschwindigkeit einer Informationsiibertragung (Licht-
geschwindigkeit, vgl. spez. Relativitatstheorie). Betrachten Sie dafiir zwei raumlich getrennte aber
verschrinkte Qubits und nehmen Sie an, dass es einen (lokalen) Operator zum Klonen der Qubits
gibe. Zeigen Sie, wie Information zwischen Alice und Bob durch Messungen und Klonen schneller
als Licht iibertragen werden kénnte.

Aufgabe 30 : Quantenteleportation

Alice mochte den Inhalt ihres Qubits |1)), an Bob senden (tele-
portieren). Dafiir teilen sich Alice und Bob zwei verschrankte | @ ) ;
Qubits (2 und 3, siche Abb.) und wollen nun, dass Bobs Qubit = _ ‘:

5 3/
(3) in den Zustand |¢), tibergeht. Betrachten Sie den Quan- \
tenzustand [¢)) = a|0) + b|1) mit |a]? + |b]* = 1 und bilden
Sie den Zustand |¢) = [¢), ® [V_),s.
a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass |¢) sich als

1 1
6) = 518201 ® (1)~ bJ0))y + 5 1921, ® (a1} + o)),

1 1

)@ (~al0) 1))+ 2 W), @ (~al0) ~ bI1))g

schreiben lésst. [®.) = % und [Vy) = |01>j§|10> sind hier die Bell-Zustinde und bilden zu-

sammen die Bell-Basis.
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b) (2 Punkte) Zeigen Sie, wie eine Messung der zwei ersten Qubits von |¢) verwendet werden
kann, um den Zustand [¢) als drittes Qubit zu bekommen.

¢) (2 Punkte) Nehmen Sie an, dass die direkte Erzeugung von Verschrinkung nur iiber einen
maximalen Abstand [ moglich wére. Betrachten Sie die Situation, in der Alice und Bob sich in
der Entfernung 2/ von einander befinden. Dazwischen befindet sich ihr Freund Carl. Alice und
Carl teilen sich jetzt ein EPR-Paar und Bob und Carl ein anderes. Der Gesamtzustand lautet also
|W_) ® |W_). Zeigen Sie, dass durch Kenntnis iiber das Ergebnis einer Messung in der Bell-Basis
von Carls zwei Qubits und lokale Operationen, ein EPR-Paar zwischen Alice und Bob erzeugt
werden kann.

Aufgabe 31 : Verschrinkungsreinigung

a) (1 Punkt) Betrachten Sie den Dichteoperator fiir den Zustand,

1—r

4

wobei 0 < r < 1. Geben Sie die Matrixdarstellung von py () in der Produktbasis {|00) , |01) , [10) , [11)}
an und bestimmen Sie die Eigenwerte \; von py (r) und berechnen Sie danach die Concurrence

pw(r) =7[P) (i] + L,

C(pW(T)) = maX{)‘l - )‘2 - )\3 - )\47 0}7
mit Ay > Ay > A3 > N4, als Funktion von r.

b) (1 Punkt) Berechnen Sie die Giite (fidelity) F(r) = (P4 |pw(r)|P) und zeigen Sie, dass

pw(F) = F[8) (8, - (0 (0] [0) (0] 412 (@ ]).

¢) (2 Punkte) Betrachten Sie die unitdren Matrizen fiir das bilaterale XOR- (oder CNOT-) Gatter

10 00 0 1
Uonm:(O O>®12®12®12+<0 1)®]l2®<1 0)®12,

10 0 0 0 1
UBXOR2:]12®(O 0)®]12®12+]12®(0 1)®]12®(1 0)

und Upxor = UsxoriUsxore- Bilden Sie p = Ugxor (pw (F) ® pw (F)) Ul.on und berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit p., dass sich die zwei letzten Qubits, nach Messung in der Produktbasis, in
einem der Zusténde |00) oder |11) befinden.

d) (2 Punkte) Berechnen Sie die Giite des neuen Zustands,

T {p(9) (3] @ D))

F'(F) 0.

, mit IT =

o O O
o O OO
o O OO
_— o O O

Wie héngt II mit p. zusammen? Was passiert mit F'(F) fiir 1/2 < F' < 17



