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1. UvOoD

Kvantna mehanika ostaje eksperimentalno najproverenija moderna teorija fizike,
sa mnogobrojnim upotrebama u fizickim naukama i tehnici. Sirok dijapazon njenih
primena na razlicite konkretne probleme, njena uspesnost u objasnjavanju prirodnih
fenomena i matematicka elegantnost dobijenih resenja nesumnjivo su je postavile na
pijedestal kraljice ljudskog saznanja. Ipak, interpretacija dobijenih resenja, a jos vise
njihovo razumevanje, kao i razumevanje osnovnih postavki ove grane fizike, zaokupljali
su mastu istrazivaca poslednjih gotovo devedeset godina. Ovaj nesumnjivi jaz izmedu
resavanja konkretnih problema i interpretacije samih implikacija dobijenog resenja
mozda se najbolje moze predstaviti stihom ¢uvenog nau¢nika Erika Hikela:

Ervin moZe svojim psi
Svaki problem resiti

Ali niko ne zna kasti

Sta funkcija sama znadi.

U uskoj klasi problema za koje kvantna mehanika moze pruziti analiticka resenja,
sigurno je da je najdalekoseznije posledice za fiziku imalo reSavanje problema atoma
vodonika. Resavanjem znamenite Sredingerove jednadine za atom vodonika pa daljom
transformacijom dobijenih reSenja (ra¢unanjem océekivanih vrednosti), pokazalo se da
Borov radijus ne predstavlja definitivno rastojanje protona i elektrona u osnovnom stanju
atoma vodonika, ve¢ najverovatnije rastojanje na kome ¢e se sistem proton-elektron
nadi.

Dalji pokuSaji primene kvantne mehanike na sloZenije atomske 1 molekularne
sisteme apsolutno su neostvarivi bez uvodenja daljih aproksimacija. Jedna od sigurno
najrasprostranjenijih aproksimacija jeste linearna kombinacija atomskih orbitala

(LKAO), ¢iji je jedan od idejnih tvoraca upravo gorepomenuti Erik Hikel.

Analiticka mehanika u osnovi poznaje tri formalizma. To su: Njutnov, Lagranzev
i Hamiltonov formalizam. U zavisnosti od matematicke forme datog problema za
dobijanje njegovih jednacina kretanja, koristi se jedan od ova tri formalizma. Aktivne
promenljive u LagranZzevom formalizmu su generalisane koordinate, generalisane brzine i
vreme dok su u Hamiltonovom formalizmu generalisane koordinate i impulsi. U kvantnoj
mehanici takode se u zavisnosti od matematiCkih potreba mogu koristiti razliite
promenljive (to se pre svega odnosi na impuls i koordinate). Efikasni mehanizmi koji
nam omogucavaju da nacinimo promenu koordinate—impuls i obratno nazivaju se
Furijeova i inverzna Furijeova transformacija respektivno.

U ovom radu bi¢e izvrSena upravo jedna takva transformacija nad Slejterovim
orbitalama, Gausovim orbitalama, vodoni¢nim talasnim funkcijama i Kulonovim
Sturmianima. Navedene funkcije su jedne od najcesce koriS¢enih bazisnih funkcija u
atomskoj fizici i mnogim drugim oblastima fizike.



U ovom radu rezultati se ostvaruju sa dvojakim ciljem. Primarni cilj je pregledno
predstaviti navedene funkcije u impulsnoj reprezentaciji. Sekundarni cilj je omoguditi
studentima koji imaju elementarno poznavanje kvantne mehanike i matematicke fizike da
uz pomo¢ ovog rada nauce kako da vrSe neSto komplikovanija racunanja, koristeci
specijalne funkcije, a da pritom ne izlaze previSe iz okvira svojih kurseva na master
studijama teorijske fizike ili ekvivalentnim studijama.

U ovom radu koris¢en je, iz razloga matematiCke pogodnosti, atomski sistem
jedinica. U ovom sistemu jedinica Kulonova konstanta, elementarno naelektrisanje
elektrona, redukovana Plankova konstanta i masa elektrona jednake su jedinici:

1
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2. FURIJEOVA TRANSFORMACIJA U KVANTNOJ MEHANICI

Talasna funkcija u impulsnom prostoru ®(p) moze se definisati kao Furijeova
(Fourier) transformacija talasne funkcije W(r) u koordinatnom prostoru relacijom:

1

Forey D\ P\ A7
(D(p)——(zﬂ)s/z j e PTY(F)dF. (2.1)
Talasna funkcija u koordinatnom prostoru W(r) moze se dobiti iz talasne

funkcije ®(p) inverznom Furijeovom transformacijom:

1
(272_)3/2

¥(F) j ™" &( )dp. (2.2)

Ukoliko je talasna funkcija W(r) normirana na jedinicu, onda koristeéi (2.2)

imamo:

J df‘P*(f)W(F):(zylz)a J dr[ dp] dp'e'™ @ (p)D(p) =1 . (2.3)

Koris¢enjem definicije Dirakove delta funkcije:

1
(2z)’

[dre @7 = (- ), (2.39)

vidi se da je:

[ dp| dp's(p—p)P"(p)D(P) =1,

odnosno:

[ 19 dp=1. (2.4)

Ovo nam govori da je talasna funkcija u impulsnom prostoru ®(p) takode normirana na
jedinicu.

Na osnovu definicije Dirakove delta funkcije mozemo da uvedemo razne varijante
Furijeove transformacije. Navedimo sada neke od ¢esto koris¢enih varijanti:

=2\ 1 = —ip-F —
PP =G [ dre P (r), (2.50)



¥ = [ dpe” F(p), (2.5b)
f(p):ﬁ [ dre* (), (2.6a)
‘P(F)=ﬁj dpe ™" F(p), (2.6b)
f(p):(zi)g [ w(rerdr, 2.73)
¥(F) =] {(pe™ dp, (2.70)
&(p) = | w(re’ dr, (2.82)
() =] ORI D, (2:80)
ﬁ(ﬁ)=—(271r)3 [ wEerar, (2.92)
W(F) = [ TI(B)e"" dp . (2.9b)

Naravno svi ovi oblici u sustini su ekvivalentni. Ispravnost bilo koje varijante
lako se opravdava koris¢enjem relacije (2.3a).



3. SLEJTEROVE ORBITALE U IMPULSNOJ REPREZENTACIJI

Uopsteno o Slejterovim orbitalama

Slejterove orbitale nose ime po Dzonu C. Slejteru (John C. Slater) koji ih je prvi
definisao 1930. u skladu sa eksperimentalnim rezultatima. Radijalni deo Slejterovih
orbitala definise se na sledeci nacin [13]:

R,(r) =Nr"'e>". (3.1)
Oznake u ovoj formuli predstavljaju:

-N konstanta normalizacije;

- n glavni kvantni broj;

- r rastojanje izmedu aktivnog elektrona i atomskog jezgra;

-£ je konstanta povezana sa efektivnim naelektrisanjem jezgra;

Konstanta normalizacije racuna se iz uslova:
IRn(r)zdr :J'Nzrzne‘mdr =1,
0 0

odnosno:

1

NZ=— ~
J'rZ”e‘mdr
0

Uopsteno vaZi sledeca jednakost:




dobija se:

(2§)2n+1: ] @
(2n)! (2¢) (2n)!" (3:2)

Ugaoni deo Slejterovih orbitala predstavljen je sfernim harmonicima:

Y, (6,9) = J (2I4;1) E: ; 2;: P™ (cos@)e™ , (3.2a)

gde R™(cos®) predstavlja asocirane Lezandrove polinome definisane sa [14]:

(1 )|m|/2 d'

R™(x) = (x -1)'.

I+|m|

2'|I

Nacrtajmo sada nekoliko Slejterovih orbitala sa parametrom ¢ =1 koji odgovara slucaju
atoma vodonika. Moze se uociti da svaka funkcija ima maksimumu r =(n-21)a,:

\
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Grafik 1. Radijalni deo Slejterovih orbitala u koordinatnoj reprezentaciji, ¢ =1,n=1

t[ag]



/SR
| EEEN
.

0 2 4 [ 8 10
Grafik 2 . Radijalni deo Slejterovih orbitala u koordinatnoj reprezentaciji, ¢ =1,n=2
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Grafik 3. Radijalni deo Slejterovih orbitala u koordinatnoj reprezentaciji, £ =1,n=5

Slejterove orbitale u konkretnim problemima

Stanje elektrona u viSeelektronskom atomu moZe se opisati preko Slejterovih
orbitala. Tako, na primer, talasna funkcija odredenih stanja neona moze se predstaviti u
bazisu Slejterovih atomskih orbitala [7]:

N
u(F) = > ¢z (F) ili konkretno:

i=1
u,, =0.93717 4, +0.04899 , +0.00058 7, —0.00064 y, +0.00551 +0.01999 , ,
U,, =—0.23093, —0.00635y, -+ 0.18620 7, +0.66899 y, +0.30910 y, —0.13871y, ,

U,, =0.21799 x, +0.53338 y, +0.32933y, +0.01872 1,



gde su u,,U,, U, talasne funkcije 1s, 2s, 2 p stanja respektivno.
Veli¢ine y, predstavljaju radijalni deo Slejterovih orbitala pomnozen odgovaraju¢im

sfernim harmonikom sa razli¢itim vrednostima parametra ¢ i konstantom N
izraCunatom prema (3.2):

7= Ne 5y, (0,9),
7, = N,e Y (0,4),
2 = Nore MY (09, 9),
24 = Nare 2520, (0,9),
2o = Nore 550y, (0,4,
Zs = N re 7792y, (6, ¢),
2o = Nyre Y, (0,).
Zs = Ngre >, (6, 9),
Zo = N re Y, (0,4),

Jo = Ny re_9'13464rY10 0,9).

U poslednje vreme ucestala je primena Slejterovih orbitala za opisivanje sudarnih
procesa kao §to su jonizacija i elektronski zahvat iz molekula [19-22]. Ucestala je i
primena u medicini gde se vezano stanje aktivnog (posmatranog) elektrona odredenog

molekula (recimo DNK ili RNK, videti primere u referencama [19,20]) opisuje

koris¢enjem bazisa Slejterovih orbitala y;'° centriranih na svaki nukleus. 1z toga sledi da

u molekularnom sistemu reference ¢&iji pocetak je lociran u centru mase molekula i sa z
osom duz molekularne ose mozemo da pisSemo:

Pvo (F I) = Za)h,j}(r?,Tjo ()_(h) )
h,j

gde je h indeks koji oznacava nukleus molekula na koji je STO centrirana, dok j
predstavlja kolektivnu oznaku za kvantne brojeve nim.



Vektori X, i F' oznaGavaju vektore poloZaja elektrona u odnosu na centar h i
centar mase molekula respektivno. Smena koordinata sa laboratorijskog na molekularni
sistem data je relacijom: X, =7X,, gde je T matrica rotacije. Vektori X, i X, povezani

su medusobno Ojlerovim uglovima.

Slejterove orbitale u impulsnoj reprezentaciji

Razmatrac¢emo slucaj Slejterovih orbitala kada je njihov ugaoni deo dat sfernim
harmonicima. Ukupna talasna funkcija bice prosto proizvod radijalnog dela Slejterovih
orbitala i sfernih harmonika:

anm (F) = anm (r! 0! ¢) = Rn (r)YIm (91 ¢) . (33)

Furijeovu transformaciju ovakvih orbitala definisaéemo na slede¢i nacin (2.8a):

2z

T (B) = Zun (9.6, 8,) = | | [ €% 2 (FIF* sin(@)drd 6d . (3.4)

+o0

1z razloga matematicke pogodnosti nije odgovarajuce koristiti Slejterove orbitale.
Umesto njih potrazi¢emo Furijeovu transformaciju pomo¢nih funkcija:

—ir

X (1,0, 6) = ﬂ(mm(f 0.9) . (3.5)

Pomoc¢na funkcija se diferenciranjem 91 pa trazenjem yn}) svodi na izraze za
—>|

Slajterove orbitale Ilirrg(—;—ﬂ;{mm (r,0, ¢)J = 2m (1,0,9) . (3.5a)

Potrazimo sada Furijeovu transformaciju izraza (3.4) koriste¢i funkciju y,. (r,6,9):

+oo 7 27 —ir

7. (P) = j j j eP R ()Y, (F)r?sin(@)drd6d¢ . (3.5b).

U cilju oslobadanja od skalarnog proizvoda u eksponentu uéinicemo sledeu
transformaciju [8]:

e =47y Zn ji, (Pr)Y,,, (P)Y,.,, (F) - (3.6)

=0 m=-}



Izraz (3.5b) sada postaje:

+oo 7 27 oo+l

Zan(®=[ [ j L 4rS Y ) (0, (B, (IR, ()Y, (P sin(@)drd .

=0 m=-
gde su j, sferi¢ne Beselove funkcije definisane sa [3]:

" 1 U\2M+H+12
b= \/7 e (X) = ZXZmIF(m+I+1+1/2)(EX)

( 1) 1y 2m+|+1/2 ( 1)m 1\ 22
Z:m'l“(erIJr3/2)( zml(m+|+1/2)l( X) ' (3.7)

Integracijom po uglovima i imajuéi u vidu da su sferni harmonici ortonormirani :

2z

HY Y, (F)sin(6)dodg =5,,5,. .,

00

dobijamo sledeci izraz:
4o+ +00 —ir R

Fan(B) =2 D i"4n j Ji, (POR, (Nr*drY, . ()3, G- (3.8)
,=0 my=—1,

Predstavljanjem radijalnog dela Slejterovih orbitala po definicji (3.1) dobijamo:

4o+l +00 —/Ir A
Zan(P)=D D i“4xN j ji, (pr)reTrdry,, (P)5,0,
=0 m=—k

Ovde su 6, &, Kronekerove delte definisane sa:

_]L akojei=]j
10, akojei#j.

Kronekerove delte, a samim tim i nasa talasna funkcija, bi¢e jednake nuli u
svakom slu¢aju izuzev u slucaju kada je 1=1, i m=m,. Kako nam je slucaj kada je

talasna funkcija jednaka nuli trivijalan, razmatra¢emo samo slucaj =1, i m=m,.

Ovo nam je inaCe jako pogodno jer nam omogucava da inace beskona¢nu sumu
ograni¢imo samo na jedan c¢lan:

10



+0 —ir

Zun(P) =1'47N j Ji(pr)e < rdry, (). (3.9)

Integral u formuli (3.9) nije jednostavno resiti. Da bismo mogli da dodjemo do
upotrebljivog reSenja, moramo primeniti jo§ jednu transformaciju [1]:

. 1 ﬂl —ipr .
jl(pr)_—(3/2)I { 5 } e " F(+12l+2,2ipr) . (3.10)

Ovde je (3/2), Pocamerov (Pochhammer) simbol definisan sa [1]:

'(x+n)

(x), = )

=X(X+D)(X+2)...(x+n=-1). (3.11)

Sa ;K (1+1,21+1,2ipr) obelezena je konfluentna hipergeometrijska funkcija (Kumerova
funkcija) definisana sa [17]:

(a),z"

F(ab,z)= Z(b)

(3.12a)

Uvrstavanjem izraza za sferi¢ne Beselove funkcije (3.10) u jednakost (3.9) dobijamo
slede¢i integral:

Ari' p

;anm(ﬁ) = (3/ 2)| 2| Im

(p)J. g " E (141,21 + 2, 2ipr)dr .
Resenje ovakvog integrala ima uopsteno slede¢i oblik [3]:

ot —styb-1 —b k

j e "R @,c k)dt =T (b)s ",F(ab.c, )

O 1)

gde je ,F, Gausova hipergeometrijska funkcija definisana sa [17]:

,F.(a,b,c,z) = Z(a) (0, 2 , (3.12b)

S ©, n

11



odnosno kada to primenimo na na$ konkretan slucaj:

HEN | . .
Fun(p)=deN DL TP F(n+1+11+12+2—2P )y (§). (3.13)
A+4+Ip

2'(3/2), (C+A+ip)™ 2t

Kako je promenljiva u Gausovoj hipergeometrijskoj funkcji kompleksan broj
moramo transformisati funkciju dalje.

Posmatrajmo sledecu formulu [3]:

_F.(a,b,2b,2) = (1— ) , 1(2 a2+1,b+%,(2f—2)2), (3.14)

odnosno, kada (3.14) primenimo na (3.13) dobijamo:

2$n+|)' iIp|n+|+1 ) 1(n+|+1,n+|+2,|+§,— 2 ) Im(p)
(312), €+ ) 22 2 ey
(3.15)

)anm(ﬁ) :47Z.N

Ovo ve¢ moze predstavljati Slejterove orbitale u impulsnoj reprezentaciji. Ipak
transformisa¢emo ovu formulu dalje kako bismo ocenili validnost naSeg rezultata.

Posmatrajmo slede¢u formulu [1]:

,F(aa+ % ,¢,2)=(1-2)",F(2a,2c-2a-1c, —‘1_2_1) : (3.16)

21—z

Kako je b=a+1/2 u (3.15) mozemo tu formulu transformisati prema formuli (3.16) .
Dobija se sledeci rezultat:

~! 7R (n+|)' ilpl n+l+1 1
anm(p)=4”N | n+l+1 (C:+ﬂ’) n+l+1
2'(3/2 A —
( )I (é,_'— ) (p2+(§+l)2) 2
1- A+d
« F, n+|+1,|+1—n,|+g, V(’1+2§)2+p2 Y. (P,

12



odnosno nakon preuredivanja dobija se:

M+, 1

;Z'nlm(rj):‘l'ﬂ-N | Ip n+l+1
PO ey
1. At¢ (3.17)
f 2 2
x, F, n+|+1,|+1—n,|+g, (/HZ;) bl Y, (D).

Veza izmedu Gegenbauerovih polinoma i Gausove hipergeometrijske funkcije
data je sledecom formulom [1]:

r(v+)rQa)

2 1-z
C/(2) ro+2) =, R(-v,v+21, 1+ T) (3.18)

I\)IH

Gegenbauerov polinom C;(z) definisan je na sledec¢i na¢in [17]:

- 2xt+t) ZOC GOt

Veza Gegenbauerovih polinoma i Gausovih hipergeometrijskih funkcija (3.18)
moze se primeniti i u nasem slucaju (3.17) . Nakon izmene prva dva indeksa u Gausovoj
hipergeometrijskoj funkciji i primene formule (3.18) na (3.17) dobija se sledeca
jednakost:

(n+N! i'p'

2CI2 ey ay T

><F(n—I)F(ZI +2) ch F+A )Ylm(l%)-

r+1+1) " fie s 22 + p?

@+n! (25)
oy, ' daje N= (22)" a0 i nakon neznatnog

sredivanja (kracenja faktorjela i stepena broja 2) dobija se sledeci izraz:

;anm(rj) :47[N

Imajué¢i u vidu da je (3/2), =

I(n—1-1! 2'i'p' C+A

n+l+1 |+1_1(
\/(2 )! (p? +(é/+/1)2) 2 \!(4"‘1)2 +p’

7 (P) = 4220) " W, (P)

(3.20)

13



Setimo se sada da smo tokom celokupnog izvodenja koristili pomo¢nu funkciju
(3.5) koja se transformacijom (3.5a) svodi na izraz za Slejterove orbitale. U¢inimo
upravo navedene matematicke transformacije sa (3.20) :

Na kraju dobijamo rezultat koji je skoro u potpunosti identi¢an sa rezultatom [12]:

Fun(B) =420 R 2L i €

=), (P). (3.21)

,_(ZI’])! (p2+§2)n+;+2 n-I {é,z_i_p

Faktor 4z posledica je nacina na koji smo definisali Furijeovu transformaciju (2.8b) i
inverznu Furijeovu transformaciju (2.8a).

. .. 1 . . S .. . ey
Deljenjem naseg izraza sa @ (8to je razlika izmedu nacina na koji smo mi rac¢unali i

)’

definicija (2.7)) dobijamo slede¢i izraz:

1 I(n=nr  2'i'p . C 5
2 n+l+2 7 n-l > 2 )Ylm(p) ' (322)
27 v(zn)l (pZ +é/2) 2 a'é/ + p

Sto je tacno izraz za Slejterove orbitale u impulsnoj reprezentaciji dobijen kod autora u
referenci [12].

Fun(P.6,,4,) = (20) 2

Graficko predstavijanje dobijenih rezultata

Predstavicemo sada grafi¢ki dobijene rezultate. Ono §to Se prvo moze uociti jeste
da radijalni deo Slejterovih orbitala u koordinatnoj reprezentaciji ne zavisi od kvantnog
broja |, dok u impulsnoj reprezentaciji to nije slucaj.

R p)l
0.12

0.10
0.08 \
0.06

0.04 \

0.02

\‘-——__—‘_h—___——_
00‘ II ‘uil — ILOI II ILSI — IlOI I‘ ‘15‘ — ‘10 P
Grafik 4.Modul Radijalnog dela Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji ¢ =1,
n=1, =0
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Grafik 5. Modul radijalnog dela Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji =1,
n=2, 1I=0
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Grafik 6. Modul radijalnog dela Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji £ =1,
n=2, 1=1
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Grafik 7. Modul radijalnog dela Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji ¢ =1,

n=4, |=2
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Grafik 8. Modul radijalnog dela Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji £ =1,
n=5, I=0

Slejterova orbitala u impulsnoj reprezentaciji sa fiksiranom vrednoscu ugla ¢,

0.04
1 (2] 0.03

0.02

Grafik 9.Zavisnost modula Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentacijiod p i € sa
fiksiranom vrednoscéu azimutalnog ugla ¢ =0, n=1 ,1=0, m=0,

Prime¢ujemo da talasna funkcija ima najvecu vrednost u p =0 za sve vrednosti
polarnog ugla.
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Grafik 10. Zavisnost modula Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentacijiodp i 6 sa
fiksiranom vrednoscu azimutalnog ugla ¢ =0, n=2,1=1, m=1

Grafik 11. Zavisnost modula Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentacijiodp i 6 sa
fiksiranom vrednoscéu azimutalnog ugla ¢ =0, n=4, 1=3, m=-1
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Grafik 12. Zavisnost modula Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentacijiodp i 6 sa

fiksiranom vrednoscéu azimutalnog ugla ¢ = %, n=4,1=3, m=0

Slejterova _orbitala u impulsnoj reprezentaciji sa fiksiranom vrednoscu polarnog ugla 8,

0.04
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0.02
[ Y@ 0.01

0.00 L

Grafik 13. Zavisnost modula Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentacijiod pi ¢ sa

fiksiranom vrednoscéu polarnog ugla 6 = % , =1, I=0, m=0
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Grafik 14. Zavisnost modula Slejterovih orbitala u impulsnoj reprezentacijiodp i ¢ sa
fiksiranom vrednoséu polarnog ugla @ =0, n=2 ,I=1, m=0
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4. GAUSOVE ORBITALE U IMPULSNOJ REPREZENTACIJI

Uopsteno o Gausovim orbitalama

Gausove orbitale takode se koriste kao bazisne funkcije u raznim oblastima fizike
I date su sa:

O, (r,0,4) = Ar" e Y, (F). 4.1)

Norma Gausovih Orbitala

Da bismo odredili normu Gausovih orbital, potrebno je resiti slede¢i integral:

2ar? =t , integracijom po ugaonim promenljivima i imajuéi u vidu da je Gama funkcija
definisana sa

I'(z) = j:e‘ttz‘ldt , (4.2)

dobijamo konacan izraz za normu Gausovih orbitala:

(4.3)

Gausove orbitale u impulsnoj reprezentaciji

Furijeovu transformaciju Gausovih orbitala definisacemo na slede¢i nacin (2.6a):

[ g R, (r)r?sin(0)Y,, (F)drdd ¢ . (4.4)

0

U eksponentu (4.4) u¢inicemo transformaciju (3.6):

+oo 7 27

Bon(P) = [ [ [ 473 3 it (PO (Yo, (PR, ()Y, (Pr?sin(@)drdodg.  (45)

=0 m=—1
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Integracijom (4.5) po uglovima, imajuc¢i u vidu da su sferni harmonici ortonormirani
dobijamo slede¢i izraz i da je radijalni deo Gausovih orbitala dat sa (4.1) :

-cl
||
%Mg

Z 4z [, (pr)e r™e?drY,, (P)S, G (4.6)

gde su 9,,,6,,, Kronekerove delte.

Dobijeni izraz svodi se na slede¢i:

Do (P) =1 47AY,, (B) [ ] (pr)e ™ rrer
0
@)

Uopsteno integral koji sadrzi sfericnu Beselovu funkciju, kvadrat promenljive u
eksponentu i promenljivu na stepen dat je sa [2]:

i 2n+v+1 —ax? 2nn!ﬂv v ﬂ_z _%
!dx X ’ 2% 1, (Bx) = (2a)"”+2 LH[4aje . (4.8)

Kada (4.8) primenimo na (4.7) dobijamo:

141/2 p°

D LA P’ Je Y (P). (4.9)

Pun () = Al 4z2" 0 -1 =D g

Ovde su:

-n,l : Glavni i orbitalni kvantni broj respektivno,
- o : Konstanta koja zavisi od samih priroda pojedinacnih atoma u molekulu,
- L7 (x) : Asocirani Lagerov polinom definisan sa:

Lﬁ (X) _ X:!eX (;jxnn (e—xxn+a )
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Graficko predstavljanje dobijenih rezultata

tap]
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Grafik 15. Radijalni deo Gausovih orbitala u koordinatnoj reprezentaciji n=1, a =1

\_

; , ag]
Grafik 16. Rady(;(i!ni deo éausovih (;rbitala uékoordinainoj repréZentaciji n=3, a=1
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Grafik 17. Radijalni deo Gausovih orbital u koordinatnoj reprezentaciji n=2, o =1
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Grafik 18. Modul radijalnog dela Gausovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji n=1, |=0,
a=1

.
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Gausove orbitale u impulsnoj reprezentaciji sa fiksiranom vrednoséu ugla ¢,

Grafik 19.Modul Gausovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji u zavisnosti od vrednosti p
I @ sa fiksiranom vrednoséu ¢ = %, n=1, =0, m=0,

Primecujemo jaku lokalizaciju gustine verovatnoce u tacki p ~1 za sve vrednosti
polarnog ugla.
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Grafik 20. Modul Gausovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji u zavisnosti od vrednosti

pi @ sa fiksiranom vrednoséu ¢ = %, n=5, I=4, m=3

Kako je kvadrat modula talasne funkcije u stvari gustina verovatnoce, u ovom sluéaju
postojace dve ekvivalentne lokalizacije gustine verovatnoce.
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1.0 [, ()]
0.5
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Grafik 21. Modul Gausovih orbitala u impulsnoj reprezentaciji u zavisnosti od vrednosti

pi @ sa fiksiranom vrednoséu ¢ = %, n=5, I=4, m=0
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5. ATOM VODONIKA U IMPULSNOJ REPREZENTACIJI

Uopsteno o atomu vodonika u kvantnoj mehanici

Resenje Sredingerove jednadine za atom vodonika predstavlja jedan od

najvaznijih rezultata kvantne mehanike. Sredingerova jednaé¢ina za atom vodonika glasi
(u atomskom sistemu jedinica):

p2

> (0.0.6) +Vow (0)¥(p.0.9) = E¥(p.0,9) . (5.1)

Resenje ove jednacine je talasna funkcija sledeceg oblika [8]:

V an (9.0,6) = \/( . j (=1 =Db vz 124 (oY, (0,4)
na, ) 2n(n+1)!

Ekvivalentno resenje je [8]:

1 2T e 1 )
W(p,0.4) = <2|+1>!{M —2n(n_|_1)!} e P F(1 410,214 2, p) Yy (6,4).

Ovde su :
p=—

a energije atomskih nivoa date su sa:

_—13.6eV

n nz )

E

odnosno u atomskom sistemu jedinica koji koristimo sa:

Za sam metod redavanja Sredingerove jednacine i odredivanja energijskih nivoa atoma
vodonika mogu se konsultovati knjige [5,7,8,11,18].
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Radijalni delovi vodonicnih talasnih funkcija predstavijeni graficki
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Grafik 22. Radijalni deo vodonicne talasne funkcije u koordinatnoj reprezentaciji n=1,

Apl(r)
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Grafik 23. Radijalni deo vodonicne talasne funkcije u koordinatnoj reprezentaciji n=2,

Rul(r)
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Grafik 24. Radijalni deo vodonicne talasne funkcije u koordinatnoj reprezentaciji n=3,

I=0
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Grafik 25. Radijalni deo vodonicne talasne funkcije u koordinatnoj reprezentaciji n=2,

Ry
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Grafik 26. Radijalni deo vodonicne talasne funkcije u koordinatnoj reprezentaciji n=3,

Ry (r)
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Grafik 27. Radijalni deo vodonicne talasne funkcije u koordinatnoj reprezentaciji n=3,

=2
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Atom Vodonika u impulsnoj reprezentaciji

Sredingerova jednacina za atom vodonika glasi:

S (0.0.0) Voo (D)¥ 10 (0.0,0) = E¥,10 (0,0.9).

MnoZenjem Sredingerove jednadine sa e™ pa kasnijom integracijom po celom

prostoru dobija se slede¢a jednakost [7]:

2z

[ Vear (0¥ 1 (0.0, 9" sin(O)drdodg . (5.2)

+00

@2 (% B (9) =~ | |

Postoje razni nacini da se ovaj integral resi. Istorijski, prvi su ovo ucinili Pauling i
Podolski 1929. godine, a iza njih Fok (Fock) koriste¢i R*~> R* preslikavanje. Prvi na¢in
reSavanja detaljnije je obrazlozen u [9], a drugi nacin reSavanja u literaturi [4]. Ipak svi
autori dobijaju ekvivalentno resenje:

5 o 2(n=1=Dl, n'p' o NPpP-1 2
\Pnlm(p)_(ﬂ_ (n+|)| ) n (1+ p2n2)|+1 Cn—l—l(n2p2 +1)Ylm(p) ' (53)

PokuSac¢emo sada da reprodukujemo ovo reSenje koristec¢i znatno drugaciji metod
za reSavanje ovog trostrukog integrala.

Atom vodonika u impulsnoj reprezentaciji koris¢enjem Apelovog reda za reSavanje
radijalnog integrala

Resenje Sredingerove jednadine za atom vodonika koje ¢emo koristiti glasi [8]:

O [ )
‘Pn.m(p,aqzs)—(zm)!{{n} 2n(n_|_1)!} e o Fy (1 410,214 2, p) Yoo (6,4).

UzevSiuobzirdaje: p= 2r
n

I pisanjem jednacine koristec¢i r kao varijablu:

O U [ ) LI IO AV
\Pmm(r,@,qﬁ)_(ZHl)!{{n} 2n(n—|—1)!} e""(2r/n),F(I+1 n,2|+2,n)Y,m(r).
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Zamenom poslednje jednacine u (5.2) dobija se

(27)* (% —E)W,.,(P) =

727 2T iy |, | 2r
H!F(znl)l{ﬂ 2n(n—|—1)!} e @rin,R(+lon2l+2 0 (5.4)
xe®Tr?sin(0)Y, (F)drdod ¢.

Osnovni problem pri izraGunavanju ovog integrala predstavlja vektorska priroda
pi r koje se nalaze u eksponentu, kao i njihov skalarni proizvod. Da bismo uspesno
izra¢unali ovaj integral, moramo na neki nacin transformisati ovaj ¢lan

Kada na (5.4) primenimo formulu (3.6) dobija se

(27)* (% —E)W,.,(P) =

+oo 7 27

:”Il {F} &} e*”“(2r/n)'1Fl(I+1—n,2l+2,ﬂ)
2o Fr@+nting 2n(n-1-1)! n

o0+l

x[4772 Z it ), pr)Y|1m1 (r)Yllml(p)]SIn(g)rzYlm (r)drd9d¢
=0 m=-

(5.5)
U izrazu (5.5) prvo ¢emo izvrsiti integraciju po uglovima. Kako je ortonormiranost
sfernih harmonika data sa:

2z

jY ()Y, (F)sin(0)dod ¢ =

O )

mlm’

jednacina (5.5) postaje:

(27)* (% —E)W,.,(P) =

_fit {{ET&} e’””(2r/n)'lFl(I+1—n,2l+2,£)
o F@I+D) n] 2n(n-1-1)! n

oo+l

[4x) Z i" j, (Pr)Y,y, ()] rdrs,

=0 m=—1
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Ovde su 6,9, Kronekerove delte. Kronekerova delta bice razli¢ita od nule samo za

one ¢lanove za koje je |, =1 i m =m, tako da ¢emo mi zadrzati samo taj ¢lan u nasem
razvoju. Zbog dalje pogodnosti u pisanju obelezimo sa:

g1 FT n+ |
@+ n] 2n(n=1-1)!

Sredingerova jedna¢ina sada postaje:

(27)" (% —E),,.,(P) =

I oo
= 47i'N E} j e (1+1-n, 20 + 2,%) i, (pr)drY, (p) . (5.6)
0

Nakon primene formule koja povezuje sferi¢ne Beselove funkcije i konfluentne
hipergeometrijske funkcije (3.10) na izraz (5.6) dobijamo:

(27)" (% —E),,.,(P) =

l | 4o
=4ri' L[ p} N H j e " R (1 +1-n,20 + 2,%)15(! +1,21 +1,2ipr)drY,, ().

G/2),L2] [nl!
(5.7)
U opstem sluc¢aju integral oblika:
[t ™ F(abkt),F(a\b'k't)dt,
0
jednak je
d e kK
h F(d)FZ(d;a,a;b,b;E,F). (5.8)

Dokaz ove jednakosti prikazan je u dodatku.

Kada (5.8) primenimo na (5.7) dobijamo:
P° ey
(27)* (7 -B)Y,(P) =

_ il 1 p ! ol 2 e —r/n—ipr ,21+1 2r . A
= 47i M{ﬂ N !e Py Rl +1-n,20+2,2), R (141,21 +1,2ipr)drY,, (p)
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| 1 2142 R
— 47 [E} NFH n } T(21 +2)F, (21 + 21 +1-n,1 +1 21 +2,21 + 2, —2 21PN
(3/2),L2 1+ipn 1+|pn "1+ipn
<Y,,, (D). (5.9)
Ovde je F, Apelov hipergeometrijski red definisan na slede¢i nacin:
F(diaaibbixy) =S Do @) (@) im0 (5.10)

m,n=0 (b) (b) m!n!

Apelov red moze se u specijalnim slucajevima svesti na hipergeometrijske
funkcije. Upravo takav slu¢aj imamo u (5.9). Naime ukoliko je d =b=Db", ovaj red ¢e se
svesti na sledecu funkciju:

n ot . LM wya] -l Xy
F,(d;a,a%d,d;x,y)=1-x)""1-Y) ZFl(a'a’d'(l—x)(l—y)) . (5.11)

Primenom jednakosti (5.11) na (5.9) dati izraz ¢e izgledati ovako:

(27;)3/2( ~E)¥,,(P) =

| | 21+2 . . .
4l 1 [E} NF} n (lp.n+1—2)n,,,1(|pn.+1—2|pn),,,ll_(2|+2)
(3/2), 12 nj|l+ipn ipn+1 ipn+1
< F(l+1=n,1 41,2l + 4'p”)),m( ).
(5.12)
Nakon sredivanja jednacine (5.12) dobija se:
P° ey
(27)** (7 -B)¥,n(P) =
| H n-21-2
it N e (PN i) ) Bs 1ot 412042 gy (f).
(312), (ipn+1) (IP 1*
(5.13)

Sada je potrebno eliminisati kompleksnu jedinicu iz promenljive u Gausovoj
hipergeometrijskoj funkciji. Ovo se najlakse postize odredenom klasom transformacija
hipergeometrijskih funkcija koje se nazivaju kvadrati¢ne. Napomenimo da i iz same
definicije hipergeometrijske funkcije sledi da je hipergeometrijska funkcija invarijantna u
odnosu na izmenu prva dva indeksa. Imaju¢i ovo u vidu, i imaju¢i u vidu da je
Pocamerov simbol u imeniocu dva puta veéi od jednog od Pocamerovih simbola u
brojiocu mozemo pisati slede¢u formulu [1]:
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_F.(a,b,2b,2) = (1— ) , 1(a agl,b+%,(zi—z)2),

odnosno kada u obzir uzmemo poznatu jednakost iz algebre kompleksnih brojeva:

(L-iX)A+ix) =1+ x°.

(5.14)

(5.15)

Primenimo navedenu transformaciju za Gausovu hipergeometrijsku (5.14) funkciju na

nas konkretan slucaj (5.13) i neznatno sredimo izraze:

(27)"? (% ~E)¥,.,(P) =

I+1 n l+2-n

9 2 n-1-1
it N e AP e +2),F( A+

(3/2), (L+ p?n®)" 2

p” P\, (P).

(5.16)

Na prvi pogled uoéljiv problem sa ovakvom talasnom funkcijom jeste njena
konacnost. Naime, jedan od postulata kvantne mehanike govori da talasna funcija mora
biti kona¢na u celom prostoru. To za ovu konkretnu talasnu funkciju nije ispunjeno i to u
tacki p =1/n. Dakle, jasno zaklju¢ujemo da datu funkciju moramo transformisati dalje

kako bismo dobili reSenje koje bi imalo fizi¢kog znacenja.

Takode, poredenjem sa rezultatima za atom vodonika u impulsnoj reprezentaciji
(5.3), mozemo zakljuciti da data transformacija mora biti iz reda inverznih kvadrati¢nih,

kakva je upravo transformacija [1]:

1 -
5 Fl(a,a+§,c, z7)=(01-2)",F(2a,2c-2a-1,c,
Kada (5.17) primenimo na (5.16):

(27)"? (% ~E)¥,.,(P) =

9 2.,~2\n-1-1 2 ~2\I+1-n
_ 47 N n™2 g 1-p r; )2 (1- pznz)l :
(3/2), @+ p°n?)" @+ pn)"

(=12l +2)

3 n’
QR (+L-nllen 2, (1+p SR ).

Kra¢enjem ¢lanova u razlomcima dobija se sledeci izraz:

(5.17)
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(27)* (% —E)W,,.,(P) =

. 1
= —Ari' n"?p' ——=— (-2l +2)
3/2 1 2.,2y\1+1
372), (d+p°n%) (5.18)
3 p°n? A
XZ Fl(l +1— n,l +1+ n,l +E,m)Ylm(p).

Ne postoji fizika prepreka da ovo bude konafan izraz za atom vodonika u
impulsnoj reprezentaciji. Pre nego Sto predemo na sredivanje Clanova koji zavise
isklju¢ivo od kvantnih brojeva, a sa ciljem dalje provere naseg rezultata, nacinimo
poslednju transformaciju. U posebnom sluc¢aju Gegenbauerovi polinomi i Gausova
hipergeometrijska funkcija povezani su sledeCom relacijom [1]:

11-z (v +1)r(24)

F(-v,v+24,A+=,—)=C/(z 5.19
Ry > 2) 2 (2) T+ 22) (5.19)

Kako je to i slucaj u nasem izrazu (5.18), odnosno b=-a+2c, mozemo
transformisati Gausovu hipergeometrijsku funkciju u skladu sa relacijom (5.19) :

(27)* (% —E)W,.,(P) =

_agit N2 p' %(-1)”*‘#(2 +2)

(3/2), @+ pn9)™ (5.20)

_ 22 R '
y r@l+2)rn-nrel+2) ch 1 n2 p2 W, ().
r'n+1+1) 1+n°p
Imaju¢i u vidu da je parnost Gegenbauerovih polinoma data sa :
C)(-2)=(-1)"C;(2), (5.21)
. y . 2+ . . S

da je Pocamerov simbol od (3/2), = i predstavljanjem N koriste¢i kvantne

brojeve n i | dobijamo sledec¢u jednakost:

2 . L (n=1-1)! n'p' np’ -1, ,=
2% (P _EYP () = 4 (n 2 c' v .
( 7[) (2 ) nlm(p) T ( (n+|)| ) (1+ p2n2)|+1 n—1-1 n2 pz +1) Im(p)
(5.22)
Napomenimo ovde da je u atomskom sistemu jedinica E = — 1 (5.23)
2n?
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. p° p>° 1 . n*p*+1
i _E) = - .
(2 ) (2 +2n2) 2n’

(5.24)
Zamenom (5.23) i (5.24) u (5.22) dobijamo konacan izraz za atom vodonika u impulsnoj
reprezentaciji:

2

5 omy i 2 (n=1=Dly, n? n'p i N 2
\Pnlm(p) I (72' ( I)I ) mcn I—1(n2 2 ) Im(p) Rnl(p)Ylm(p)

(5.25)

Ovaj rezultat je skoro potpuno identi¢an rezultatu (5.3), sa izuzetkom ¢lana i' Koji
je posledica i nacina na koji smo definisali Furije transform (2.6a) i inverzni Furije
transform (2.6b), i ne utice bitno na fiziku problema. Do rezultata koji su drugadiji od
ovih ili su identi¢ni ovim rezultatima sa izuzetkom kompleksne jedinice na stepen I,
dolazi vise autora [6,9], a autor [15] objasnjava ¢isto kompleksnu ili ¢isto realnu prirodu
talasne funkcije u impulsnoj reprezentaciji drugacijom prirodom p i d stanja u impulsnoj
reprezentaciji.

34



Graficko predstavljanje dobijenih rezultata
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Grafik 28.Modul vodonicne talasne funkcije u impulsnoj reprezentaciji predstavljen u
zavisnosti od parametara p i 6 sa konstantnom vrednoscéu parametra ¢ :%, n=2,1=1,

m =0
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Grafik 29. Modul vodonicne talasne funkcije u impulsnoj reprezentaciji predstavljen u

zavisnosti od parametara p i 6 sa konstantnom vrednoscéu parametra ¢

m =0

=7 n=1,1=0
3
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Poredenje dobijenih rezultata
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Grafik 30. Poredenje modulc; radijalnog dela vodonicne talasne funkcije u impulsnoj
reprezentaciji i radijalnog dela koordinatne vodonicne talasne funkcije n=2, =1, m=0
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Grafik 31. Poredenje modula radijalnog dela vodonicne talasne funkcije u impulsnoj
reprezentaciji i radijalnog dela koordinatne vodonicne talasne funkcije n=1, 1=0, m=0
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Grafik 32. Poredenje radijalnog dela modula vodonicne talasne funkcije u impulsnoj
reprezentaciji i radijalnog dela koordinatne vodonicne talasne funkcije n=3, =2, m=0

36



6. KULONOVI STURMIANI U IMPULSNOJ REPREZENTACIJI

Uopsteno o Kulonovim Sturmianima

Jedan od najranijin trijumfa kvantne teorije jeste resavanje Sredingerove
jednacine za vodoniku sli¢éne atome. Logi¢no je bilo nadalje koristiti talasne funkcije
vodoniku sli¢nih atoma kao gradivne delove talasnih funkcija sloZenijih atoma. Ovom
tematikom za atom helijuma bavili su se Sal (Shull) i Luvdin (Léwdin) . Naziv Sturmiani
poti¢e od Rotenberg-a koji je Zeleo da naglasi njihovu vezu sa Sturm-Liuvilovom (Sturm-
Liouville) teorijom.

Sturm-Liuvilova teorija je grana matematike osnovana od strane Sturma i Liuvila
u kojoj centralno mesto zauzima Sturm-Liuvilova jednacina koja glasi:

d

—&{ p(x)%} +q(X)y = AW(X)y .

U slucaju kada:

p(x) >1 i q(x) %k—22+ '(';1),

ova jednacina postaje:

d> 101+ k* kn
[W‘%‘TT}“NFO-

Ukoliko zamenimo:

n\-2E
sli¢ne atome, €ije su reSenje Kulonovi Sturmiani [16]:

1/2
u,(r)=rR,(r) i k= E( L j , dobijamo upravo Sredingerovu jednacinu za vodoniku

S (0.0.0) Vi 1 (0¥, (0.0.6) = EY 1, (0.0.9). (6.1)

U jednacini (6.1) ¢lan V,, . (p)odnosi se na potencijal vodoniku sliénog atoma

koji poseduje vise od jednog protona u jezgru odnosno moze se reéi da je Sredingerova
jednacina za atom vodonika specijalan slu¢aj ovakve jednacine u kojoj je Z =1. Nasa
promenljiva p sada postaje:
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_2r (6.2)

n
Radijalni deo talasne funkcije dobija oblik:

R (r)_ 27 ’ (n—l—l)! -Zrina,, E IL2|+1 E (6 3)
nl - 2n[(n+|)!]3h naﬂ n—1-1 naﬂ . .

na,

Kulonovi Sturmiani u impulsnoj reprezentaciji

Primenjivanjem istih jednostavnih transformacija iz poglavlja 5. dobijamo slede¢u

jednacinu:

2z

[Vi e (0) ¥ (0, 6,8)€" 1 sin(0)drdodg . (6.4)

+o0

2" (& B (P =~ [ ]

Jednacina je ekvivalentna jednacini za atom vodonika (5.2), sa izuzetkom toga §to
je Z>11 ceo broj pa se mogu primeniti i potpuno iste transformacije kao za atom
vodonika. Razlika ¢e biti samo u slede¢im postavkama problema :

a) Kulonovski potencijal bi¢e zamenjen potencijalom oblika:

b) Energija u atomskom sistemu jedinica postaje:

ZZ
E:—F.

Resenja koja se dobijaju primenom ekvivalentnih transformacija su:

|
n 2
(Zj P an R

C|+l 2.2 Ylm(rj) . (65)

v ooy o 2M=1=Dhy(nY
Yo (P) =i (7[ (n+1)! [Zj N ER NI 0
[14— pZ(Z)J 72 +1

Sto za Z =1 korespondira resenju za atom vodonika (5.25).
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7. DODATAK

Lema: Integral [ t*e™,F,(a,b,kt),F;(a',b' k't)dt jednak je
0

h™'T'(d)F,(d;a,a";b,b’; E l;)

Dokaz: 1z same definicije Kumerovih hipergeometrijskih funkcija sledi sledeca
jednakost:

" d-1,-ht Th' ! dl —ht S (a) (a) km " n+m
'([t e F (a,b,kt),F,(a'b'k't)dt = j > Z; B0y ml nlt Jdt .

0 m=0

Kako suma 1 integral mogu da zamene mesta mozemo pisati (integral nije nista no
gama funkcija) :

+0 +o0 400 tX km |n
t?e™ F (a,b,kt), F (a',b' k't)dt = td-te M @)n @), k™ ~——t™Mdt,
'([ 1 1( )1 1( ) ; ng(; _([ [(b)m(b )m m! n! ]

odnosno:

+0 +00 40 km in +o
t*2e ™ F, (a,b,kt), F, (a'b" k "t)dt = @) @), e
e MR @b ko, R( =3 > o o m n,{

(7.1)
Integral u (7.1) jednak je:
T Mt gt = h ™M™ (d +n+m), (7.2)
0
Sto se koriS¢enjem tzv. PoCamerovog identiteta moze svesti na:
rd+n+m)=(d-+m),I'(d+m)=(d+m),(d), (). (7.3)

Kada (7.3) zamenimo u (7.2), pa potom (7.2) u (7.1) dobijamo:

> 3 Bl Ko m), @), @),

t"*e ™ F (a,b,kt),F, (a',b'k't)dt = h~ (™"
I ' m=0 n=0 (b) (b)
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odnosno:

Ttd—le-htlﬁ(a,b,kt)lFl(a',b',k't)dt=h‘dF(d)+i > EZ))((S)) ((:ln)'n' (kﬁj (E)

Ovo nije niSta drugo do Apelov hipergeometrijski red F, iz relacije (5.11) pomnoZen sa
h™1(d).

Sada mozemo u kona¢nom obliku napisati:
+00

jtd’le"“lFl(a,b, kt)lFl(a',b',k't)dtzhdF(d)Fz(d;a,a';b,b"%

)
0

=~

). (7.4)

= |

Ovim je dokaz zavrsen.
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8. ZAKLJUCAK

Poznavanje vodoni¢nih talasnih funkcija i Slejterovih orbitala u impulsnoj
reprezentaciji moze predstavljati znatno olakSanje pri konkretnim racunicama u raznim
oblastima fizike. Potpuno je evidentno da formula za atom vodonika u impulsnoj
reprezetaciji ima znatno jednostavniju matematicku formu od one u koordinatnoj
reprezentaciji. Naravno, pod koordinatnom reprezentacijom podrazumevamo sferne
koordinate. Formule za Slejterove orbitale, kao i Gausove orbitale deluju nesto sloZenije,
ali ipak mogu biti od koristi u konkretnim izraCunavanjima.

Dalji tok istrazivanja u ovoj oblasti moze se kretati ka nalazenju jednostavnijih

oblika ili jednostavnijih naCina za racunanje raznih drugih funkcija koje se koriste u
molekularnoj kvantnoj mehanici, teoriji rasejanja itd.
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