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Aufgabe 16: Teilchenzahldarstellung (Prisenzaufgabe)

Ein antisymmetrisierter fermionischer Basiszustand lésst sich ausdriicken als

Der Vakuumzustand |0) ist definiert durch a; |0) = 0(Vi), wobei fiir die fermionischen Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren die folgenden Vertauschungsrelationen gelten:

{a.al} = oy

{as,a;} = {al,al} =0

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Vertauschungsrelationen, dass n; € {0,1} (Vi). Wie nennt man diese

und

Eigenschaft?
b) Der Teilchenzahloperator ist definiert duch #; = a}a;. Zeigen Sie mit Hilfe der Vertauschungs-
relationen:

’)Ali |TL1,’)12, Ny, > =N, |TL1,TLQ, Ny, >

Aufgabe 17: Drei-Ionen Modell (schriftlich) (4 Punkte)

In bestimmten Kristallen sind die Valenzelektronen fest an die Wirtsionen gebunden. Betrachten
Sie ein Modell mit drei Tonen, die jeweils nur ein Elektron aufnehmen konnen. ¢ und ¢ sind die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eines Elecktrons am Ion i (i = 1,2, 3).

a) (2 Punkte) Wihlen Sie eine Basis, die von allen moglichen Zweielektronenzustinden aufge-

spannt wird (der Spin des Elektrons ist hier nicht wichtig). Schreiben Sie die Operatoren éiél,

é{ég und é];ég in Matrixform in dieser Basis.

b) (2 Punkte) Stellen Sie sich vor, dass wir die Elektronen durch Bosonen ersetzen. Wie sehen die

Operatoren é{él, 611-62 und éiég im zwei-Bosonen Unterraum aus?
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Aufgabe 18: Bosonisierung des Spins (schriftlich) (6 Punkte)

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a! und a erfiillen die bosonischen Vertauschungsrela-
tionen [af,a'] = [a,a] = 0 und [a,a'] = 1.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Operatoren

bb

=h(l—aa)
— /20— dlaa

i = hat\/20 — ata

die Drehimpulsalgebra in der Form [Lz, Li] +hLy und [L+, L_} = 2hL, erfiillen.

bb

Q>

b) (2 Punkte) Berechnen Sie L2 und interpretieren Sie die Variable [.

¢) (2 Punkte) Physikalischer Kontext: Angenommen, man wiirde einen Ferromagneten als grofien
Spin beschreiben. Welche Quasiteilchen wiirden dann von den Operatoren af und @ erzeugt /vernichtet?
Erhéhen oder verringern diese Quasiteilchen die Magnetisierung?

Anmerkung: Diese Darstellung der Drehimpulsoperatoren geht auf T. Holstein und H. Prima-
koff zurtick (Phys. Rev. 58, 1098 (1940)).

Aufgabe 19: WKB-Methode (nach Wentzel, Kramers und Brillouin) (Prisenzaufgabe)

Suchen Sie die allgemeine Losung der eindimensionalen stationéren Schrodingergleichung fiir ein Teil-
chen der Masse m mit Energie E in einem Potenzial V() < E mit dem Ansatz 1(z) = ei"V (@ wobei
Sie die Funktion W (x) formell als eine Potenzreihe in A darstellen (WKB-Ansatz)

W(z) = Wolz) + ;Wl(x) + (?)2 Wal(z) +

Beriicksichtigen Sie nur die Terme nullter und erster Ordnung in A, 16sen Sie die entsprechenden
Differentialgleichungen und finden Sie in dieser N#herung die Wellenfunktion ¢ (z). Wie sieht die
Losung im Bereich mit V(x) > E aus?
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