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Aufgabe 4: Kopplung zweier Spins (schriftlich) (5 Punkte)

Zur Beschreibung von Systemen mit 2 Elektronen (z.B. neutrales Heliumatom, Hs-Molekiil) betrach-
ten wir die Kopplung von 2 Spin—%—Systemen.

a) (1 Punkt) Welche Dimension hat der Produktraum H = H® @ H? des Systems? Stellen Sie eine
einfache Basis von H fiir zwei Spin-3-Systeme %) und #® mit den Basen {|t(), [L)} € HW),
(1), 4@V} € H® auf

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie durch Anwendung der Leiteroperatoren des Gesamtspins alle ortho-
gonalen Eigenzustinde von s? = (s; + s3)?. Welche Symmetrieeigenschaften bzgl. Teilchenaustausch
haben diese Zusténde?

¢) (2 Punkte) Die Gesamtwellenfunktion des Systems, bestehend aus Spin- und Ortswellenfunktion,
muss antisymmetrisch gegeniiber Teilchenaustausch sein. Welche Kombinationen an Spin- und Orts-
wellenfunktion sind damit moglich? Ordnen Sie die Begriffe Singulett- und Triplett-Zustande zu.

d*) Skizzieren sie das Termschema von Helium fiir die Hauptquantenzahlen ny = 1, ny = 1,2.
Trennen Sie die moglichen Zusténde nach den Werten des Gesamtspins, d.h. in Triplett- und Singu-
lettzustéinde. Geben Sie jeweils die entsprechende Notation (ny, 2°+1L;) der Zustinde an. Fiir welche
Zustéinde ist der Begriff Feinstrukturaufspaltung relevant und was ist die Ursache fiir die Feinstruktur?

Aufgabe 5: Clebsch-Gordan-Koeffizienten (Prisenzaufgabe)

Gegeben seien zwei Drehimpulse J; und J,, deren Vektorsumme als Gesamtdrehimpuls J = J; + Jo
bezeichnet wird. Die Eigenzustinde |j,m, j1, jo) zu den kommutierenden Observablen J?, J,, J? und
J2 lassen sich nach den Produktzusténden |j1, jo, m1, ma) = |41, m1)|j2, m2) entwickeln,

|j7maj17j2> = Z |jiv]é7mllvm/2><j17.]évm,17mlz‘jamm]l)]?)

RN
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a) Leiten Sie durch geschicktes Anwenden der Leiteroperatoren Ji = Ji4+ + Joy eine Beziehung
zwischen den Clebsch-Gordan-Koeffizienten zu m und m=1 her. Uberlegen Sie sich, wie Sie zusammen
mit der Relation

Z [(J1, J2, ma, malg,m, g1, o) [P = 1

mi+meo=m

alle Clebsch-Gordan-Koeffizienten zu festen j;, jo und j bestimmen konnen.
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b) Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten zum maximalen j = j; + jo lassen sich nach einem einfachen
Verfahren durch wiederholte Anwendung des Absteigeoperators J_ bestimmen. Berechnen Sie

J1+7 :é,m +m . . 3 . . 3 . . .
1,1m1,23,§z2 T =Gi=1 g = 5 mi,malji1 =1, jo = ) =htih=gm=m +ma)
s 5 5
fir —5 <m < 3.
Hinweise:
e Starten Sie mit [j; = 1, jo = %, j= g,m = g> und benutzen Sie den Absteigeoperator J_, um

j1=1,jo=2,j=2 m=2) zu bekommen. Es gilt

Jeljm) =nh/j(G+1) —m(mE1)]j,m+1).

e Der Uberlapp mit (j, = 1, jo = g, my1, ma| ergibt die Clebsch-Gordan-Koeffizienten.
e Beachten Sie, dass die Clebsch-Gordan-Koeffizienten symmetrisch sind, d.h.

Cim — o

J1,m1,52,m2 Ji,—mi,j2,—mza"

Wenden Sie die Tatsache an, dass (j1, ja, j, m|j1, j2, j,m) = 0; 'O > UL

3

: .3 : .3 3
:<31:17.72:§7m1,m2|]1217J2=§>j=§am=§>

fiir die moglichen m; /my-Kombinationen zu berechnen.

Aufgabe 6: Abbildung SU(2) — SO(3) (schriftlich) (5 Punkte)

Um zwischen den Matrizengruppen SU(2) und SO(3) eine Verbindung herzustellen, betrachet man
die Transformation
r—r'=Rr mit Ur-oU' =10,

wobei U € SU(2), r € R?, und o = (0,,0,,0,)" den Vektor der Pauli-Matrizen bezeichnet.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass R ein linearer Operator ist und dass dieser Operator Winkel und
Abstédnde zwischen Vektoren nicht verdndert.

Hinweis: betrachten Sie, wie sich das Skalarprodukt von zwei Vektoren bei dieser Transformation
verdndert und benutzen Sie dabei die Eigenschaft Tr{c;0;} = 24;;.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass in der Basis der kartesischen Koordinaten die Komponenten von R

als 1
Ri]’ = §Tr {O'iUO'jUJr}

ausgedriickt werden konnen.

c) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Matrize R fiir den Fall U = €'*°=. Welcher Transformation des
dreidimensionalen Vektorraums entspricht dann R im Allgemeinen?

Hinweis: Benutzen Sie ¢’ = 1 cosa + in - o sin «, das Ergebnis der Aufgabe 3c.



