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Aufgabe 25: Paarkorrelationen für Bosonen

a) Berechnen Sie für N Bosonen im Volumen V im Besetzungszahlzustand |Φ〉 = |nk0 , nk1 , nk2 , . . .〉
die Paarverteilungsfunktion(
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g(r− r′) = 〈Φ| ψ̂†(r)ψ̂†(r′)ψ̂(r′)ψ̂(r) |Φ〉 ,

in Abhängigkeit der Besetzungszahlen nk. Was ist anders im Vergleich zu Fermionen?

Hinweis: Das Ergebnis lautet
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b) Wie lautet
(
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)2
g(r− r′), wenn alle Bosonen denselben Impuls haben?

c) Sei der Impuls der Bosonen nun gaußverteilt,
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.

Was ergibt sich hier für g(r− r′) im Grenzfall V →∞ (bei konstanter Teilchendichte N/V )?

Bemerkung: Man erhält ein Ergebnis mit g(0) > 1. Dieser Effekt wird als particle bunching oder
Hanbury Brown-Twiss-Effekt bezeichnet.

Aufgabe 26: Bogoliubov-Transformation (schriftlich)

Der Hamilton-Operator
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∑
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beschreibt näherungsweise N wechselwirkende Bosonen im Volumen V mit den Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren â†k und âk. H soll nun mittels der Bogoliubov-Transformation

âk = ukb̂k + vkb̂
†
−k, â†k = ukb̂

†
k + vkb̂−k

mit Koeffizienten uk, vk ∈ R diagonalisiert werden. Verwenden Sie dabei die Annahme, dass
u−k = uk, v−k = vk gilt.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung für uk und vk aus der Forderung, dass auch b̂†k und b̂k bosonische
Vertauschungsrelationen erfüllen sollen.

b) Drücken Sie nun H durch die Operatoren b̂†k und b̂k aus.
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c) Der Hamilton-Operator ist diagonal, wenn die Terme, die Produkte von Operatoren mit unter-
schiedlichen Indizes enthalten, verschwinden. Berechnen Sie mit der daraus folgenden Bedingung
und dem Ergebnis aus a) uk und vk. Führen Sie dabei die Abkürzung
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ein. Notieren Sie den diagonalen Hamilton-Operator. Was bedeuten die einzelnen Terme?

Aufgabe 27: Dichtewellen

Sei die Relation zwischen den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren von Teilchen (Bosonen),
â†k, âk, und der von Quasiteilchen, b̂†k, b̂k, wie in Aufgabe 26 (wobei uk und vk hier als Koeffizienten
stehen bleiben sollen). Betrachten Sie den Glauber-Zustand (kohärenten Zustand)

|gk〉 = e−|gk|
2/2

∞∑
m=0

(
gkb̂
†
k

)m
m!

|0〉

mit gk = |gk|e−iφk und |0〉 als Vakuum der Quasiteilchen. Berechnen Sie den Erwartungswert
〈gk| n̂(r) |gk〉 des Teilchendichteoperators n̂(r) = 1
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′−k)â†kâk′ in dem Grenzfall, in dem
fast alle Teilchen im Zustand k = 0 anzutreffen sind.

Fröhliche Weihnachten und einen guten Start ins neue Jahr!


