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Aufgabe 34: Losung der Dirac-Gleichung fiir freie Teilchen (schriftlich)

Die freie Dirac-Gleichung ist gegeben durch®

(i(}? - %) U =0, (1)

Zur Losung wéhlen wir folgenden Ansatz
T (z) = u, (k)e e Losungen positiver Energie (2)

\Ifff)(x) = v, (k)et™ Losungen negativer Energie (3)

mit r € {1,2}, ¥ = |E|/hc¢ > 0 und p* = hk” = (E/c, p). Da eine direkte Losung miihsam ist,
nutzen wir die Eigenschaften der y-Matrizen sowie die Dispersionsrelation E? = ¢?p? + m2c* im

Folgenden geschickt aus.

a) Bestimmen Sie die Wellenfunktionen fiir ein ruhendes Teilchen aus der Diracgleichung. Wihlen
Sie dabei die Spinoren u;(0) = (1,0,0,0)%, u3(0) = (0,1,0,0)%, v1(0) = (0,0,1,0)" und v5(0) =
(0,0,0,1)T.
b) Zeigen Sie, dass ff = k,k* und damit (hf £+ me) (hf F me) = 0.
c¢) Uberzeugen Sie sich, dass aus dem Ergebnis b) folgt, dass die Spinoren u, (k) und v,(k) fiir
endliche Impulse direkt gegeben sind durch

c

N

C

uy (k) N

(hk + me)u,(0), v, (k) (—hk + mc)v,(0) (4)

mit einer noch zu bestimmenden Normierung N.

d) Um Gleichung (4) auszuwerten und die 4er-Spinoren fiir endliche Impulse explizit zu bestimmen,
schreiben Sie die 4er-Spinoren als

w®) = (%) wa o= (])) 5)

mit x; = (é), Xo = ((1)) und 0 = <8) und rechnen so mit 2 x 2-Matrizen. Verwenden Sie die

Standarddarstellung der v-Matrizen.

Der Feynman-Slash, auch Feynman-Dagger genannt, ist definiert durch ¢ := v*a,,.
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e) Die Normierung soll so gewéhlt werden, dass die Spinoren w, (k) und v, (k) orthonormal sind,
also dass gilt %:
U (K)us(k) = 05, U(K)vs(k) = =dps,  U-(k)vs(k) = 0. (6)

Hinweis: Demonstrieren Sie, dass u,(k) = ul(k)y° = cu,.(0)(hf+mc) /N, sowie dass @, (0)y'us(0) =
0 und analog fiir v, (k).

Aufgabe 35: Majorana-Fermionen

a) Zeigen Sie, dass die Dirac-Matrizen in der Majorana-Darstellung

B 0 —oy (0 o, (1 0 . 0 o, (1)
Yo = —0, 0 V1 =1 o, 0 V2 =1 0 —1 y V3 = —1 o, 0

(0; sind Pauli-Matrizen) die Antikommutatorrelationen
{72} =2¢"1 (8)

erfiillen.

b) Zeigen, dass die Dirac-Gleichung in der Majorana-Darstellung reell wird. Was bedeutet dies fiir
die Losungen W7 Zeigen Sie, dass man jeden Dirac-Spinor ¥ als ¥ = W + W, schreiben kann,
wobei ¥; Majorana-Spinoren sind.

Aufgabe 36: Gordon-Zerlegung des Dirac-Stroms

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen der Dirac-Stromdichte j* = U~A*W¥ mit der Klein-
Gordon-Stromdichte 3= (¥*9"¥ — WO*¥*) herstellen. Dazu verwenden wir die Dirac-Gleichung
im elektromagnetischen Feld (in kovarianter Form):

v (iho, — eA,) ¥ = mc¥ 9)

und deren adjungierte Form N N
(—thd, — eA,) ¥y" = me¥ (10)

a) Zerlegen Sie dazu zuerst die Dirac-Stromdichte in zwei gleiche Teile und ersetzen Sie im ersten
AU durch den Ausdruck, der sich aus der von links mit v* multiplizierten Dirac-Gleichung ergibt
und im zweiten WU~#* durch den Ausdruck, der sich aus der von rechts mit v# multiplizierten
adjungierten Dirac-Gleichung ergibt.?

b) Zerlegen Sie nun die (tensoriellen) Produkte v#+” in einen symmetrischen und einen antisym-
metrischen Anteil*:
VY =gl + ot (11)

2Der adjungierte Spinor 7 ist definiert durch @ = u'°. ut wird hermitesch adjungierter Spinor genannt.
3Dies ist nur méglich fiir den Fall nichtverschwindender Ruhemasse
4o oder manchmal auch ic”” wird als Spinoperator bezeichnet.



und vereinfachen Sie.

c) Interpretieren Sie die resultierenden Terme. Der zur Klein-Gordon-Stromdichte analoge An-
teil (inklusive des Terms, der das elektromagnetische Feld enthilt) wird als Leitungsstromdichte
bezeichnet, der zuséitzliche Term, der den Spinoperator enthélt, als Polarisationsstromdichte.



