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Aufgabe 5 : Pauli-Matrizen (Präsenzaufgabe)

Für Spin-1/2-Teilchen (Fermionen, z.B. Elektronen) ergeben sich für die Komponenten des Spin-
operators s = !

2
σ in der üblichen Quantisierungsachse die Pauli-Matrizen

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

a) Der Antikommutator zweier Operatoren Â und B̂ ist definiert als {Â, B̂} := ÂB̂ + B̂Â.
Zeigen Sie damit

{σi, σj} = 2δij (i, j = 1, 2, 3)

b) Zeigen Sie

σjσk = δjk + i

3∑

l=1

εjklσl

und damit für zwei mit σ = (σx, σy, σz)
T vertauschende Vektoren a,b :

(σ · a)(σ · b) = (a · b) + iσ · (a × b).

c) Zeigen Sie die für die Zeitentwicklung von Spinsystemen wichtige Beziehung

eiασi = cos α + iσi sin α (α ∈ ).

Aufgabe 6 : Spin-1
2
-Teilchen im Magnetfeld (13 Punkte)

Das folgende Problem ist eng verwandt mit dem Prinzip der Kern- bzw. Elektronenspinresonanz.
Das System welches wir betrachten wollen besteht aus einem Spin-1/2-Teilchen in einem Magnetfeld
B(t). Das Feld B(t) setzt sich zusammen aus einer statischen Komponente B0 parallel zur z-
Achse und einer in der x-y-Ebene mit Winkelgeschwindigkeit ω rotierenden Komponente B1(t)
mit konstantem Betrag.
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Aufgabe 28: Spezielle Lorentz-Transformation

Die allgemeine Lorentz-Transformation in der 4D-Raumzeit xµ → x′µ = Λµ
ν x

ν wird durch eine

reelle 4×4-Matrix beschrieben. Bei einem Boost in x-Richting (y′ = y, z′ = z) gilt

Λ =




Λ0
0 Λ0

1 0 0
Λ1

0 Λ1
1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Bestimmen Sie die Komponenten vom Λ in der Abhängigkeit von Relativgeschwindindigkeit v
unter Verwendung von Invarianz der Lichtgeschwindigkeit: (x′)2 = x2. Nehmen Sie an, dass Λ0

0 > 0
und det Λ = +1.

Hinweis:

Parametrisieren Sie x = coshχ, falls Sie eine Gleichung in der Form x2 − y2 = 1 haben.

Aufgabe 29: Addition von Geschwindigkeiten

Führt man zwei spezielle Lorentz-Transformationen, deren Geschwindigkeitsvektoren nicht in die

gleiche Richtung zeigen, hintereinander aus, so ergibt sich eine spezielle Lorentz-Transformation
mit einer zusätzlichen Raumdrehung. Im Folgenden nehmen wir an, dass die erste Transformation
in z-Richtung und die zweite senkrecht dazu in x-Richtung erfolgt.

a) Ermitteln Sie die Matrix T µν der resultierenden Transformation durch Ausführung der beiden
speziellen Transformationen mit den Geschwindigkeiten v in z-Richtung und u in x-Richtung.
Stellen Sie die resultierende Transformation durch eine spezielle Lorentz-Transformation mit der
Geschwindigkeit w und einer Drehung um den Winkel α, d.h. T = R(α)L(w) dar und zeigen Sie,
dass

|w| =
√
u2 + v2 − u2v2

c2
. (1)

Hinweis : Die Drehung ändert bestimmte Komponenten von T nicht.

b) Ist das Ergebnis (1) symmetrisch in u und v? Ergibt sich das selbe Ergebnis, wenn man erst in x-
und dann in z-Richtung transformiert? Welche Koordinatentransformation verhält sich genauso?
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c) Eine spezielle Lorentz-Transformation in w-Richtung erhält man aus der bekannten Transfor-
mation in z-Richtung, indem man zuerst das Koordinatensystem so dreht, dass w parallel zu z
liegt, danach entlang z transformiert, und dann die Drehung rückgängig macht. Zeigen Sie, dass
sich damit ergibt (y-Komponente vernachlässigt) :

L(w) =




γ(w) −γ(w)wx

c
−γ(w)wz

c

−γ(w)wx

c
1 + (γ(w)− 1) w2

x

w2 (γ(w)− 1) wxwz

w2

−γ(w)wz

c
(γ(w)− 1) wxwz

w2 1 + (γ(w)− 1) w2
z

w2


 .

Aufgabe 30: Kovariante Formulierung der Maxwellgleichungen

Analog zum Viererort und -impuls definiert man die Viererstromdichte jν = (cρ, j) und das Vie-
rerpotential Aν = (Φ/c,A). Desweiteren führt man den antisymmetrischen Feldstärketensor F µν

ein :

F µν = ∂µAν − ∂νAµ =




0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c
Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0


 .

a) Zeigen Sie, dass die zwei inhomogenen Maxwellgleichungen gegeben sind durch

∂µF
µν = µ0j

ν .

b) Überprüfen Sie, dass die zwei homogenen Maxwellgleichungen enthalten sind in

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0.

Gehen Sie wie folgt vor :

i) Berechnen Sie Fµν aus F µν .

ii) Was passiert bei einer Permutation von µ, ν und λ?

iii) Überlegen Sie sich den Fall zweier gleicher Indizes, z.B. µ = ν.

Hinweis : F λν = −F νλ

iv) Behandeln Sie explizit die übrigen 4 Fälle.

c) Zeigen Sie, dass der Feldstärketensor F µν = ∂µAν − ∂νAµ invariant unter der Transformation

Aν → Aν + ∂νΛ

ist, wobei Λ eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ist. Wie nennt man eine solche Eigen-
schaft/Transformation?

d) Berechnen Sie den Ausdruck ∂µj
µ. Schreiben Sie die entstehende Gleichung in die Darstellung

mit ∇ und ∂t um. Welcher physikalische Sachverhalt wird hiermit beschrieben?


