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Aufgabe 30: Spin und Pauli-Matrizen (schriftlich - 7 Punkte)

In der Vorlesung wurden folgende Beziehungen fiir Drehimpulsoperatoren gefunden:

L |lm) = R*I(1 + 1) [Im),
L, |lm) = hm |lm) ,
Lo|lm) = /Il +1) —m(m=+1)|l,m=*1).
a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Matrixdarstellung von Si und S? fiir den Spinoperator S (”Eigen-

drehimpuls”) mit [ = s = 3.

Hinweise: S befolgt wie L die obigen Beziehungen. Benennen Sie die beiden méglichen Zusténde
I=3,m=3) = 1) und |I=},m=—3) = |]).

b) (3 Punkte) Bestimmen Sie nun die Matrixdarstellung fiir die Komponenten des Spinoperators

S.

c¢) (1 Punkt) Finden Sie damit die Beziehung zwischen dem Spinoperator S und den sog. Pauli-
Matrizen.

Aufgabe 31: Zwei-Niveausystem (Spin-Polarisation)

a) Zeigen Sie, dass fiir einen beliebigen (reinen) normierten Zustand [¢) im zwei-dimensionalen
Hilbertraum C? (mit Standardskalarprodukt) gilt

(¢]o¢) =n

mit n = (ng,n,,n,) einem normierten Richtungsvektor (|n| = 1). o ist der Vektor gebildet mit

den Pauli-Matrizen
(0 1 (0 —i (1 0
%2=\10)% = \i 0)7%% \o -1}

Es gibt also zu jedem |¢) eine Richtung n, so dass der Erwartungswert des Vektors o in Richtung
n zeigt.

b) Bei einer Messung an diesem Zustand wird die Wahrscheinlichkeit p bestimmt, den Eigenwert
+1 von o, zu finden. Zeigen Sie, dass p = %(1 + n,) gilt. Wie lautet die Wahrscheinlichkeit, den
Eigenwert +1 von o, zu messen?
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Aufgabe 32: Feinstruktur (Spin-Bahn-Wechselwirkung)

Ein Elektron mit Bahndrehimpuls L (wobei | > 0 und ganzzahlig) und Spin S (wobei s=1/2)
befinde sich in einem schwachen homogenen Magnetfeld B = Be,. Vernachlissigt man zunéchst
die Spin-Bahn-Wechelwirkung Hsg ~ 0, so lautet der Hamiltonoperator H = Hy + H,, mit

Hy = (% + V(r)) 1 und H,, = Z2(L + 2S) - B wobei up das Bohrsche Magneton ist. Die
zugehorige zeitabhéngige Schrodingergleichung ist die Pauli-Gleichung

o (3 )= (),

a) Welche Basis diagonalisiert Hy und auch H,,? Zeigen Sie, dass in dieser Basis die Energieauf-
spaltung im Magnetfeld B gegeben ist durch:

AEjn,l,ml,mS = ,UB(ml + QmS)B

b) Im Folgenden wird der Gesamtdrehimpuls J = L 4+ S des Elektrons eingefiithrt (Drehimpuls-
kopplung). Sind die Basiszustinde aus a) Eigenzustinde von J? und J,? Welche Dimension hat
der Produktraum H = H; ® He—1/2 in dem H wirkt (bei festem 1)?

¢) Gesucht sind die Eigenzusténde |7, m;,[, s) von J2,J,, L? 5. Die Eigenzustéinde in der gekop-
pelten Basis lassen sich durch Entwicklung der Form

|j7 mj7l78> = Z <l,ml,s,ms|j, mj, l78>|l7ml7 S7ms>
mi,ms
bestimmen. Die Koeffizienten (I, my, s, ms|j, m;, [, s) werden Clebsch-Gordan-Koeffizienten genannt.
Zeigen Sie L-S = (L, S_ + L_S,)/2+ L.,S, und damit durch Anwendung von J? und J,, dass
gilt
1 1 1 1 1

|j:l+§7mj:l+§7l78:§>:|laml:l78:§7mS:§>v

wenn J? und J, die bekannten Eigenwertgleichungen des Drehimpulses erfiillen. (Weitere Clebsch-
Gordan-Koeffizienten sind schwieriger zu bestimmen.)
Uberlegen Sie sich, dass fiir die Quantenzahl j von J? gilt: |l — s| < j <1+ s (Dreiecksregel).

d) Die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten des Bahndrehimpulses L und des
Spins S fiihrt auf die Spin-Bahn-Kopplung (ein rein relativistischer Effekt) mit dem Hamiltonope-
rator Hsp = 5L - S22V (r), wo V(r) = e¢(r) die potentielle Energie im elektrischen Potential
¢(r) des Atomkerns ist. Fiir die Diskussion der Spin-Bahn-Wechselwirkung wird im folgenden das
Magnetfeld B = 0 (d.h. H,, = 0) gesetzt, so dass der Hamiltonoperator des Elektrons jetzt durch

H = Hy + Hgp gegeben ist.
(i) Welche Form des Potentials ¢(r) fithrt auf

1 Zé?
Hyp— —— 2% 1.8
5B om2e2 dregr ’
(in SI Einheiten) wobei Z die Kernladungszahl ist?

(ii) Berechnen Sie die Kommutatoren [Hgg, L.] und [Hgsg, S.| und zeigen Sie, dass demzufolge
die Basis von J2, J,, L?, S? den Operator L - S diagonalisiert.



