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Aufgabe 6: Das Gaufl’sche Wellenpaket (schriftlich - 12 Punkte)

Gegeben sei eine Gaufiverteilung der Wellenzahlen & in einer Dimension:

(k=kg)?

a(k) = Ce kr0e™ 552 (o > 0).

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Normierungskonstante C' € R, so dass 5- [ la(k)|” dk =1 gilt.

b) (2 Punkte) Berechnen Sie das zugehorige Wellenpaket im Ortsraum durch Fourier-Riicktransformation

1 [ .
(z,t) = — / a(k)e'ke=wt) qf
2m J_ o

und der Dispersionsrelation w(k) = %
Hinweis: Es ergibt sich
w(x’ t) — ¢ ikoC(t)ef (IZZ:((tt)))Q
A7h(t)

mit b(t) = 23 + 228, 7(t) = o + 24 und c(t) = x — 3y — B2t

¢) (2 Punkte) Berechnen Sie |¢(z,t)|” und zeigen Sie, dass das Maximum des Wellenpaketes am
Ort zp + vyt liegt. v, = d”| ist hierbei die Gruppengeschwindigkeit. Betrachten Sie auch die
Breite des Wellenpaketes und “heschreiben Sie das Zerflieffen des Wellenpaketes.

d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass [~ |i(z, #)|* dz unabhéingig von der Zeit ist. Was bedeutet das?

e) (2 Punkte) Berechnen Sie den Erwartungswert
— [ v tyevien a

des Ortes z im Zustand ¢ (z,t) sowie (z?).

f) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass fiir die Varianz (Unschérfe) einer beliebigen Funktion A(z) gilt:

(AA)? == ((A— (A))*) = (4%) -
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g) (2 Punkte) Berechnen Sie damit die Ortsunschirfe Az und die Impulsunschérfe Ap wobei fiir
den Impuls gilt p = —ihd,.

h) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Heisenbergsche Unschdrferelation AxAp > g erfiillt ist. Wann
gilt das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 7: Diffusion und Gaufl’sches Wellenpaket
Die (eindimensionale) Diffusionsgleichung (Wéarmeleitungsgleichung)

0cp(x,t) = DOg(x,1)

beschreibt die Ausbreitung einer beliebigen Funktion ¢(z,t) (z.B. Temperatur) mit der Zeit auf-
grund von Zufallsprozessen wie z.B. Streuereignissen.

a) Losen Sie die Diffusionsgleichung fiir eine (normierte) Gaussverteilung mit einer zeitabhingigen
Breite

1 _(z—=q)?
P(x,t) = We 207 (s(t) > 0)

und finden Sie s(t).
Hinweis: Fiir die zeitabhdngiger Breite ergibt sich der Ausdruck

s(t) = FIOE

Losen Sie diese Differentialgleichung mit einem geeigneten Ansatz.

b) Diskutieren und vergleichen Sie das Ergebnis mit der zeitabhéingigen Breite der Wellenfunktion
U(z,t) des Gauss’'schen Wellenpaketes aus Aufgabe 6.



