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Aufgabe 30: Verschobener harmonischer Oszillator (schriftlich - 8 Punkte)

Wirkt auf ein Teilchen, welches sich im Potential eines harmonischen Oszillators bewegt, eine
konstante Kraft F (z.B. durch ein konstantes elektrisches Feld E : F = qE), so lautet die stationäre
Schrödingergleichung in Ortsdarstellung(
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ψn(x) = Enψn(x).

a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Energieverschiebung gegenüber dem ungestörten harmonischen
Oszillator in erster und zweiter Ordung Störungstheorie.

b) (5 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenfunktionen ψn und die Energieeigenwerte En für dieses
Problem indem Sie es auf ein bekanntes Problem zurückführen und vergleichen Sie mit dem
Ergebnis von Aufgabenteil a).

Hinweis: Ersetzen Sie x durch eine Variable x̃ so dass sich der Hamiltonoperator auf einen be-
kannten Hamiltonoperator zurückführen lässt:

H =
p2

2m
+
m

2
ω2x2 − Fx =

p2

2m
+
m

2
ω2x̃2 + const.

Aufgabe 31: Ritzsches Variationsverfahren

Ein Hamiltonoperator H habe den nichtentarteten Grundzustand ψ0 zur Energie E0 und den
ersten angeregten Zustand ψ1 zur Energie E1 > E0.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass folgendes Variationsprinzip gilt:

(i)
E0 = min

ψ∈H
{〈ψ|H|ψ〉 | 〈ψ|ψ〉 = 1}

(ii)
E1 = min

ψ∈H
{〈ψ|H|ψ〉 | 〈ψ|ψ〉 = 1, 〈ψ0|ψ〉 = 0}

Das Rayleigh-Ritz’sche Näherungsverfahren beruht darauf, eine Form für den Grundzustand als
Funktion von Parametern a1, a2, . . . , aN , also ψ(x) = ψ(x, a1, . . . , aN), anzusetzen und durch Mi-
nimierung von E(a1, . . . , aN) = 〈ψ|H|ψ〉/〈ψ|ψ〉 eine optimale Funktion ψ und eine Abschätzung
für E0 zu bestimmen.
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b) (3 Punkte) Betrachten Sie das Dreieckspotential in einer Dimension:

V (x) =

{
∞ x < 0
Fx x > 0

Mit dem Variationsansatz ψ(x) = xe−ax bestimme man das optimale a und die Näherung für E0.

Hinweis:
∫∞
0
xne−xdx = n! (n ∈ N).

c) (3 Punkte) Betrachten Sie das anharmonische Potential V (x) = mω2

2
x2 + λx3. Bestimmen Sie

mit Hilfe des Variationsansatzes ψ(x) = e−(x−a)
2/2 (verschobene Gaussfunktion) den optimalen

Parameter a. Erklären Sie das Versagen der Methode für bestimme Werte von λ.

Aufgabe 32: Hybridisierung

Aufgrund der Linearität der Schrödingergleichung (für das Wasserstoffatom) sind nicht nur die
Eigenzustände des Wasserstoffatoms Lösungen zu einer festen Energie, sondern auch beliebige
Linearkombinationen von Zuständen mit gleichem Energieeigenwert. In Molekülen ist es jedoch
möglich, dass Linearkombinationen der reinen Wellenfunktionen, sog. Hybridorbitale, energetisch
günstiger sind und damit im Grundzustand auftreten.
Die Form des Methanmoleküls CH4 lässt sich mit der Hybridisierung der 2s- und 2p-Wellen-
funktionen des Kohlenstoffs verstehen. Die für n = 2 möglichen Hybridwellenfunktionen sind
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mit den orthonormierten Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms (ψn,l,m)

ψ2s = ψ2,0,0

ψ2px =
1√
2

(ψ2,1,−1 − ψ2,1,1)

ψ2py =
i√
2

(ψ2,1,−1 + ψ2,1,1)

ψ2pz = ψ2,1,0

a) Zeigen Sie, dass die Hybridwellenfunktionen orthonormiert sind und alle den gleichen Energie-
eigenwert haben, wenn der Energieunterschied zwischen s- und p-Orbitalen vernachlässigt wird
(l-Entartung).

b) Berechnen Sie für ψ1 und ψ2 die Richtung maximaler Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte.

Hinweis: Verwenden sie kartesische Koordinaten und stellen Sie Beziehungen zwischen den einzel-
nen Koordinaten auf.

c) Bestimmen Sie anhand der in b) ermittelten Ortsvektoren den sog. Tetraederwinkel des Me-
thanmoleküls von etwa 109, 5◦.


