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Aufgabe 5(T): Parseval Gleichung (schriftlich - 9 Punkte)

Betrachten Sie zwei periodische Funktionen f(z) und g(z) € L? mit der Periode L, also f(z+L) =
f(z) (Vz € R) und analog fiir g(x).

a) Driicken Sie f(z) und g(x) als komplexe Fourierreihen mit den Koeffizienten «,, und £, aus.
Nutzen Sie diese Darstellungen, um die folgende Gleichung nachzuweisen
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Leiten Sie damit die Parsevalsche Gleichung fiir komplexe und reelle Funktionen ab:
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a, und b,, sind die Koeffizienten der reellen Fourierreihe. (3 Punkte)

b) Finden Sie die Koeffizienten der Fourierreihe fiir die Funktion f(z) = x? in dem Intervall
—2<r<2:
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Hinweis: Beachten Sie die Symmetrie der Funktion f(z). (2 Punkte)

c) Zeigen Sie mit Hilfe der Parseval Gleichung und dem Ergebnis aus Teilaufgabe b), dass
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(2 Punkte)

d) Zeigen Sie mit Hilfe der Definition der (kontinuierlichen) Fouriertransformation das Parseval-
Theorem (Satz von Plancherel) und damit die Isometrie der Fouriertransformation fiir eine Funk-

tion f(z) € L*(R) N N
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und stellen Sie durch Verwendung des Kontinuumlimits den Zusammenhang mit der Parsevalschen
Gleichung her.
(2 Punkte)

Aufgabe 6(T): Das Gauf3’sche Wellenpaket

Gegeben sei eine Gaufiverteilung der Wellenzahlen k:

_ (k—kg)?

a(k) = Ce "0e™ a2 (o >0).

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Normierungskonstante C' € R, so dass 5~ [*_ (k)| dk = 1 gilt.

b) (2 Punkte) Berechnen Sie das zugehorige Wellenpaket im Ortsraum durch Fourier-Riicktransformation

Y 4
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und der Dispersionsrelation w(k) = Z—’fj
Hinweis: Es ergibt sich
Y(x,t) = O kot -

\/4mb(t)

mit b(t) = 5 + gt r(t) = 20 + %t und ¢(t) =z — z — %t,

¢) (2 Punkte) Berechnen Sie |¢(z,t)|* und zeigen Sie, dass das Maximum des Wellenpaketes am
Ort xy + vyt liegt. v, = i—“,;| ko ist hierbei die Gruppengeschwindigkeit. Betrachten Sie auch die
Breite des Wellenpaketes und beschreiben Sie das Zerflieffen des Wellenpaketes.

d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass [~ |i(, t)° dz unabhiingig von der Zeit ist. Was bedeutet das?

e) (2 Punkte) Berechnen Sie den Erwartungswert

(@) = [ bty zvn d
des Ortes z im Zustand ¢ (z,t) sowie (z?).

f) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass fiir die Varianz (Unschérfe) einer beliebigen Funktion A(x) gilt:
(AA)? = ((A - (4))%) = (4%) — (4)".

g) (2 Punkte) Berechnen Sie damit die Ortsunschérfe Az und die Impulsunschérfe Ap wobei fiir
den Impuls gilt p = —ihd,.

h) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Heisenbergsche Unschdrferelation AxAp > g erfiillt ist. Wann
gilt das Gleichheitszeichen?



