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Aufgabe 18: Freie Bewegung in Zylinderkoordinaten (schriftlich) (10 Punkte)

a) (4 Punkte) Stellen Sie fiir ein freies Teilchen die Lagrangefunktion L in kartesischen Koordinaten
auf. Benutzen Sie die Umrechnung von kartesischen in Zylinderkoordinaten, um L in Zylinderko-
ordinaten auszudriicken. Leiten Sie jetzt aus den Lagrange-Gleichungen in Zylinderkoordinaten
die Bewegungsgleichungen her.

b) (2 Punkte) Weisen Sie nach, dass der Drehimpuls in 2-Richtung beziiglich des Ursprungs, der
Betrag der Geschwindigkeit in der Ebene senkrecht zur z-Achse, sowie die Geschwindigkeit in
z-Richtung Erhaltungsgréfien sind.

c¢) (3 Punkte) Die Bedingungen in b) kénnten immer noch eine Spiralbahn statt der geradlinigen
freien Bewegung bedeuten. Losen Sie die in a) erhaltenen freien Bewegungsgleichungen fiir r(t)
und ¢(t) und erldutern Sie die Losungen anhand einer Skizze.

Hinwezis:
dx
/ = arctan(x)
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d) (1 Punkt) Priifen Sie aufilerdem dass die Geschwindigkeitskomponenten in z- und y-Richtung
der urspriinglichen kartesischen Koordinatenrichtungen, ausgedriickt in Zylinderkoordinaten, zei-
tunabhéngig sind.

Aufgabe 19: Das ebene Doppelpendel

a) Stellen Sie die Lagrangefunktion fiir das ebene Doppel-
« pendel im Schwerefeld mit den verallgemeinerten Koordi-
naten ¢; und o auf und fithren Sie eine vereinfachende
Néherung bis zur zweiten Ordnung fiir kleine Winkel ein.
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Hinweis: Es ergibt sich
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b) Gewinnen Sie die Bewegungsgleichungen aus den Euler-Lagrange-Gleichungen. Verwenden Sie
den Ansatz o, (t) = A1e™! und po(t) = Age™!, also Schwingungen mit derselben Frequenz fiir beide
Winkel, und berechnen Sie mogliche Werte von w, also die Eigenfrequenzen des Doppelpendels.

c¢) Schreiben Sie die Lagrangefunktion aus a) in der Form

1 .
L= B Z (M Pip; — kijpips)
27]
und bestimmen Sie direkt aus der Lagrangefunktion die (symmetrische) Massenmatrix M = (m;;)
und die Matrix der Federkonstanten K = (k;;). Berechnen Sie aus der Losung der Eigenwertglei-

chung

det(K — w?M) =0

ebenfalls die Eigenfrequenzen w des Systems und vergleichen Sie das Ergebnis mit b).

Aufgabe 20: Eichinvarianz der Lagrangefunktion

Vergleichen Sie die Lagrangefunktion L fiir ein Teilchen der Ladung ¢ mit der Lagrangefunktion
L’, die sich nach einer Eichtransformation, A — A — Vx und ® — ® 4 Jy/0t, ergibt. A und ¢
sind Funktionen des Ortes, x ist eine beliebige Funktion von Ort und Zeit.

a) Zeigen Sie, dass L — L' = q%x(r, t) ist, also eine totale Zeitableitung.

b) Zeigen Sie, dass sich aus den Lagrangegleichungen vor und nach der Eichtransformation diesel-
ben Bewegungsgleichungen ergeben.



