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Aufgabe 1: Eigenschaften der Fouriertransformation (schriftlich) (8 Punkte)

Die Fouriertransformierte f̂(ω) einer komplexwertigen, quadratintegrablen Funktion f(t) ist wie
folgt definiert:

f̂(ω) =
1√
2π

∫

∞

−∞

f(t)e−iωt dt

a) (6 Punkte) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Fouriertransformation

i) Linearität:
Für f(t) = a1f1(t) + a2f2(t) gilt f̂(ω) = a1f̂1(ω) + a2f̂2(ω)

ii) Eigenschaften bei reellen Funktionen:
Für f(t) reell, gilt f̂(ω) = f̂ ∗(−ω)

Für f(t) reell und gerade gilt f̂(ω) =
√

2
π

∫

∞

0
f(t) cos ωt dt

Für f(t) reell und ungerade gilt f̂(ω) = −i
√

2
π

∫

∞

0
f(t) sin ωt dt

iii) Verschiebungssatz:
Für g(t) = f(t + t0) gilt ĝ(ω) = eiωt0 f̂(ω)
Für g(t) = eiω0tf(t) gilt ĝ(ω) = f̂(ω − ω0)

b) (2 Punkte) Finden und diskutieren Sie Real- und Imaginärteil von f̂(ω) für (α > 0)

f(t) =

{

0 t < 0
Ae−αt t > 0

.

Aufgabe 2: Diracsche δ-Distribution

Die Diracsche δ-Distribution δ(t) ist definiert durch folgende Eigenschaft:

f(t0) =

∫

∞

−∞

f(t)δ(t − t0) dt,



Dabei ist f(t) eine hinreichend glatte Funktion.

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte δ̂(ω) von δ(t − t0).

b) Zeigen Sie durch Rücktransformation von δ̂(ω), dass gilt:

δ(t − t0) =
1

2π

∫

∞

−∞

eiω(t−t0) dω

c) Berechnen Sie die Fouriertransformierten von f(t) = sin(ω0t) und g(t) = cos(ω0t).

d) Leiten Sie die folgenden Eigenschaften der δ-Distribution her:

i)
∫ b

a

δ(t − t0) dt =

{

1 falls a < t0 < b

0 sonst

ii)
∫ t

−∞

δ(t′) dt′ = θ(t) =

{

1 falls t > 0
0 sonst

iii)
f(t)δ(t − t0) = f(t0)δ(t − t0)

iv)

δ(at) =
1

| a |δ(t)

v) Für f(t) stetig differenzierbar und f ′(ti) 6= 0 (∀ti mit f(ti) = 0):

δ(f(t)) =
∑

ti,f(ti)=0

δ(t − ti)

| f ′(ti) |

vi)
∫

∞

−∞

f(t)δ′(t − t0) dt = −f ′(t0)

Aufgabe 3: Differentialoperator-Gymnastik

Zeigen die folgenden wichtigen Beziehungen:

a)

∇1

r
= − r

r3

b)

∇21

r
= −4πδ(r)

c)

∇× j

r
= j× r

r3

d) Für ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld A gilt:

∇ · (∇×A) = 0

∇× (∇× A) = ∇(∇ · A) −∇2A

e) Ist ein Vektorfeld f wirbelfrei (∇ × f = 0), so lässt es sich als Gradient eines eindeutigen
Potentials φ darstellen.


