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Aufgabe 1: Eigenschaften der Fouriertransformation (schriftlich) (8 Punkte)

Die Fouriertransformierte f(w) einer komplexwertigen, quadratintegrablen Funktion f(t) ist wie
folgt definiert:

~
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a) (6 Punkte) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Fouriertransformation

i) Linearitét: R A A
Fir f() = a1 f1(t) + a2 fo(t) gilt f(w) = a1 fi(w) + a2 fo(w)

ii) Eigenschaften bei reellen Funktionen:
Fiir f(t) reell, gilt f(w) = f*(—w)
Fiir f(t) reell und gerade gilt f(w) = \/gfooo f(t) coswt dt

Fiir f(¢) reell und ungerade gilt f(w) = —i 2 [7° f(t)sinwt dt

iii) Verschiebungssatz: )
Fiir g(t) = f(t + to) gilt g(w) = ™" f(w)
Fiir g(t) = ™' f(t) gilt g(w) = f(w — wo)

b) (2 Punkte) Finden und diskutieren Sie Real- und Imaginérteil von f(w) fiir (o > 0)

0 t<0
f(t)_{Ae‘“t t>0

Aufgabe 2: Diracsche /-Distribution

Die Diracsche d-Distribution 0(¢) ist definiert durch folgende Eigenschaft:

F(to) = / T F@8( — to) dt,



Dabei ist f(t) eine hinreichend glatte Funktion.
a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte d(w) von 6(t — to).

b) Zeigen Sie durch Riicktransformation von é(w), dass gilt:

1 [~ .
5(t — tO) = 2_ / 6zw(t—to) dw

™ o
c¢) Berechnen Sie die Fouriertransformierten von f(¢) = sin(wpt) und g(t) = cos(wot).

d) Leiten Sie die folgenden Eigenschaften der §-Distribution her:

i)
b
/5(t—to)dt:{1 fallsa <tg < b

0 sonst
ii)
t
/ 5(t’)dt’:9(t):{(1) fallst > 0

o sonst
i)
F(8)o(t = to) = f(to)d(t — to)
iv) '
d(at) = mé(t)
v) Fiir f(t) stetig differenzierbar und f'(¢;) # 0 (Vt; mit f(¢;) = 0):
ot — &)
S(fFON = Y. 5
40 Fy=0 | /() |

vi)
[ FOF (t — to)dt = —f'(ty)

Aufgabe 3: Differentialoperator-Gymnastik

Zeigen die folgenden wichtigen Beziehungen:

a)

1 r
ViT T
b)
Vz; = —47)(r)
c) .
V x L =jx %
r r

d) Fiir ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld A gilt:
V- (VxA)=0
Vx(VxA)=V(V-A)- VA

e) Ist ein Vektorfeld f wirbelfrei (V x f = 0), so ldsst es sich als Gradient eines eindeutigen
Potentials ¢ darstellen.



