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Aufgabe 16 : Basiswechsel in zweiter Quantisierung (4 Punkte)

Die Einteilchen-Basiszusténde [¢,) werden durch eine lineare Transformation in die neuen Basis-

~,,> (jeweils Orthonormalbasen) transformiert durch
By =D ) (vl ).
o

Die Transformationsregeln fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren &L und a,, der Einteilchen-
Zusténde [¢,) sind analog

zustande

=S (Bultn) b b= 3 (k)

a) Zeigen Sie, dass bl und b, die gleichen (Anti-)Kommutatorrelationen fiir Fermionen/Bosonen
erfiillen, wie dL und ay,.

b) Beweisen Sie, das die Zahl der Teilchen (wie alle messbaren Grofien) invariant unter einer
Basistransformation ist, also dass gilt

2 b =3 da
o
¢) Wichtiger Spezialfall: Feldoperatoren
Bisher betrachteten wir immer Eigenzustdnde mit diskreten Quantenzahlen. Fiir manche Probleme
ist die Basis der Ortseigenzustéinde jedoch hilfreich, und der Ort ist eine kontinuierliche Gréfle. Die
sogenannten Feldoperatoren @ET(z) und 1&(1’), die ein Teilchen am (eindimensionalen) Ort erzeugen
bzw. vernichten, sind gegeben durch die Basistransformation

) =) () af, = Zqﬁ;aLﬁ =) (xlvn) a, Z%ap

0 0

Die Koeffizienten ¢, (z) sind die bekannten Wellenfunktionen des entsprechenden Zustandes [1),,)
in der Ortsdarstellung.



Zeigen Sie, dass die Vertauschungsrelationen fermionischer Feldoperatoren gegeben ist durch

{0@). @)} = {d@), 0@} =0, {d@),d'@)} =@ -a)
und analog fiir bosonische Feldoperatoren.

Hinweis : Die Rechnungen sind jeweils 1-Zeiler (wenn die Zeile lang genug ist ©@).

Aufgabe 17 : Ideales Fermigas (8 Punkte)

Wir betrachten ein System von N schwach gebundenen Elektronen in einem endlichen Volumen.
In der Sommerfeld-Theorie idealisiert man das System und nimmt freie, nicht wechselwirkende
Elektronen an.

Wir beginnen mit folgendem Hamiltonian:

a) Zeigen Sie, dass der Zustand

wo) = [T TI cholo) (2)

p,p<kr o=T,]

der Grundzustand von H,, ist.

b) Bestimmen Sie den groftmoglichen Impuls kp. Machen Sie sich dazu klar, wie die Beset-
zungszahl ng, als Funktion von p aussieht und berechnen Sie damit die Gesamtteilchenzahl
N=>3 :Npo 1. Schreiben Sie das Ergebnis als Funktion der Teilchendichte n.

c¢) Berechnen Sie nun noch die Grundzustandenergie Fy. Zu diesem Behilfe beniitzen Sie, dass die
Energiedichte Ey/N konstant ist. Geben Sie auch hier das Resultat als Funktion der Teilchendichte
n an.

Aufgabe 18 : Mittlere thermische Besetzung eines Zustandes (8 Punkte)

Gegeben sei ein einzelner Zustand, der mit n bosonischen Teilchen besetzt werden kann. Jedes Teil-
chen in dem Zustand besitze die Energie hw. Nun soll dieser Zustand Teilchen (und damit Energie)
mit einem Reservoir (Temperatur T, chemisches Potential 1) austauschen kénnen. Gesucht ist die
mittlere thermische Besetzungszahl (n),, des Zustandes.

a) Berechnen Sie mit dem Zihloperator # = a'a und dem Hamiltonoperator H = hw (ﬁ + %) die
Zustandssumme

7 = Tr[ H“"] i B(H=un) |y

n=0
Es gilt 5 =1/kT.
b) Geben Sie das grosskanonische Potential Q2 = —% InZ an.
c¢) Die thermische Besetzung ist dann gegeben durch (n),, = —0/dpu.

d) Wiederholen Sie die Rechnung fiir fermionische Teilchen.

LGehen Sie dazu in den thermodynamischen Limes iiber, d.h V, N — oo mit n = N/V = const. In diesem Limes
gilt limy oo 1/V 3" F(p) = [ d’p/87°F(p).



