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Aufgabe 5 : Pauli-Matrizen (Prisenzaufgabe)

Fiir Spin-1/2-Teilchen (Fermionen, z.B. Elektronen) ergeben sich fiir die Komponenten des Spin-

operators s = Z¢ in der iiblichen Quantisierungsachse die Pauli-Matrizen
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a) Der Antikommutator zweier Operatoren A und B ist definiert als {A, B} := AB + BA.
Zeigen Sie damit

{Ui7aj} = 262]1 (17] = 1727 3)
b) Zeigen Sie
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und damit fiir zwei mit o = (0, 0y, 0,)" vertauschende Vektoren a, b :

(o-a)(o-b)=(a-b)l +ioc-(axb).
c) Zeigen Sie die fiir die Zeitentwicklung von Spinsystemen wichtige Beziehung

Qo

e Lcosa+io;sina (a € R).

Aufgabe 6 : Spin—%—Teilchen im Magnetfeld (13 Punkte)

Das folgende Problem ist eng verwandt mit dem Prinzip der Kern- bzw. Elektronenspinresonanz.
Das System welches wir betrachten wollen besteht aus einem Spin-1/2-Teilchen in einem Magnetfeld
B(t). Das Feld B(t) setzt sich zusammen aus einer statischen Komponente By parallel zur z-
Achse und einer in der z-y-Ebene mit Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Komponente Bj(t)
mit konstantem Betrag.



Wir beginnen mit dem folgenden Hamiltonian
H(t) = =S - (Bo + Bi(t)) (1)
Das Teilchen kann mit der folgenden Wellenfunktion beschrieben werden!

[V (t) = ar @) 1) +a—(t) 1) (2)
a) Benutzen sie die ihnen bekannte Matrixdarstellung der Spin-Operatoren und das als
B(t) = —%ez ] (cos (wt) e, + sin (wt) ey) (3)
7

gegebene Magnetfeld um den Hamiltonian (1) in Matrixform zu schreiben.

b) Nutzen sie die zeitabhéngige Schrodingergleichung um die Differentialgleichungen der Koeffizi-
enten a, (t) und a_(t) aufzustellen.

¢) Um die Differentialgleichungen 16sen zu kénnen, begeben sie sich nun in das rotierende System
(Gut festhalten! ©@). Finden sie dazu neue Koeffizienten b, (¢) und b_(t), so dass die zeitabhéngige
Phase verschwindet.

d) Zeigen sie, dass sich mit dem Ket

[B(0) =01 +b-(1) 1) (4)

das Gleichungssystem fiir b, () und b_(¢) in der Form einer zeitabhéngigen Schrodingergleichung
mit einem zeitunabhingigen Hamiltonian H schreiben lisst. Geben sie H in Matrixform an?.

e) Es soll nun ein Ausdruck fiir ‘\if(t)> gefunden werden. Wir suchen dazu Eigenwerte E;, Es und

die dazugehorigen Eigenvektoren des Operators H. Schreiben sie damit die Eigenzustinde [11),
[109) in der {|1), |])} Basis®. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 lisst sich ein beliebiger Zustand schreiben als

’\11(0)> = A1 [th1) + A2 [th2) ()

Machen sie sich klar, dass die Zeitentwicklung die folgende Form hat
B(E) ) = e E )+ dae E M ) (6)

Berechnen sie die Koeffizienten A; und Ay mit Hilfe der Orthogonalitétsbedingungen.

f) Sie kennen jetzt den Zustand zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢. Nun préparieren sie das System
im Anfangszustand ‘@(0)> = |1). Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ > 0 das
System im Zustand |]) zu finden. Schreiben sie dazu den Zustand |1) in der {|¢;), |¢)} Basis®.

Mit {|1),|l)} bezeichnen wir die Basis der Eigenzustinde von s, des (in diesem Fall) zweidimensionalen Spin-
raums. Ebenso gebriuchlich sind die Bezeichungen {|1),[0)} und {|+),]|—)}.

2Ublicherweise beniitzt man die Abkiirzung A = wy — w.

3Beniitzen sie die Normierungsbedingung!

4Thr Ergebnis sollte, ausser von der Zeit, nur noch von den Gréfilen w; und A abhingen.



Aufgabe 7 : Fermis Goldene Regel fiir periodische Stérung (7 Punkte)
Verwenden Sie die zeitabhéngige Storungstheorie fiir eine periodische Stérung

‘A/(t) _ Feiwt + FTe—iwt.
F' ist hierbei ein zeitunabhéngiger Operator.

a) Betrachten Sie den Ubergang zwischen den beiden Zustinden |n) und |m) mit den Energi-

en F, = hw, und E,, = hw,,. Berechnen Sie die Ubergangsamplitude c,%P in erster Ordnung

Stérungstheorie in Abhéngigkeit von ' und E™.

b) Diskutieren Sie die Ubergangsamplitude in der Niherung w & wyy.

¢) Betrachten Sie den Grenzfall t — oo und berechnen Sie die Ubergangsrate W,,, = %|c£,}b) (t)]?.

Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus der Vorlesung bekannten Fall einer konstanten Stérung.



